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Wymierne krzywe Beziera

» Klasyczne krzywe Beziera posiadaja istotnie dobrg wtasnosé powtoki wypuktej
swoich punktéw kontrolnych

» Podstawowe wady tych krzywych to:

m brak dokfadnej reprezentacji krzywych stozkowych (poza parabolg) - ogélna konstrukcja
krzywej stozkowej i jej przyblizona reprezentacja w postaci krzywej Hermit'a opisana
jest w dodatkowym pliku (krzywe stozkowe)

m niedobre wiasnosci lokalnosci modelowania - przesunigcie pojedynczego punktu
kontrolnego powoduje zmiang ksztattu niemal catej krzywej

m potrzeba zmiany reprezentacji przy rzutowaniu perspektywicznym, ktére samo w sobie
jest funkcja wymierna

> Krzywe wymierne Beziera rozwiazuja w 100% pierwszy i trzeci z tych probleméw
oraz w pewnym stopniu réwniez drugi.
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Wspotrzedne jednorodne

> Zakfadamy, ze P(t) = [X(t), Y(t), W(t)] (zastapienie nazwy trzeciej
wspéirzednej literg W oraz uzycie duzych liter jest celowe) oznacza krzywa w
przestrzeni R3. Ponadto niech E oznacza ptaszczyze w przestrzeni R3, ktérej
punkty maja W = 1.

> Niech p(t) = [x(t),y(t), z(t) oznacza krzywa ktéra jest obrazem krzywej P(t) w
rzucie srodkowym (perspektywicznym) o $rodku w punkcie 0 na ptaszczyzne E
(Rys. 1).

Rys. 1. Krzywa jednorodna i reprezentowana przez nig krzywa wymierna (zrédfo: [7], Rys. 2.1)

> W uktadzie wspétrzednych, okreslonym w ptaszczyznie E przez przesuniecie osi X
i Y o wektor [0,0,1]", wspétrzedne krzywej p(t) sa opisane przez funkcje
x(t) = X(t)/W(t) i y(t) = Y(t)/W(t).
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Wspotrzedne jednorodne

> Jezeli funkcje X(t), Y(t)i W(t) sa wielomianami, to wspétrzedne krzywej p(t)
sg funkcjami wymiernymi.

» Punkt p = [x,y]” dwuwymiarowej przestrzeni E?, ktéra utozsamimy z
ptaszczyzng E, mozemy opisaé¢ za pomocg dowolnego wektora
P =[X,Y,W]" € R3, takiego ze x = X /W, y = Y /W.

» Opis ten nie jest jednoznaczny - pomnozenie wszystkich liczb X, Y, W przez te
samg stata rézna od zera daje inn3 reprezentacje tego samego punktu. Taka
wiasnoé¢ nazywa sie jednorodnoscia i dlatego liczby X, Y, W nazywamy
wspotrzednymi jednorodnymi punktu p.

> Wektor V = [X, Y, O]T nie reprezentuje zadnego punktu przestrzeni 2. Taki
wektor jest jednak réwnolegty do ptaszczyzny E i dlatego mozemy uznaé, ze
reprezentuje kierunek w przestrzeni 2, przy czym przez kierunek rozumiemy zbiér
wektoréw {av : a € R' a # 0}, dla ustalonego wektora v # 0 (z przestrzeni
wektoréw swobodnych przestrzeni E?).

P> Taka reprezentacja kierunku jest réwniez jednorodna, w zwigzku z czym kierunki i
punkty mozemy traktowac jednolicie.

> Krzywa P nazywamy krzywa jednorodna.

» Kazda krzywa wymierna ma nieskonczenie wiele reprezentujacych ja krzywych
jednorodnych postaci a(t)P(t) (a(t) #0) .
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Krzywe jednorodne

> Przestrzen R3, w ktérej rozpatrujemy krzywe jednorodne nazywamy przestrzenia
wspétrzednych jednorodnych uzupetnionej o kierunki przestrzeni 2.

» Dowolna prosta w przestrzeni wspétrzednych jednorodnych przechodzaca przez
punkt O jest jednoznacznie okre$lona przez podanie dowolnego innego punktu, a
zatem stanowi jeszcze jedna reprezentacje punktu lub kierunku w E2.

> Prosta w E> mozemy reprezentowaé za pomoca ptaszczyzny w R® zawierajacej
punkt 0 (uwaga: ptaszczyzna W = 0 reprezentuje prosta niewtasciwa, ktérej
wszystkie punkty to kierunki).

> Analogiczna reprezentacja krzywej wymiernej jest powierzchnia stozkowg w
przestrzeni wspétrzednych jednorodnych.

» Podobnga konstrukcje mozemy wykonaé w przestrzeni o wymiarze wyzszym niz 2,
tzn. np. rozpatrywaé krzywe jednorodne w R, reprezentowane przez wspétrzedne
jednorodne w przestrzeni R*
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Jednorodne i wymierne krzywe Béziera

> Rozpatrzmy klasyczna krzywa Beziera P(t) w przestrzni R3, generowana przez
punkty (P;) i zinterpretujmy ja jako jednorodna reprezentacje krzywej p(t) na
ptaszczyznie E. Zaktadajac wszedzie dodatnio$¢ trzeciej wspdtrzednej krzywej
P(t) obrazem tamanej kontrolnej tej krzywej w rzucie srodkowym jest tamana o

wierzchotkach (p;)] postaci p; = P;/W; (Rys. 2)

Rys. 2. Wymierna krzywa Béziera i jej jednorodna reprezentacja (zrédfo: [7], Rys. 2.2)
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Jednorodne i wymierne krzywe Béziera

> Algorytm de Casteljau umozliwia wyznaczenie dla danego t punktu P(t). Rzut
tego punktu na ptaszczyzne E jest odpowiednim punktem krzywej wymiernej p(t).

> Dokonujac rzutowania wszystkich krokéw algorytmu de Casteljau, obserwujemy
obcinanie naroznikéw tamanej o wierzchotkach p;, prowadzace do wyznaczenia
punktu p(t) (Rys. 3).

Rys. 3. Algorytm de Casteljau dla krzywej jednorodnej i algorytm wymierny (zrédto: [7], Rys. 2.3)

» Punkty p; nazwiemy punktami kontrolnymi krzywej wymiernej, a wspdtczynniki
w; = W; — wagami.
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Jednorodne i wymierne krzywe Béziera

» Obrazy punktéw otrzymanych w kolejnych krokach algorytmu de Casteljau dla
krzywej jednorodnej mozemy wyznaczy¢, wykonujac algorytm

{ p:o) = pi. ur:”) =w;dlai=0,...,n. }
for j := 1 to n do
for i := 0 to n— j do begin
uv,-(” = (1 —r)u:f”')+tu::ﬁ:‘”;
‘s,”v) i= ru,vff;“/urfj';
P = = PP
end;
{p0=p" )

» Podana procedura realizuje wymierny algorytm de Casteljau. Jedli w ciggu wag
wystepuje zero lub liczby o przeciwnych znakach, to wymierny algorytm de
Casteljau moze sie zatamaé z powodu dzielenia przez zero.

> Bezpieczniejszy pod tym wzgledem i szybszy sposéb wyznaczenia punktu krzywej
wymiernej, jesli mamy dane punkty kontrolne i wagi, polega na wyznaczeniu
punktéw kontrolnych krzywej jednorodnej, obliczeniu punktu na tej krzywej i
znalezieniu odpowiadajacego mu punktu w przestrzeni wyjéciowej.

> Punkt p(t) krzywej, znaleziony za pomoca wymiernego algorytmu de Casteljau,

wyraza si¢ wzorem
2o WiPiBI (1)
p(t) = =1 pnio
Zi:o w; B} (t)
9/29
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Witasnosci wymiernych krzywych Beziera

> Jezeli wszystkie wagi sg réwne 1, to krzywa staje sie zwykta krzywa Beziera.

Pomnozenie wszystkich wag przez te sama stata (rézna od zera) nie zmienia
ksztattu krzywej.

> Jezeli wszystkie wagi maja taki sam znak, to krzywa sparametryzowana na [0,1]
zawiera sie w powtoce wypuktej swoich punktéw kontrolnych.
> Krzywa interpoluje punkty skrajne (o ile ich wagi sa niezerowe).

Jezeli T jest przeksztatceniem afinicznym, to punkty bedace obrazem punktéw
kontrolnych wymiernej krzywej Beziera w tym przeksztatceniu s3 punktami
kontrolnymi obrazu tej krzywej w tym przeksztatceniu

» Rzut perspektywiczny krzywej wymiernej jest zawsze krzywa wymierna

Podobnie jak w przypadku wielomianowych krzywych Béziera, pochodna rzedu k
w punktach skrajnych zalezy tylko od punktéw k najblizszych punktéw
kontrolnych i (w tym przypadku) ich wag, tzn. dla t = 0 od punktéw po, ..., Pr i

> Wszystkie krzywe stozkowe daja sie wyreprezentowaé w postaci wymiernej
krzywej Beziera
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Reprezentacja krzywych stozkowych

» Rozpatrujemy trzy niewspétliniowe punkty kontrolne krzywej: po, p1, p2 oraz
ustalamy wagi punktéw skrajnych: wg = wy = 1.

> Wtedy warto$¢ wagi wy okresdla rodzaj krzywej:

jezeli wy > 1, to krzywa reprezentuje tuk hiperboli

jezeli wi = 1, to krzywa reprezentuje tuk paraboli

jezeli 0 < wy < 1, to krzywa reprezentuje krétszy tuk elipsy (dla wi = v/2/2 jest to
krétszy tuk okregu)

jezeli wi = 0, to krzywa reprezentuje sparametryzowany odcinek pomiedzy py i p>

jezeli —1 < wy < 0, to krzywa reprezentuje dtuzszy tuk elipsy (dla w; = —/2/2 jest
to krétszy tuk okregu)

jezeli wi = —1, to krzywa reprezentuje dwa tuki paraboli

jezeli wi < —1, to krzywa reprezentuje trzy tuki hiperboli

» Rysunek pokazuje konstrukcje krétszego i dtuzszego tuku okregu

R w1
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Pewne rozszerzenie wymiernych krzywych Béziera

> Jezeli waga jakiego$ punktu kontrolnego p; jest réwna zero, to punkt taki nie ma
wptywu na ksztatt krzywej. W takiej sytuacji mozna punkt rozpatrywac jako
punkt niewtasciwy, czyli kierunek reprezentowany przez wektor (ozn. ponizej przez
litere v; ). Daje to ogdlna posta¢ wymiernej krzywej Beziera w postaci formuty

D iw - wipiBI(t) > . viBP(t)
w; 4 Eiw
>or o wiBP(t) >or o wiBP(t)

p(t) =
» Umozliwia to dodatkowa modyfikacje krzywej

ARV
)

1)';—0

iy
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Reparametryzacja wymiernej krzywej Beziera

> W przypadku zwyktych krzywych wielomianowych reparametryzacja, ktéra ma
zachowad stopien krzywej musi byé oczywiscie realizowana przez wielomian
pierwszego stopnia. Jednak dla krzywej wymiernej mozemy wykonaé
reparametryzacje funkcja homograficzna:

t= ra
(1 —u)+pu’
co daje krzywa postaci
() dor o P wipiBP(u)
plu) = ZF————
Z?:O p'w;B'(u)
» Oznacza to,ze dla danego ciagu punktéw kontrolnych ciagi wag wo, wi, ..., wy i
PPwo, plwi, ..., p"w, odpowiadaja dwém réznym parametryzacjom tej samej

krzywe;j.

> Jezeli wow, > 0, to dzielac wszystkie wagi przez wo, a nastgpnie wagi poza
pierwsza przez (/w,)', otrzymujemy krzywa w tzw. postaci standardowej, tzn. z
wog = wp = 1.
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taczenie (zwyktych) krzywych Beziera

» Rozpatrzmy przypadek konstrukcji krzywej sklejanej, zbudowanej z kawatkéw
bedacych krzywymi Beziera 3-go stopnia. Zatozmy, ze rzywe q(t) (punkty
kontrolne (g;)?) oraz r(t) (punkty kontrolne (r;)3) sa okreslone na przedziatach
parametréw [u;_1, uj] oraz [u;, ujy1], ktérych dtugosci wynosza, odpowiednio, a i
b (wartosci parametréw nazywamy wezfami krzywej). Pokazuje to ponizszy
rysunek.

a : b r;

Rys. 4. Dwie kubiczne krzywe Béziera potaczone z ciagtoécia C? (zrédfo: [7], Rys. 5.2)

> Zatozmy, ze krzywe sa potaczone z warunkiem C?. Taki sposéb potaczenia
pozwala spojrzeé¢ na punkt taczenia jak na punkt krzywej obliczony algorytmem
de Casteljau na przedziale [u; 1, u;11], w odlegtosci a od parametru u; ;. Zatem
wtedy zachodza warunki: g3 = rg, b(qz — q2) = a(r — ro),
@+ 2@-—q)=n+i(n-—n)=d

» Pare gtadko potaczonych krzywych Béziera trzeciego stopnia mozemy zatem
skonstruowa¢ wychodzac od tamanej o wierzchotkach qo. g1, d, o, 3.
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taczenie (zwyktych) krzywych Beziera

» Ogdlny algorytm faczenia

m Wybierz ukfad weztéw (rosnacy ciag liczb) us, ..., umy3. Wyznaczaja one odcinki, na

ktérych krzywa bedzie opisana tukami wielomianowymi. Oblicz dtugosci tych odcinkéw,
hi =ujp1 —uidlai =3,..., m+ 2.

m Wybierz cigg punktéw kontrolnych dy, ..., d, 2, ktére beda wierzchotkami tamanej
kontrolnej krzywej B-sklejanej.

m Wyznacz punkty

fi=d

1
_ _h d + h d
81 = N T IR %
f = hisothiis d + hisy d
P T thiathis T R ity D
_ i3 d + hivithi, o
81 = Mg hinthins o i thies
dlai =2,...,m—1,
— [ d ) d
fn = T 1+ "™ + B g1+ -
8n = dyyy-
m Wyznacz punkty
ey = dy,

hi+3

_ iy | =
e = mgi+mﬁ+l dlai=1,....m—1,

m = pyo.
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taczenie (zwyktych) krzywych Beziera

» Dla/i=0,..., m — 1 punkty e;, fi11, 841, €1 s3 punktami kontrolnymi krzywych
Béziera trzeaego stopnia, potaczonych z ciagtoscia C2. Pokazuje to ponizszy
rysunek.

s

d

hy: hy : hs : hg: hy 4

Uy Uy us ug Uy Ug

d;

Rys. 5. Wyznaczanie krzywych Béziera opisujacych fragmenty kubicznej krzywej B-sklejanej
(zrédto: [7], Rys. 5.3)
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Krzywe B-spline

> [Dc])tychczas wprowadzone krzywe posiadaja nadal kilka istotnych niedogodnosci
7|

m Nie mozna wprowadzaé lokalnych zmian. Zmiana potozenia punktu kontrolnego
powoduje zmiang ksztattu catej krzywej.

Obiekty o skomplikowanym ksztatcie trzeba modelowaé przez krzywe wysokiego stopnia
lub przez sklejanie ich z wielu krzywych nizszego stopnia. Powoduje to, ze
manipulowanie punktami kontrolnymi staje si¢ wtedy niewygodne, miedzy innymi
dlatego, ze dla modyfikacji krzywej nalezy przesuwaé punkty kontrolne na duze
odlegtoséci (maksima wielomianéw Bernsteina w przedziale [0, 1] maleja ze wzrostem
stopnia).

Ponadto obliczenia dla krzywych Béziera wysokiego stopnia sa drogie i ktopotliwe w
realizacji komputerowej (np. wspétczynniki dwumianowe Newtona odpowiednio dla
n > 17 i n > 33 przekraczaja zakresy liczb catkowitych 16- i 32-bitowych).

m Zadanie interpolacji Lagrange'a tatwo jest rozwigzaé, ale trudno dobraé punkty i wezty
tak, aby unikna¢ powstania zafalowar wielomianowej krzywej interpolacyjnej wysokiego
stopnia miedzy danymi punktami. W praktyce wyklucza to uzywanie takich krzywych w
projektowaniu, gdy zachodzi koniecznos$¢ interpolacji (np. punktéw otrzymanych w
wyniku pomiaréw).

» Pokazany na poprzednich slajdach przyktad taczenia krzywych Beziera jawnie
wykorzystuje ciag wartosci weztéw i stanowi dobra intuicje do ogdlnej konstrukgji
krzywych B-spline, wykorzystujacych wezty do kontroli nad /lokalnoscia
modelowania
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Krzywe B-spline

» Rozwazmy projekt profilu wazy (rys. ponizej). Lewy obrazek pokazuje krzywa, ktérej stopnien
wynosi 11, a pomimo tego mamy duze trudnosci w odpowiednim wygieciem profilu szyjki
wazy. Mozna oczywiscie podwyzszy¢ stopien krzywej, ale to prowadzi do wzrostu obliczen i
struktury danych. Mozna tez wyprofilowaé szyjke rozcinajac krzywa Beziera na dwie i tworzac
kolejny wezet interpolacyjny, w ktérym krzywe tacza sie z zadanym warunkiem gtadkosci
($rodkowy obrazek). To jednak ponownie powoduje rozbudowanie struktury danych.

» Krzywe B-spline pozwalaja na skonstruowanie pojedynczej struktury faczacej w sobie wiele
kawatkéw potaczonych z zadana dokfadnoscia (prawy obrazek). Jest to mozliwe poprzez
podziat przestrzeni parametréw na segmenty odpowiadajace poszczegdlnym segmentom
krzywej. Oczywiscie moglibySmy podzieli¢ sama krzywa Beziera, ale jest to znacznie drozsze
obliczeniowo.

» Widaé zatem, ze podziat przestrzeni parametréw rozwigzuje zaréwno problem wysokiego
stopnia krzywej dla skomplikowanych ksztattéw, jak i problem lokalnosci modelowania. Jest
to zatem istotne narzedzie.

Rys. 6. (zrédto: [https://pages.mtu.edu/ shene/COURSES/cs3621/NOTES /spline/B-spline])
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Funkcje bazowe krzywych B-spline

» Zamiast kanonicznego zakresu [0, 1] parametréw, uzywamy tutaj tzw. wektora
wezfow opisujacego przebieg zmiennosci parametru dla krzywej B-spline:
U= ug,u1,...,um|, gdzie 0 < up < uy < um < 1. (jak widaé dopuszczamy

réwnos¢ niektdérych weztéw!).

» Podobnie jak w przypadku krzywych Beziera, réwniez w przypadku krzywych
B-spline wagami dla punktéw kontrolnych sa funkcje bazowe. Bazy B-Spline
posiadaja dwie wazne wtasnosci, ktérych nie posiadaty wielomiany Bernsteina.

m ich dziedzina jest podzielona przez wektor weztéw

m s3 one niezerowe tylko na pewnych obszarach dziedziny. W tym znaczeniu sa lokalne.

» Jednostronnie domkniety przedziat [u;, uj 1) bedziemy nazywali powfoka i-tego
wezta.

> Jezeli i-ty wezet wystepuje k razy, tzn. u; = ujy 1 = -+ = Uj;,_1, to nazywamy
go wezfem wielokrotnym z krotnoscia k (ozn. u;(k)). Wezty z krotnoscia 1
nazywamy wezfami prostymi.

> Jezeli wezty w wektorze weztéw sa rownoodlegte, tzn. uj; 1 — u; = const dla
kazdego i = 0,...,m — 1, to wektor weztéw nazywamy jednostajnym (uniform), a
w przeciwnym przypadku niejednostajnym (non-uniform).

» Dziedzing wszystkich funkcji bazowych B-spline jest przedziat [uo, um].
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Funkcje bazowe krzywych B-spline

» Podobnie jak w przypadku baz Bernsteina, funkcje bazowe B-spline zaleza od ich

stopnia:
1 ifu; u < upyy
Niolw) =
0 otherwise
U — U Uigpr1 — U
Nip(u) = — Nyt (1) + — 25— Ny p-1(u)
Uip — Ui Uitp+1 — Uit

> Powyzsza formute nazywamy formuta rekursywna Coxa-de Boora. Jezeli stopien
p = 0, wszystkie bazy s3 funkcjami prostymi takimi, ze N; o(u) > 0 na powtoce
i-tego wezta, tzn. na przedziale [u;, uj1). Na kolejnych rysunkach sa
przedstawione wykresy funkcji bazowych réznych stopni dla przyktadowych
ciagdéw, odpowiednio z wszystkimi weztami pojedynczymi i z weztami o wigkszej
krotnosci.
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Funkcje bazowe krzywych B-spline
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Rys. 7. Funkcje bazowe B-spline stopnia 0,1 dla ciagu weztéw pojedynczych (zrédto: [7], rys. 5.7 )
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Funkcje bazowe krzywych B-spline
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Rys. 8. Funkcje bazowe B-spline stopnia 2,3 dla ciagu weztéw pojedynczych (zrédto: [7], rys. 5.7 )
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Funkcje bazowe krzywych B-spline
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Rys. 9. Funkcje bazowe B-spline stopnia 0,1 z weztami o krotnosciach wigkszych niz 1 (zrédfo: [7],
rys. 5.8)
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Funkcje bazowe krzywych B-spline
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Rys. 10. Funkcje bazowe B-spline stopnia 2,3 z weztami o krotnosciach wigkszych niz 1 (zrédfo:
[7], rys. 5.8)

Krzywe parametryczne W. Kowalewski 24/29



Funkcje bazowe krzywych B-spline

» Wygodny diagram pozwalajacy zobaczyc schemat tworzenia baz wyzszego stopnia wyglada nastepujaco
(2r6dta obrazéw: [https://pages.mtu.edu/ shene/ COURSES /cs3621/NOTES /spline/B-spline])
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P Policzmy bazy pierwszego stopnia dla m = 3. Zgodnie z definicja otrzymujemy

. -y U —u
Noa(u) = = Noo(u) + ———Ny ()
u — uy up —

Noj(u) = uNog(u) + (2 — u) Ny o(u)

Podobnie Ny 1(u) = u — 1dla u € [1,2) oraz Ny 1(u) = 3 — udla u € [2,3). Wykresy (czarny i
czerwony) tych funkcji pokazuje ponizszy rysunek:

P W szczegéblnosci wptyw baz stopnia zero na bazy stopnia 1 zalezy do podprzedziatu wektora weztéw.
Przyktadowo na Ny 1 wptywa Ny o na przedziale [0, 1] oraz V; o na przedziale [1, 2], co powoduje, iz Ny |
jest niezerowa na [0, 2].
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» W ogdInosci dla znalezienia obszaru niezerowosci bazy N;,, mozemy sig cofna¢ po odpowiednim tréjkacie

diagramu baz do pierwszej kolumny. (zrédta obrazéw:
[https://pages.mtu.edu/ shene/ COURSES /cs3621/NOTES /spline/B-spline])

> Wynika z niego, ze N; ,(u) jest niezerowa na przedziale [u;, uj . 1). Réwnowaznie N; ,(u) niezerowa na
p + 1 powtokach [u;, uj 1), [uji1, uipo)s s [Uinps Uippy1)
» 7 definicji rekurencyjnej funkcji bazowych i powyzszych rozwazarn wynika natychmiast, ze funkcja bazowa

wyzszego stopnia jest kombinacja liniowa funkcji bazowych nizszego stopnia, a wspétczynniki tej kombinacji
s3 liczbami dodatnimi, mniejszymi od 1.

» Mozna postawi¢ odwrotne pytanie: ktére funkcje bazowe uzywaja w swojej dziedzinie danej powtoki?
Ponownie z pomoca przychodzi diagram funkcji bazowych, tym razem tworzac tréjkaty z wierzchotkiem w
danej powtoce i krawedziami w kierunkach NE oraz SE.

[u0,ul) N0

[ul, u2)

[u2,u3)
oS

[u3,ud) <

[u4,u5) -

5, u6)
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WHtasnosci funkcji bazowych

>
>
>
>

N; p(u) jest wielomianem zmiennej u, stopnia p.
Nieujemno$¢ - dla wszystkich i, p oraz u, baza N; ,(u) jest nieujemna
Lokalny noénik - IV; ,(u) jest niezerowym wielomianem na [u;, U 1)

Na przedziale [u;, ujy1), co najwyzej p + 1 baz stopnia p jest niezerowych:
Nifp,p(u)v Ni7p+l4p(u)v Ni7p+24p(u)v---r Ni,p(u)

Podziat jedynki - suma wszystkich niezerowych funkcji bazowych na przedziale
[uj, vjy1) réwna sie 1: poprzednia wtasnoé¢ stanowi, ze N;_, ,(u), Ni_ 1 (1),
Ni—pio.p(u), ..., Ni p(u) sa niezerowe na [uj, uj.1). Daje to wniosek, ze suma
tych wszystkich p + 1 funkcji bazowych wynosi 1.

Jezeli liczba weztéw wynosi m + 1, stopien funkcji bazowej wynosi p oraz liczba
funkcji bazowych p-tego stopnia wynosi n+ 1, to m = n+ p + 1 : niech N, ,(u)
bedzie ostatniag funkcja bazowa stopnia p. Jest ona niezerowa na przedziale

[tn, Upips1). Poniewaz jest to ostatnia funkcja bazowa upyp 1 musi byé ostatnim
weztem uy,. Zatem mamy uUpy 11 = Um. Zatem ustalajgc m oraz p, dostajemy
n=m-—p-—1.

Baza NV, ,(u) jest krzywa ztozona z wielomianéw stopnia p, potaczonych w
weztach wewnetrznych przedziatu [uj, uji 1)

W wetzle krotnosci k, baza NV ,(u) ma ciagtos¢ rzedu CP—K. Zatem wzrost
krotnosci powoduje zmniejszenie rzedu ciagtosci, a wzrost stopnia powoduje
zwiekszenie poziomu ciaggtosci.
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weztdéw wielokrotnych na funkcje bazowe

P> Wezet krotnosci k zmniejsza dziedzine niezerowosci co najwyzej k — 1 funkgji
bazowych

> Na pierwszym rysunku (kolejny slajd) pokazano funkcje bazowe stopnia 5, ktére
w weztach skrajnych g oraz u7; maja krotnos$é 6, natomiast w pozostatych
weztach krotnosc 1.

» Na drugim rysunku potaczono wezty us oraz ug zwiekszajac krotnosé wezta us do
2. Jak wida¢é spowodowato to zmniejszenie dziedziny niezerowosci granatowej
funkcji bazowej, ktéra poprzednio wynosita [us, u7, teraz wynosi [ug, u7].

> Jednoczesnie zielona funkcja bazowa 'wyostrzyta' sie nieco w okolicy ug.

Kolejne rysunki pokazuja faczenie z ug kolejno weztéw wua, u3, uy pogtebiajac
opisana tendencje - wezet ug ma na ostatnim rysunku krotnos¢ 5.

» Kolejne funkcje maja dziedzine niezerowosci ograniczona do [ug, u7], a kolejna
funkcja poprzedzajaca ta, ktéra utracita cze$¢ nosnika jest coraz 'ostrzejsza’ w
okolicy wg.

» Na ostatnim rysunku ostatnia funkcja, ktéra nie zmniejszyta swojego nosnika ma
w wezle ug ciggtoéé CO, tzn. przestaje by¢ nawet gtadka
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Whptyw weztéw wielokrotnych na funkcje bazowe

/ T .f ‘\"

Rys. 11. (zrédto: [https://pages.mtu.edu/ shene/COURSES/cs3621/NOTES /spline/B-spline])
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