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Operacje na powierzchniach

» Operacje na powierzchniach parametrycznych i niejawnych mozna podzieli¢ na
trzy typowe grupy

m Obliczanie atrybutéw powierzchni - punktéw, wektoréw normalnych, krzywizn itp.
Wiaze sie to z ustaleniem jakie$ strategii probkowania powierzchni

m Zapytania o wtasnosci - typowe s3 tutaj pytania o przynaleznos$¢ punktu do
powierzchrzni lub bryty ograniczonej powierzchnia oraz o odlegto$¢ punktu od
powierzchni

m Modyfikacje - moga byé one opisane w jezyku geometrii (rozwazmy wéwczas rézne
deformacje powierzchni) lub w jezyku topologii (faczenie réznych powierzchni, usuwanie
fragmentéw powierzchni itp.)

» Powierzchnie parametryczne

x = x(u,v)
p(u,v) = y i y((u,vg u,v € [0,1] (1)
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Zastosowanie parametryzacji powierzchni
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[2rédto: Hormann, Kai & Levy, Bruno & Sheffer, Alla. (2008). Mesh Parameterization: Theory and Practice. ACM SIGGRAPH 2007 Papers - International Conference on

Computer Graphics and Interactive Techniques.]
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Zastosowanie parametryzacji powierzchni

290000 facets

Figure 1.3: Application of parameterization: appearance-preserving simplification. All
the details are encoded in a normal map, applied onto a dramatically simplified version
of the model (1.5% of the original size).

[2rédto: Hormann, Kai & Levy, Bruno & Sheffer, Alla. (2008). Mesh Parameterization: Theory and Practice. ACM SIGGRAPH 2007 Papers - International Conference on

Computer Graphics and Interactive Techniques.]
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WHtasnosci metryczne: pochodna na powierzchni

» Pochodne powierzchni - funkcja parametryczna p(u, v) jest odwzorowaniem okreslonym na
podzbiorze [0, 1]* C R? z wartoéciami w przestrzeni R*, tzn. p : R — R*. Zatem jej
pochodna jest reprezentowana przez jakobian wymiaru 3 x 2.

(w0, v0) G (uo, vo)
C

e

P (w0, vo) = a5 (10, v0) (%(UO«,VO) (2)
Z2(w,w)  5%(uwo, vo)

» Dla prostoty stosujemy czesto uzywany symbol indeksu wskazujacego zmienna kierunkowa

dla pochodnej czastkowej - przyktadowo x, (ug, vo) = %(uo, vp). Dodatkowo, jezeli punkt, w
ktérym liczymy pochodne jest ogdlny (tzn. (u, v)), mozemy pomina¢ jego specyfikacje.
Wtedy
, xy(u,v)  x(u,v) Xu Xy
p(u,v)=| yu(u,v) wluv) | =] yu w (3)
zy(u,v)  z(u,v) Zy 2y

» Podobnie dla funkgji sktadowych: x'(u, v) = [x,, x.], y'(u, v) = [vu, W], 2/ (1, v) = [z, 2,].
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Odwzorowanie odwrotne i jego pochodna

» Przypomnienie twierdzenia o odwracalnosci funkcji jednej zmiennej
Niech f : R O (a,b) — R, f € C'((a, b)) oraz xo € R. Jezeli f'(xy) # 0, to wtedy
f'(x) # 0 na pewnym przedziale otwartym (xo — £, xo + £) i wtedy f jest bijekcja odcinka
(a, b) na odcinek Sf(a), (b)) (dla ' (x0) > 0; w przypadku gdy f'(xo) < 0, to f bijekcja na
odcinek (f(b), f(a))).
Innymi stowy, w kazdym punkcie x € (xg — &, xp + ) istnieje funkcja odwrotna .

P Zatem jezeli dla jakie$ funkgji f zachodzi: f'(x) # 0 dla kazdego x € [a, b| to funkcja ta jest
odwracalna globalnie tzn. na catym (domknietym!) [a, b].

» Przypomnienie twierdzenia o pochodnej funkcji odwrotnej jednej zmiennej
Niech f : [a, b] — R bedzie odwracalna na [a, b]. Jezeli f'(xo) # O oraz g == f '
Yo = f(x0), to g'(v0) = (f'(x0)) ™"

» Przykiad 'patologiczny’ odwzorowania wielowymiarowego Niech f : R? — R?,
f(x,y) = (e cos(y), e sin(y)). Wtedy dla kazdego x € R?

1oy | € cos(y) —e*sin(y) ’ 2
fi(x) = &sin(y)  —e*cos(y) = det(f'(x)) =e" #0

Ale f(x,y + 27) = f(x,y), z czego wynika, ze nie da sie takiego odwzorowania globalnie
odwréci¢ (jest szansa ze da sie je odwrdci¢ niezaleznie w jaki$ otoczeniach punktéw (x, y)
oraz (x,y + 2m)).

» Ten przyktad sugeruje, ze w przypadku wielu zmiennych bedzimy mieli gwarantowana tylko
lokalna odracalnosc - ona czesto zupetnie wystarczy do osiagnigcia jakis pozadanych
rezultatéw.
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Odwzorowanie odwrotne i jego pochodna

» Twierdzenia o funkcji odwrotnej
Niech Q C R” bedzie zbiorem otwartym, f : O — R", f € Cl(Q. R") oraz xg € . Jezeli
'(x0) jest odwzorowaniem odwracalnym (tzn. jego macierz jest odwracalna, tzn.
det(f’(xo)) # 0), to f jest odwracalne lokalnie, tzn. dla pewnego ¢ > 0 istnieje kula otwarta
B(xo, 0) oraz zbiér otwarty V' € R" takie, ze f : B(xo, d) — V jest bijekcja oraz
g :=f 1.V — B(xp,0) jest klasy C* na V.

» Twierdzenia o pochodnej funkcji odwrotnej
Niech Q C R" bedzie zbiorem otwartym, f : Q — R", f € C*(Q, R") oraz xg

e R. Jezeli
jest odwracalna w punkcie xp, g := ' oraz y = f(x), to g’(y) = (f'(x0)) !
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WHtasnosci metryczne: normalna na powierzchni

P Zaktadajac, ze p(u, v) jest regularnym pfatem powierzchniowym, tzn. ze w szczegélnosci
pu(u, v) X p,(u,v) # 0 dla kazdego (u, v) € [0,1] x [0, 1], mozemy jednoznacznie
zdefiniowaé pojecie wektora normalnego do powierzchni p(u, v) w punkcie (u, v):

Pu(u; v) X pu(u; v)

() = ) X pula, V)]

[2rédto: http:/ /www.pmp-book.org/download/slides/Differential .Geometry.pdf]

» Normalna do powierzchni ptata powierzchniowego jest niezalezna od parametryzacji

Niech P = {r ¢ B®: r = p(u,v)}, S? = {(x,y,z) € R*: x* +y? + 2% = 1}. Definiujemy
odwzorowanie n : P — S? tak, ze

gdzie r € P, a p(u, v) jest dowolna parametryzacja powierzchni P.
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Uzupetnienie: normalna do krzywe;j

» Rozpatrzmy parametryzacje potozenia wzgledem toru
r=r(/)

» Z punktem M nalezacym do krzywej L wigzemy prostokatny uktad
wspotrzednych skfadajacy sie z osi e, e,, €,, oznaczajacych
odpowiednio styczng, normalng oraz binormalna do krzywej (tzw.
uktad normalny)

10/40
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Uzupetnienie: normalna do krzywe;j

v
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Uzupetnienie: normalna do krzywe;j

n
o N
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Uzupetnienie: normalna do krzywe;j

-
0 AN
r(I+Al)

r(l)

» Rozniczkujac wzgledem czasu oczywisty zaleznos¢ es - e; = 1
otrzymujemy
deg de, dl d?r df dr

O=& g = o dra Tt e
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Uzupetnienie: normalna do krzywe;j

r(l+Al)

r(l)

» Dla matych przyrostéw Ar tréjkat e;Aese, i tréjkat N M M’ s3
podobne. Mozemy zatem napisac:

€s
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T Ar
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Uzupetnienie: normalna do krzywe;j

-
0 X
r(l+Al)

r(D

» Przechodzac do granicy przy Al — 0 otrzymujemy

=|7im

» p jest promieniem krzywizny krzywej L w punkcie M

1 ~ e d?r
= — e )_
p 0=

dl2
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Uzupetnienie: dtugosé tuku krzywej i jej krzywizna

» Dtugos¢ tuku krzywej przy dowolnej parametryzacji

Rozpatrzmy krzywa paramtryczng Q(u) = [x(u, y(u), z(u)], u € [0, 1. Dtugosé
jej tuku wyznaczonego przez parametry vy, vy € [0, 1] okresla catka

up
I(ul, U2) = / HQI(U)“dU

gdzie || - || jest ustalona norma wektora (zwykle euklidesowa)
» Krzywizna krzywej przy parametryzacji przez dtugosc¢ tuku

Krzywizne definiujemy przez norme drugiej pochodnej (czyli jest ona
odwrotnoscia promienia krzywizny)

r(u) = [ Q" ()l

» Z poprzednich slajdéw wynika, ze
Q" (u) = w(u) n(u),
gdzie n(u) oznacza wektor normalny do krzywej w punkcie Q(u).
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Witasnosci metryczne: pochodna kierunkowa na powierzchni

> Niech w = [a, b] € R? oznacza kierunek w przestrzeni parametru (wektor kolumnowy).
Rozwazmy prostg parametryczng w przestrzeni parameteru (u, v), sparametryzowang przez
zmienng t: £ = {(u,v) : (u,v) = (uo, vo) + tw, t € R}.

» Obrazem tej prostej na powierzchni p(u, v) jest krzywa p(¢):

» W szczegdlnosci obraz x(7) jest okreslny przez

x(Z) = {x € R: x =X(t) := x(up + ta, vy + tb), t € R}. (6)

P Analogicznie okre$lamy obrazy y(¢) oraz z(¢). Zatem
p(£) = {(x‘y.z) ER’: x=X(t), y =X(t), z=x(t), t € 1} @)

> Jest to krzywa w R® opisana przez funkcje parametryczna

X = x(up + ta, vo + tb)
Cy(t) := y(t) = y(uo + ta, vo + tb) (8)
z = z(uo + ta, vo + tb)

Indeks w specyfikuje, ze jest ona zdefiniowana przez ustalony wektor w.
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Witasnosci metryczne: pochodna kierunkowa na powierzchni

» Styczna do krzywej C,(t) w ustalonym punkcie t € R jest okre$lona przez pochodna

X' (t) 3—X(uo+ta vo + tb)
Cvlv(t){)’():||:(uo+tav0+tb) (9)
Z'(t) (uo + ta, vo + tb)

N~

> Zdefiniujmy odwzorowanie f,, : B — R? takie, ze fu(t) = [uo + ta, vo + tb]

> Wtedy funkcja x( ug + ta, vo + tb) jako funkcja zmiennej t jest okreslona przez formute
(x 0 fu)(t) = x(fu (1))
» Zatem
Sttt i) = (o) (1) =X (fl6) L)
= [xu(uo + ta, vo + tb), x,(uo + ta, vo + tb)] - [ Z ]

= axy(uo + ta, vo + tb) + bx,(uo + ta, vo + tb)

P Analogicznie

)
X (o + ta, vo + tb)
ot

Oz
ot

ayy(uo + ta, vo + tb) + by, (uo + ta, vo + tb)

(uo + ta,vo + tb) = az,(uo + ta, vy + tb) + bz, (uo + ta, vo + tb)
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Witasnosci metryczne: pochodna kierunkowa na powierzchni

> Zatem

ax,(ug + ta, vo + tb) + bx,(ug + ta, vo + tb)
CV/V(t) = ayy(uo + ta, vo + tb) + by, (uo + ta, vo + tb) (10)

az,(uo + ta, vo + tb) + bz,(up + ta, vo + tb)

xu(uo + ta, vo + tb)  x,(uo + ta, vo + tb) R
= yu(uo + ta, vo + tb)  y,(uo + ta, vo + tb) { b :| (11)

z,(ug + ta, vg + tb)  z,(uo + ta, vo + tb)

= p'(uo + ta, vo + tb) - w (12)

P> W istocie pokazaliémy, szczegélny przypadek ogdlnego faktu z analizy wielowymiarowej, ze
pochodna kierunkowa w kierunku w € R” odwzorowania p : R” — R (tutaj n =2, m = 3)

jest réwna iloczynowi pochodnej p’ i kierunku w.

P Jest tak dlatego, ze w tym przypadku taka pochodna kierunkowa jest definiowana jako

Bl () = i P (13)

» Uwaga: Pochodne ‘L))—j %{ % maja naturalng interpretacje geometryczna: poniewaz
PX(u,v) = x"(u, v) - w, wiec jest to rzut prostopadty wektora x’(u, v) na kierunek w

Ix

(iloczyn skalarny zawiera kosinus kata pomiedzy wektorami). Zatem &7 okreéla te czes¢ sumy

zmian funkeji x(u, v) w otoczeniu puntu (u, v), ktéra jest rejestrowana wzdtuz kierunku w.
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Witasnosci metryczne: pochodna kierunkowa na powierzchni

P Z ogélnych zasad rézniczkowania wynika, ze pochodne czastkowe odwzorowania p(u, v) sa

postaci
xu(u, v)
pulu, v) = |: yu(u, v) :| (14)
zy(u, v)
xv(u, v)
puuyv) = | (i) (15)
z,(u, v)

» Wtedy mozemy zapisaé styczna C.,(t) jako

Cl(t) = apu(u,v) + bp,(u,v) (16)

> Rozpatrzmy obrazy prostych 7, = {(u,v) : (u,v) = (uo, vo) + t[1,0]} oraz
¢ = {(u,v): (u, v) = (u, w) + t[0, 1]} w odwzorowaniu p(u, v) (odpowiednio, proste
vV = vy oraz u = Ly

P Postepujac podobnie jak poprzednio, tzn. definiujac funkgj
Vo (t) = y(uo + t, vo), Zu(t) := z(uot, vo) (i analogicznie
okresli¢ te obrazy jako krzywe na powierzchni p(u, v)

Xu(t) := x(uo + t, vo),
%o (), 7.(D) 22) ) mozemy

%, (t) (1)
= | Tl | =plottw) GO = | Y | =plwwte D)
Z,(t

z“(t)
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Witasnosci metryczne: pochodna kierunkowa na powierzchni

» Styczne do krzywych C,(t) oraz C,(t) sa okreslone przez pochodne maja

) X! (t) xy(uo + t, vo)
Cy=1| 7,(t) | =| vulwo+t,v) | =puuo+t, ), (18)

yu(uo + t, vo)

X, (t) xy(uo, vo + t)
yy(t) | = | vulwo,vo+1t) | = pu(uo,vo+1t), (19)

Yu(to, vo + t)

Qco,1] x [0,1] u

[##6to: Hormann, Kai & Levy, Bruno & Sheffer, Alla. (2008). Mesh Parameterization: Theory and Practice. ACM SIGGRAPH 2007 Papers - International Conference on Computer Graphics and Interactive Techniques ]
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Pierwsza forma podstawowa powierzchni

» Macierzg Jacobiego (ozn. J) dla powierzchni parametrycznej p(u, v) nazywamy
macierz jej pierwszej pochodnej, tzn.

J=p'(u,v)

» Z poprzenich slajdéw wynika, ze macierz J transformuje wektor w nalezacy do
przestrzeni parametréw (u, v), na wektor nalezacy do ptaszczyzny stycznej do
powierzchni w punkcie p(u, v) - réwnanie (12)

» Pierwsza forma podstawowa powierzchni p(u, v) nazywamy macierz

= JT = puTPu P,TP\/}:::{E F]
plp plpy F G

» Forma podstawowa odpowiada za obliczenie wiekszosci uzytecznych
charakterystyk zwigzanych z powierzchnia
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Zastosowanie formy podstawowej powierzchni

» Kat pomiedzy wektorami stycznymi do powierzchni

Jezeli wi, ws s3 dwoma wektorami w przestrzeni parametréw (u, v), to iloczyn
skalarny WlTW2 jest miara kosinusa kata pomiedzy tymi wektorami. Niech
w1 = Jwi, wa = Jws (wektory styczne do powierzchni). Wtedy

WIWQ = (JWl)T(JWQ) = WlT/ wo
W szczegdlnosci kwadrat dtugosci wektora w stycznego do powierzchni wynosi
ldw]®> = wTlw.
» Dtugos¢ krzywej na powierzchni
Niech g(t) = [u(t), v(t)]” bedzie krzywa w przestrzeni parametréw (u, v). Jej

obraz na powierzchni p(u, v) jest okreslony przez C(t):=p(q(t)). Styczna do tej
krzywej obliczamy stosujac reguty rézniczkowania odwzorowania ztozonego

C'(t) = p'(q(t)) - q'(t) = [pu p] " [ut vi] = putic + pyve

Wtedy dtugosé tuku krzywej C(t) jest okreslona przez catke

t2 ta
I(t1, ) == / v/ [ue vell[ue ve]Tdt = / f\/Euf+2Futvt+th2dt
f f
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Zastosowanie formy podstawowej powierzchni

» Pole powierzchni regularnego ptata powierzchniowego

Jezeli p(u, v) jest regularnym ptatem powierzchniowym zdefiniowanym na
obszarze regularnym (2, to pole powierzchni tego ptata jest okreslone przez catke

/. / \/ det(l)dudv =
S

/‘ \/ EG — F2dudv

Q
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Przypomnienie: zagadnienie wtasne

» Dekompozycja macierzy wg wartosci wiasnych
Jezeli A jest macierzg rzeczywista wymiaru n X n, to zachodzi
Theorem
Istnieje dekompozycja macierzy A postaci A = PDP~', gdzie D jest macierza
diagonalna zawierajaca wartosci wiasne macierzy A wtedy i tylko wtedy, gdy wektory
wiasne macierzy A bedace kolumnami macierzy P tworzg baze przestrzeni R".
» Interpretacja geometryczna

m Macierz P! odpowiada za zmiane bazy uktadu z baza okreslong przez wektory wtasne
na uktad z baza standardowg - jest macierza obrotu

m Macierz D odpowiada za niejednorodne skalowanie wg wartosci wtasnych - jest to miara
petnej deformacji obiektu przez macierz A

m Macierz P przywraca oryginalny uktad bazowy
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Przypomnienie: zagadnienie wtasne

D2
P1 )\2p2 )\1p1

\p—1 P

A2€:

€1 ey

[arédto: /hitps:/ , 08.0.Precept.d.pdf]
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Interpretacja geometryczna rozktadu SVD

» Szereg Taylora funkcji wielu zmiennych

Niech r = (u, v) Rozwiniecie przeksztatcenie p w otoczeniu punktu r = p(r) w szereg
Taylora, z obcieciem do pierwszej pochodnej ma postaé

p(u+ Au, v+ Av) = p(u,v) + J(r) - [Au AV]T =: f(u + Au, v + Av),
gdzie J(r) = p/(r).
» Obliczamy rozktad SVD macierzy J(r)
o1

0
J(r) = UV =[U; U Us] { 8 o } Vi Vo] "

gdzie o1, 0y s wartosciami szczegdlnymi macierzy J(r), wektory U;, Us oraz Us sa
kolumnami ortogonalnej macierzy U wymiaru 3 X 3, natomiast wektory V4 i V> sa kolumnami
ortogonalnej macierzy V wymiaru 2 x 2

P Rozpatrujemy dziafanie przeksztatcenia f w otoczeniu punktu 7, demonstrujac je jako
deformacje otoczenia kotowego

[éx6lto: Hormann, Kai & Levy, Bruno & Sheffer, Alla. (2008). Mesh Parameterization: Theory and Practice. ACM SIGGRAPH 2007 Papers - International Conference on Computer Graphics and Interactive Techniques ]
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Interpretacja geometryczna rozktadu SVD

> Najpierw macierz V| obraca wszystkie punkty dookota punktu r tak, ze wektory V; oraz V>
pokrywaja sie z osiami, odpowiednio, v oraz v

» Nastepnie macierz > deformuje obiekt, skalujac go niejednorodnie wzdtuz osi u (skala 1)
oraz v (skala o2)

> Na korficu macierz U odwzorowuje wektory [1, 0] i [0, 1] na wektory, odpowiednio U oraz U>
w ptaszczyznie stycznej w punkcie 7.

» W rezultacie koto o promieniu R i érodku w punkcie r jest przeksztatcane na elipse o osiach
dtugosci Roy i Ro i $rodku w punkcie 7.

P Ponadto ortonormalny ukfad [Vi, V] jest przeksztatcany na ortonormalny uktad [o1 Uy, 02 Us]

/N

[£rodto: Hormann, Kai & Levy, Bruno & Sheffer, All. (2008). Mesh Parameterization: Theory and Practice. ACM SIGGRAPH 2007 Papers - International Conference on Computer Graphics and Interactive Techniques ]
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Zagadnienie wtasne dla pierwszej formy podstawowej

» Dekompozycja SVD jest do$¢ skomplikowana obliczeniowo, wiec czesciej stosuje sie zamiast
niej deompozycje wg wartosci wtasnych macierzy pierwszej formy podstawowej.

» Niech \; oraz )\, oznaczaja odpowiednio pierwsza i druga warto$¢ wtasna macierzy | — JTJ.
Wtedy mozna je obliczyé przez formuty

1 1
/\1:5 <E+G+ 4F2+(E76)2>. /\2:5 <E+Gf\/4F2+(E76)2>

» Jezeli oy oraz o, oznaczaja odpowiednio pierwsza i druga warto$é szczegdlna macierzy J, to

zachodzi zaleznos¢
0'1:'\/)\1, o2 = /\2

» W ogdlnosci zachodza nastepujace zwigzki:
m p jest izometrig (zachowuje odlegtosci) < o1 =o0p=1 = Al=X =1
m p jest konforemne (zachowuje katy) < o1 = o2 S =X
m p jest wiernopowierzchniowe (zachowuje pola powierzchni) < o100 =1 < A =1

» Ponadto izometria jest réwniez konforemna i wiernopowierzchniowa, a odwzorowanie
jednoczesnie konforemne i wiernopowierzchniowe jest izometria.

Modelowanie siatkowe W. Kowalewski 29/40



Lokalna deformacja powierzchni - wartosci wtasne

» Niech &1, € oznaczaja wektory wtasne macierzy pierwszej formy podstawowe;.

P> Wektory te sg przeksztatcane na wektory e; = Jej, ex = Jep

[#r6lto: Hormann, Kai & Levy, Bruno & Sheffer, Alla. (2008). Mesh

ion: Theory and Practice. ACM SIGGRAPH 2007 Papers - International Conf

n Computer Graphics and Interactive Techniques ]

Modelowanie siatkowe W. Kowalewski 30/40



Jakobian i pierwsza forma podstawowa - przykfady przeksztatcen

» Proste przeksztatcenie liniowe
parameterization:  f(u,v) = (u,1 —u,v)
) 1o
Jacobian: J; = (71 0)
S fundame . _ (20
first fundamental form: 1y = (0 1)
eigenvalues: A\ =2, =1
Nie jest ani konforemne, ani wiernopowierzchniowe
» Przeksztatcenie walcowe
parameterization:  f(u,v) = (cosu,sinu,v)
) cosu 0
Jacobian: J; = ( —sinu 0)
0 1
. _ (10
first fundamental form: 1y = (0 1)
eigenvalues: A\ =1, =1

Jest izometrig.
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Jakobian i pierwsza forma podstawowa - przykfady przeksztatcen

» Przeksztatcenie paraboliczne
parameterization:  f(u,v) = (2u,2v,u* + v?)

0

:)

2

_ (A+4® dwv
I =( duv 4+4u2)

own

Jacobian: J; = (2

3

first fundamental form:
cigenvalues: \; =4, Ay =4(1+u? +0?)
Nigdzie nie jest wiernopowierzchniowe, a konformene jest jedynie w punkcie
(u,v) =(0,0)
» Przeksztatcenie sferyczne ortograficzne

parameterization:  f(u,v) = (u,v, %) with d = ‘/ﬁ

10
Jacobian: Jf:( 0 1 )
—ud —vd

. _ (14 wd?
first fundamental form: Iy = ( o 140? dQ)
eigenvalues: N\ =1, Ay =d?

Jest izometrig jedynie w (u, v) = (0,0). Poza tym punktem nie jest ani
konformene, ani wiernopowierzchniowe
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Jakobian i pierwsza forma podstawowa - przykfady przeksztatcen

» Przeksztatcenie sferyczne stereograficzne

parameterization:  f(u,v) = (2ud,2vd, (1 —u® —v?)d) with d=

2d—4u?d® —duvd?
Jacobian: Jp = —dwd® 2d-102a

—4ud®> —4vd?

1
1+u?+0?

first fundamental form: 1p = (432 422)

eigenvalues: M\ = 4d>, Ny = 4d?

Jest konforemne na catej dziedzinie, ale wiernopowierzchniowe (wiec
izometryczne) jedynie na okregu 1> = v =1
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Druga forma podstawowa powierzchni

» Wprowadzamy nastepujace oznaczania

_0%p _ 0%p _ 9%p
Puu = ou?’ o= ov?’ Puv = dudv
> Wtedy
Xuu Xvv Xuv
Puu = Yuu s Pw = Yw s Puv = Yuv
Zuu Zyy Zuv

» Kolejnos¢ rézniczkowania w pochodnych mieszanych nie ma znaczenia
(Twierdzenie Schwarza), zatem p,, = puu.

» Druga forma podstawowa powierzchni p(u, v) nazywamy macierz

(14

: T T
pUVn p\/Vn
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Krzywizna powierzchni

» Krzywizne powierzchni w ustalonym punkcie wyprowadzamy z pojecia krzywizny krzywej.

> Niech q(t) = [u(t), v(t)]” bedzie krzywa w przestrzeni parametréw (u, v). Jej obraz na
powierzchni p(u, v) jest okreslony przez C(t):=p(q(t)). Styczna do tej krzywej jest okreslona
przez

C'(t) = p'(a(t))d’(t) = [pu pv] [u: vi]
»  Krzywizng normalng powierzchni p(u, v w punkcie (v, v) definiujemy jako

[ue ve] { : ! } (e vi]”

[ue ve]ll]ue V[]T B

’
k(g (t)) = =
(@(®) [ue vellue ve]T E F T
lvevll | F g | [ue vl
[uce + vef uef + vigl[ue vt]T B euf + 2fup vy + gvr2

- wE + viF utF + veGl[ur v]T ~ Eu? + 2Fusve + Gv2
t t

[#r6lto: Hormann, Kai & Levy, Bruno & Sheffer, Alla. (2008). Mesh Parameterization: Theory and Practice. ACM SIGGRAPH 2007 Papers - Internitiénal Confereficalon Compiter Graphics and Interactive Techniques ]
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Krzywizna powierzchni

» Krzywizna x(q’(t)) posiada dwa ekstrema:
m minimum (ozn. k,) osiagane dla wektora g(t,) dla pewnego parametru t>
m minimum (ozn. 1) osiagane dla wektora g(t;) dla pewnego parametru t;
> Wektory q(t1) oraz q(t2) nazywamy kierunkami gféwnymi powierzchni natomiast

wartosci k1 oraz ko nazywamy krzywiznami gtownymi powierzchni

» Twierdzenie Eulera Niech W oznacza kat pomiedzy kierunkami gtéwnymi.
Wdwczas
k(q'(t)) = r1cos? (V) + kasin®(W)

> Woynika z tego, ze krzywizna powierzchni jest catkowicie okreslona przez
krzywizny gtéwne

» Definiujemy jeszcze dwa inne wskazniki krzywizny

; < : 1tk G—2fF+gE
m Krzywizna srednia: H = 172 — %
2 2(EG—F2)
m Krzywizna Gaussa: K = kiko = ~& 2
4 ’ V12 = e R2
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Krzywizna powierzchni

» Dla przyktadéw z poprzednich slajdéw krzywizny sa nastepujace
m proste przeksztafcenie liniowe: K =0, H =10
m przeksztatcenie walcowe: K = 0, H = 1/2

m przeksztatcenie paraboliczne: K =

41422 Hip) = o7

4(17)3/2

m przeksztatcenie sferyczne: K =1, H = —1

> Na rysunku z lewej zobrazowano krzywizne Gaussa, a na prawym krzywizne
$rednia

[gx6elto: Horman, Kai & Levy, Bruno & Shefer, All. (2008). Mesh Parameterization: Theory and Practice. ACM SIGGRAPH 2007 Papers - International Conference on Computer Graphics and Interactive Techniques ]
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Klasyfikacja punktéw krzywizny

Krzywizna Gaussa dzieli punkty powierzchni na trzy klasy:

elliptic geometry Euclidean geometry

K,=+0.5 K,=0 K,=-1.0

K,=+2.0 K,=+1.0

K=K xK,=+1 K=K, xK,=0 K=K xK,=-1

[ér6lto: Adachi, Yoshitaka. (2014). A Change and Prospect of Quantitative Evaluation of Microstructure Morphology. Tetsu-to-Hagane.]
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