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Funkcje sklejane trzeciego stopnia

> W przedziale [a, b] dane sa wezty xg = a, x1, x2,...,x, = b takie ze f(xg) = yo,
f(x1) = y1, f(x2) = y2ueey f(xn) = yn

» Nalezy znalez¢ funkcje interpolujaca S ktéra w weztach przyjmuje takie same
wartosci jak f.

1. S jest klasy C? w |[a, b]

2. S jest wielomianem trzeciego stopnia w kazdym podprzedziale [x;, xj;1],
i=0,1,...,n—1

3. S interpoluje f, tj. S(x;) =y;, i =0,1,...,n—1

4. Dla x < aix > b S jest reprezentowana przez styczng do S w punktach

odpowiednio x = a i x = b (czyli druga pochodna poza przedziatem interpolacji
znika); s3 to tzw. naturalne funkcje sklejane

y f()

Rys. 1. Zagadnienie interpolacyjne
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Funkcje sklejane trzeciego stopnia

> Ogélna postac funkcji sklejanych stopnia trzeciego
S(x)=S,(x)=a,+b(x—x,)+c,(x—x,) +d.(x—x,)’
xelx,x, ], 1=0l..n-1

> Warunki wynikajace z 1.-3.
S.(x)=y., i=0]1,...n
S.(x)=S8_(x), i=0]l,...n
S(x)=S8 ,(x), i=0,1,..,n
S (x)=S_,(x), i=0],.,n
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Funkcje sklejane trzeciego stopnia

> Algorytm znajdowania funkcji sklejanych stopnia trzeciego

a=y, i=0L..n

c,=c,=0
hf—lcf—] + 2Cf(hi—l +hi) + hfcf+1 =
%(a’m —ai)—%(az —a_), i=12,..,n-1
h =x_-x,
b, :hl( =) ——(c,, +2¢,) i=01,.,n-1
d="( —¢) i=0l..,n-1
i 3h 1+1 I
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Funkcje sklejane trzeciego stopnia

» Algorytm znajdowania funkcji sklejanych stopnia trzeciego

Ac=g

2(h, +h,) h,
h, 2(h, +h,) h,

A= h, 2(h, +h;) h,
h, 2(h, ;+h_,) h, ,
h, , 2(h, ,+h, )
3 3
l_(az a;)-—(a, -a,)
c N, h,
3 3
c— 2 . g= 1?(3 az)_ ](aq al)
c, 3 3
: E(an_ ﬂi])_ln—z( nfl_an)
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Funkcje sklejane trzeciego stopnia

Interpolation Cubic Exact function
polynomial spline plot
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Figure 10.5: Comparison: Interpolating polynomial — cubic spline — exact plot of

F(x) = 1/(1 + x2) for = € [—5, 5] and increasing number of nodes
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Krzywe sklejane Catmulla-Roma

» Krzywe sklejane Catmulla-Roma to rodzina krzywych sklejanych 3-go stopnia,
interpolujacych ciag punktéw (p;)7 w taki sposdb, ze styczna w kazdym punkcie
jest obliczana na podstawie poprzedniego i nastepnego punktu: 7(pj11 — pi—1).

> Zatem w punktach interpolacji krzywe te maja ciagto$¢ geometryczng C! -
parametr 7 okresla site nachylenia krzywej w punkcie interpolacji.

» W punktach skrajnych styczna nie jest jednoznacznie zdefiniowana - czesto
przyjmuje sie jej postac jako, odpowiednio: 7(p1 — po), 7(pn — pPn—1).

pl"

Up, -
P, Py)
Rys. 1. Krzywa Catmulla-Roma 3-go stopnia zdefiniowana przez 5 punktéw.
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Krzywe sklejane Catmulla-Roma

» Rozpatrzmy pojedynczy segment krzywej Catmulla-Roma, zdefiniowany przez
punkty p;—2, pi—1, Pi, Pit1,

» Ogdlny wzér takiej krzywej to oczywiscie

Rys. 2. Segment krzywej Catmulla-Roma 3-go stopnia.

> Zatem p(0) = pj—1, p(1) = pi, p'(0) = 7(pi — pi—2), P'(1) = T(Pi+1 — Pi-1)
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Krzywe sklejane Catmulla-Roma

> Stad
< = pPi—1
ct+ca+ct+c=pi
a = 1(pi — pi-2)
a1 +2¢ + 3 = 7(pit1 — pi—1)

> Proste przeksztatcenia implikuja

€ = Pi—-1
a = 71(pi — pi-2)
¢ =3(pi — pi—1) — T(pit1 — pPi—1) — 27(pi — pi—2)
c3 = =2(pj — pi—1) + 7(pi+1 — pi—1) + 7(p; — pi—2)

> Wyrazajac te wspdtczynniki jako liniowe kombinacje punktéw kontrolnych
otrzymujemy

¢ =0pj—2 + pi—1+ O0p; + 0pj41
€ = —7pj—2+ O0pi—1 + 7pi + Opi 1
@ =27p; 2+ (1 =3)pi—1+ (3—27)p; — Tpis1
3 =—7pi2+(2—"T)pi—1+ (7 —2)pi + TPit1
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Krzywe sklejane Catmulla-Roma

» Przyjmujac klasyczna definicje krzywej parametrycznej jako krzywej opisanej
przez swoje funkcje bazowe otrzymujemy w tym przypadku

0 1 0 0 Pi—2

— T M — 2 31 | —T 0 T 0 | pica
p(u)y=u'Mp:=[1u v v’ 5 ;-3 3_927 o .
-7 2—-7 T-=2 T Pit1

> Funkcje bazowe maja zatem postaé: Mu = [by by bz bs]”

Rys. 2. Funkcje bazowe krzywej Catmulla-Roma 3-go stopnia dla 7 = 0.5.
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Krzywe B-spline jako krzywe interpolacyjne

» GlobalBSplineCurvelnterpolation

» H. Lin et al., "Use lterative Non-Uniform B-Spline Curve (Surface) to Fitting
Given Point Set [J].” China Science, 33(10), 2003 pp. 912-923 (in Chinese).

> Skrypt CDF dmonstrujacy algorytm z powyzszej pracy
AlgorithmForCubicNonuniformBSplineCurvelnterpolation
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https://demonstrations.wolfram.com/GlobalBSplineCurveInterpolation/
https://demonstrations.wolfram.com/AlgorithmForCubicNonuniformBSplineCurveInterpolation/

Parametryczne krzywe trzeciego stopnia
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Parametryczne krzywe trzeciego stopnia
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Parametryczne krzywe trzeciego stopnia
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