Rozdziat 1

Krzywe i powierzchnie B-spline

1.1 Krzywe NURBS

1.1.1 Problem dokladnej reprezentacji krzywych stozkowych

Uwaga: Osoby nie pamietajace klasyfikacji krzywych stozkowych moga znalezé ten material pod adresem :
http://en.wikipedia.org/wiki/Conic_section

W celu zarysowania zagadnienia rozwazmy problem parametryzacji okregu o promieniu r > 0 na ptaszczyznie
srodku w punkcie (0,0). Oczywiscie istnieje dobrze znana parameryzacja katowa: x(a) = rcos(a), y(a) =
rsin(a), a € [0,27). Niemniej chcac reprezentowaé okrag za pomoca krzywch wielomianowych potrzebujemy
parametryzacji wielomianowej. Okrag jest krzywa 2-go stopnia, wiec sprébujmy rozwazy¢ jego parametryzacje
wielomianami drugiego stopnia, czyli
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Odejmujac je teraz stronami pozbywamy sie sktadnika kwadratowego i dostajemy
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Wprowadzajac tak obliczone u do pierwszego réwnania otrzymujemy postaé na sktadows z:
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Podstawiajac
A= gp
B = d%
C =
otrzymujemy

Az? —2Bzy+Cy’ + Dz + Ey+F =0
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Wyréznik tego réwnania B2 — AC = 0, zatem stworzona parametryzacja opisuje parabole, a nie okrag. Widaé
zatem, ze z cztrech krzywych stozkowych jedynie parabola jest reprezentowana bezposrednio przez kzywe BS
(w istocie przez krzywe Beziera).

Rozwazmy teraz ten sam okrag o promieniu 1, wiazac parametr u z osig x i przeprowadzmy prosta prze-
chodzaca przez punkt (0,—1) oraz punkt (u,0) dla ustalonego u. Latwo sprawdzié¢, ze jej réwnanie ma postaé

T =uy + u.
RN
\/M}

Ka.-1

Rysunek i intuicja pokazuja, ze dla kazdego skonczonego u > 0 prosta ta przetnie okrag w drugim punkcie
z(u), y(u). Wyliczajac te wspélrzedne otrzymujemy

) 2u

T 1+ u?
) 1—u?
¥y =13 + u?

Otrzymalismy wiec parametryzacje w postaci ilorazu wielomianéw. Ogdlnie mozna pokazaé, ze wszystkie
krzywe stozkowe maja tego typu parametryzacje. Nazywamy je parametryzacjami wymiernymi. Widaé za-
tem, ze krzywe B-spline sa nieadekwatne dla dokladnej reprezentacji krzywych stozkowych i ze potrzebujemy
tutaj krzywych wymiernych. Uwzgledniajac wszystkie zalety, ktore posiadaja krzywe B-spline zbudujemy
wymierne krzywe B-spline.

1.1.2 Wpymierne krzywe B-spline

Przypmnijmy, ze krzywa B-spline p-tego stopnia definiuje formuta

C(u) = i N; p(u)P;

=0}

w ktérej bazujemy na zbiorze n+1 punktéw kontrolnych P;, ¢ = 0, ..., n oraz wektorze weztéw U = {ug, u1, ..., um}.
Rozwazmy teraz punkty kontrolne w reprezentacji jednorodnej, dobrze znanej z kursu OpenGL:

Kazdy z wektoréw P; przemnézmy teraz przez wage w;.

|- WwixT; -‘
Wil
W, 2
wy J

wo__
PY =

Zwykle rozwazamy wagi $cidle dodatnie - wagi réwne 0 oznaczaja brak wplywu danego punktu na ksztalt
krzywej, natomiast wagi ujemne usuwaja niektére pozadane cechy krzywej. Wéwczas

[ wiz; | "o Nip (u) (wiz)

WY ¥ Nyp(u)(wiy)
Wiz TP o Niplw) (wiz)
I_ w, J S0 o N p(u)w;

n n
C¥() = 3 Nipu)PY = 3 Niy(w)

Usuwajac zbedny indeks w z symbolu mozemy to réwnowaznie zapisaé¢ jako
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Ostatecznie wymierng krzywa B-spline (ang. rational B-spline, ozn. RBS!) definiujemy jako

1 T
—— Y N, (u)w; P;
2o —'?Vé,p(ujmé i=0 o ) e

C(u) =
1.1.3 Podstawowe wlasnosci
1. Jezeli wszystkie wagi sa réwne 1, to krzywa RBS staje sie zwyktg krzywa B-spline.

2. Zmana z kursu OpenGL interpretacja geometryczna wspotrzednych jednorodnych implikuje, ze krzywe
RBS mozna interpretowaé jako rzuty 4-wymiarowych krzywych BS na przestrzen 3D (analogicznie jako
rzuty 3-wymiarowych krzywych BS na plaszczyzne 2D).

3. Z defincji krzywych RBS wynika, ze funkcjami bazowymi sa dla nich funkcje

N p(u)w;

R; = Sm N o
ip (1) S0y Njp(u)w,

tzn.

mn
Clu) = > Riplu)P;
i=0

4. Wszystkie istotne wlasnosci baz BS przenosza sie¢ na bazy RBS
5. Wszystkie istotne wlasnoéci krzywych BS przenosza si¢ na krzywe RBS
6. Wyjatek: Silna wlasnoé¢ powloki wypuklej jest prawdziwa gdy wszystkie wagi sa nieujemne

7. Dodatkowo: Krzywe RBS sa niezmiennicze wzgledem rzutowania perspektywicznego

1.1.4 Wstawianie wezlow

Z racji, ze RBS mozna rozpatrywaé jako rzuty zwyklych krzywych BS, algorytmy dla krzywych RBS mozna
bezposrednio przenie$¢ z krzywych BS. W szczegdlnosci dotyczy to algorytmu wstawiania wezta, a wiec réwniez
algorytmu obliczania wartos$ci punktu nalezacego do krzywej. Ogdlny schemat postepowania jest nastepujacy:

1. Wyraz 3D-krzywa RBS jako 4D-krzywa BS
2. Zastosuj algorytm do 4D-krzywej BS

3. Zrzutuj otrzymane punkty kontrolne na przestrzen 3D, otrzymujac nowa krzywa RBS, tzn. nowe punkty
kontrolne i nowe wagi.

Ustalmy n + 1 punktéw kontrolnych Py, Pi,..., P, wraz z wagami wg, w1, ..., w,, wektor weztéw U oraz
stopien krzywej p. Niech P; = (z;,vs,2i). Wtedy PY = (w;x;, wiys;, wizi, w;),0 < i < n, a U definiuje wektor
weztéw dla 4D-krzywej stopnia p. Wlozenie wezta do tej 4D-krzywej daje nowy zbiér punktéw kontrolnych

Jako przyklad rozwazmy krzywa w plaszczyznie XY, tzn. 2D-krzywa RBS. Niech p = 3, n = 4,
{w;} ={1, 0.5, 4, 5, 1} {P;} = {(-70,-76), (—70,75), (74,75), (74,—77), (—40,—76)} oraz
U={0,0, 0,0, 0.5, 1, 1, 1, 1}. Rysunek ponizej pokazuje krzywa i jej funkcje bazowe

! Analogicznie krzywa B-spline oznaczamy przez BS. Rozrézniajac przypadki kiedy wektor weztéw jest jednostajny (wezty réwno
rozlozone, ang. uniform) i niejednostajny(ang. non-uniform) mozemy stosowaé dla krzywej B-spline oznaczenia UBS i analogicznie
NUBS. Zatem w przypadku krzywej RBS mamy odpowiednio: URBS oraz NURBS. Biorac pod uwage szczegdlny przypadek krzywej
BS, czyli krzywa Beziera, ktérg oznaczamy przez B, mozemy réwniez rozwazaé oznaczenie RB, ale NIE MAJA SENSU oznaczenia
URB oraz NURB.
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Wstawiamy wezel « = 0.4. Zgodnie z algorytmem wstawiania dla krzywych BS i faktem, iz u € [uz,uy)
dostajemy, ze do zbioru rozpatrywanego przy wymianie naleza punkty Ps, P», P, Py. Zatem tylko je prze-
ksztalcamy do postaci 3D, otrzymujac {P*} = {(=70,-76), (—35,37.5), (296,300), (370,—385)} z wagami

{w;} = {1, 0.5, 4, 5}.

[

Teraz postepujemy standardowo, tzn. wyliczamy wspotczynniki a;:

asy =

Qg =

a; =

i obliczamy nowe punkty kontrolne 3D:

u
Q;

i — Usg 0.4—0

= =04
Ug — Uz 1-0
t— U :0'4_0:0.4
Uy — Un 1-0
t— :0'4_020.8

Ug — Uy D:] — 0

(1 — a3)P¥ + azPY = (325.6, 26, 4.4)

¥ o= (1—a)PY + asPy = (97.4,142.5,1.9)
¥ o= (1-a)P§+aPy=(-42,148,06)

Rzutujac je na 2D, tzn. dzielac przez 3-cig wspoélrzedna dostajemy wiasciwe wartosci tych punktow w 2D, wraz

z przypisanymi im nowymi wagami:

newP;
newP,
newP,

(74,5.9)  with weight 4.4
(51.3,75) with weight 1.9
(—70,24.6) with weight 0.6

Rysunek ponizej pokazuje nowa krzywa i jej funkcje bazowe

Disslzs]
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1.1.5 Krzywe stozkowe - rozwigzanie problemu

Pozostaje do rozwiazania zagadnienie parametryzacji wielomianowej okregu, elipsy i hiperboli. Oczywiscie chodzi
nam o wielomiany co nawyzej 2-go stopnia. Rozwazmy trzy niewspoéiliniowe punkty Py = (U, Vi), P =
(U1, V1), Py = (Us,Va). Zalozmy, ze szukana krzywa wymierna przechodzi przez punkty PO, P, oraz jest
styczna do odcinkéw Py Py, Py P, w punktach Py i P». Ogdlna jej reprezentacja stopnia 2 ma postac:
plw,y) = ax® + 2bzy +cy® + 2dw +2ey + f =0

Przeskalowujac to réwnanie przez f (jezeli jest niezerowe) mozemy je réwnowaznie zapisaé jako

ax® + 2bwy + ey® + 2dw + 2ey + 1 =0
Mamy zatem 5 niewiadomych. Wstawiajac do tego réwnania punkt Py otrzymujemy

aUg + 2bUgVo + Vi + 2dUy + 2eVp + 1 =0
Gradient funkcji p(x,y) ma postaé

Vipey) = {20z + 2by + 2d, 2bx + 2cy + 2e}
Gradient w punkcie Py ma nachylenie (bUy + ¢V + e)/(aUy + bV + d), zatem styczna w tym punkcie, jako

prostopadta do gradientu ma nachylenie —(alUy + bV + d)/(bUy + ¢Vy + €). Z drugiej strony styczna w Py jest
odcinkiem Py, P;, zatem ma nachylenie (V; — Vp)/(Uy — Up). Stad mamy

V.- Vo alpt bVetd
U — Uy Uy +cVo+ e

Postepujac podobnie z punktem P, dostajemy
al3 + 26UsVa + ¢V + 2dUs + 2eVa + 1= 0

oraz

Vz_VJ_ _(LUQ'|'b‘ré'|'d
U)—Ul bUz'I'CVz'I'e

Ze wzgledu na 5 szukanych zmiennych potrzebujemy jeszcze jednego réwnania. Rozpatrzmy odcinek laczacy
punkt P; ze $rodkiem odcinka PyPs. Szukana krzywa na pewno go przetnie, przy czym zaleznie od jej ksztaltu
bedzie on lezal w réznych miejscach.

Opisujac teraz szukana krzywa w jezyku krzywej RBS 2-go stopnia i biorac trzy bazy Bernsteina 2-go stopnia:

P - 42
Byolu) = (1—wu)
Byilu) = 2(1 —uu

Y 2
Byolu) = u

otrzymujemy
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1
(1—au)?+ 2(1 — w)uw + u?

Clu) - ([1 —u)’Po + 2(1 — wuwPy + TLQPQ)

Punkt przeciecia X jest oczywiscie punktem C'(0.5), gdyz jego rzutem o $rodku P; na odcinek PyP» jest punkt
srodkowy M.

w

C(0.5) =
14w
P w
C(0.5) =
14w
P w
C(0.5) = 1
14w
S w
C{0.5) =
1+w
Bez zmiany ogélnosci mozemy ta krzywa umiescié tak, ze M = (0,0,0) oraz P2 = —P0 i oba te punkty leza na

osi X. Wtedy dhuod¢ wektora X jest réwna 1 razy dlugos¢ wektora Pr. Zatem |[MX|/|MPi| = 3. Jezeli
w =1 (zwykla krzywa Beziera 2-go stopnia, czyli parabola - zob. sekcja 1.1.1), to |[M X |/|M P;| = 1/2. Mamy
do rozwazenia dwa przypadki: 7 <1 /2 oraz s > 1 /2. Postuzymy si¢ znanym faktem zwiazanym z krzywmi
stozkowymi. Wyprowadzajac z jednego punktu A dwie styczne do tuku krzywej stozkowej oraz linie posrednia
miedzy nimi, dostajemy, ze linia ta przecina cieciwe rozpieta pomiedzy punktami stycznosci X, Y oraz dana
krzywa - w sumie mamy trzy punkty przeciecia: C, B, D.

A
X
D
Y
D
Zachodzi woéwcezas zalezno$c:
IDC| |DA]

|CB| |AB]
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Ponadto

B JoBl 1]

|CA| |CB| +|BA| 14 BA |, Da
|CB) DC|

Z rysunkéw powyzej widaé, ze jezeli |DA| > |DC|, to mamy elipse¢, antomiast gdy |[DA| > |DC|, otrzymujemy
hiperbole. Stad dla elipsy |CB|/|C A| < 1/2, natomiast dla hiperboli |CB|/|CA| > 1/2. Z rysunku pokazujacego
polozenie punktu X, wida¢ teraz od razu,ze w < 1/2 oznacza elipse, natomiast w > 1/2 definiuje hiperbole.

Pozostal jeszcze do scharakteryzowania okrag. Oczywiscie jest on szczegdlnym przypadkiem elipsy. Z rysunku
ponizej

nietrudno widaé ze

w  |[MX]| sin{a)
l+w |[MPy 1+ sin{a)

Stad
w = sinla)
Zatem ¢wiartka okregu, definiowana przez warunek a = 45°, jest rownowaznie definiowana przez wage w =

V2 /2, natomiast 1/3-cia okregu, definiowana przez warunek o = 30°, jest réwnowaznie definiowana przez wage
1/2.

P,(w=112)
(o= 2"'5&] P?_ I"d ﬂ fi 405 12)
P, P,
'[“'1:1 1/2) b, =P & (w ESIIEJ o= E'LSQ}P‘ P, =P, P, (w= )

1.2 Powierzchnie B-spline

Relacja pomiedzy krzywmi BS (RBS) i powierzchniami BS (RBS) jest analogiczna do relacji pomiedzy krzy-
wymi Beziera i powierzchniami Beziera. Oznacza to, ze podobnie jak w przypadku Beziera powierzchnie BS
definiujemy na prostokacie parametréw (u,v) € [Uminuman] X [Vmin,oma. ], POstugujac sie funkcjami bazowymi
bi;j(u,v) bedacymi iloczynami i-tej oraz j-tej bazy krzywych BS?. Zatem

P(‘“fa‘”} = _)ZE. %Nim(u}Nj,q(”]Pi,j
= j:

2Konstrukcja ta jest szczegdlnym przypadkiem ogélnej sytuacji: jezeli przestrzen X ma baze {ei}}_, oraz przestrzen Y ma baze
{f;5}jL,, to iloczyn tensorowy przestrzeni X ® Y (w szczegélnosci iloczyn kartezjafski X x Y') ma baze {e; ® f; }zzll” AAAAAAA i
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Oczywiscie z kazdym parametrem zwiazany jest niezaleznie wektor weztéw. Wszystkie wlasnosci baz jednowy-
miarowych oraz krzywch BS przenosza sie bezposrednio na wlasnosci powierzchni. Przyktadowo, rozktad jedynki
oznacza, ze

% i Nig(u)N;q(v) =1

=0 j=0

Podobnie jak dla krzywych BS rozwazamy w ogdélnosci otwarte, obciete oraz zamkniete powierzchnie BS.

1.2.1 Algorytm de Boora

Zastosowanie algorytmu de Boora dla krzywych do powierzchni B-spline jest analogiczne do zastosowania al-
gorytmu de Casteljau dla krzywych do powierzchni Beziera. Przypomnijmy zatem te idee. Ogélny wzor dla
powierzchni Beziera ma postaé

p(u,‘v} = Eﬂ Eﬂ Bﬂl,i(u}Bﬂ,_f(y}P‘:j
=0 j=

ktora rownowaznie mozna zapisaé jako:

p[:u, ‘L'} = E: Bm,i(u} (En: Bﬂ-hf (U}P‘:.f)
§=

i=()
Dla kazdego ¢ = 1,...,m definiujemy punkt ¢;(v) wzorem
T
qi(v) = Eﬂ B, i{v)m
j:

Ponizsza postaé¢ pokazuje,ze obliczenie punktu powierzchni p(u, v) sprowadza si¢ do wyliczenia punktu na krzy-
wej, ktérej punktami kontrolnymi sa punkty {q;(v)}7,.

plu, v) = Eﬂ By s ()i (2)

Aplikujac te idee do powierzchni B-spline ottzymujemy kolejno:
1 Tl
plu,v) =3 Niglu) | 3 Niolvimi;
i=0 =0

2]

Gi(v) = 22 Njulv)p;
F=0

p(uv) = imh@(n}m(w}



1.2. POWIERZCHNIE B-SPLINE 9

Jednak w tym przypadku mozemy poczyni¢ pewne optymalizacje. Z wlasnoéci krzywch B-spline wiadomo, ze
jezeli v € [vg,v4t1), to na wartodé¢ ¢;(v) wplywaja albo jedynie punkty p;d,Did—1;---,Pid—q, 8dy v > vg4
albo jedynie punkty p; q—¢, Pi.d—t—1,-- -, Pi,d—q, &y v = vq 1 wezel v4 ma krotnoé¢ ¢. Dla uogélnienia w jeden
przypadek przyjmujemy, ze jezeli v > v4, to ¢ = 0. Rysunek ponizej ilustrje to symbolicznie.

00 P On
%
10 P 1n
4;‘II.
20 & 2n
‘?2
il - in
q:'
mi P mn
PR

Po obliczeniu w ten sposéb wszystkich punktéw g¢;(v) rozpatrujemy krzywa p(u,v) jako krzywa parametru u, z
punktami kontrolnymi ¢;(v). Zatem teraz jezeli u € [vc, vet1), to na wartosé p(u,v) wpltywaja jedynie punkty

Ge—s>Gc—s—15- - -, Qe—p, gdzie s jest krotnoscig wezta u.. Symbolicznie ilustruje to kolejny rysunek
00 0
th c=p
e
®
-
a
» -5
qﬂ-f
ml) mn
d-g d-t

Pseudokod algorytmu de Boora dla powierzchni B-spline wyglada nastepujaco:

Jj=1,....m

Data: Zbiér punktéw kontrolnych {p! T

> Wektory weztow dla kierunkéw u, v
Result: p(u,v)

Niech u € [ue, Uey1) Oraz v € [Vg, Vat1);
Jezeli u # u. to s = 0;
Jezeli v #vg to t = 0;

for i:=c—ptoc—sdo
Zastosuj algorytm de Boora dla krzywych do punktow kontrolnych p;a—q,Pi,d—q+1, - - - Pi,d—t;
Niech ¢;(v) bedzie wynikiem tego algorytmu;
end
Zastosuj algorytm de Boora dla krzywych do punktéw kontrolnych qe—p(v), ge—p—1(V), ..., qe—s(v);
Wynik tego algorytmu jest punktem p(u,v);

Algorithm 1: Algorytm obliczania wartosci punktu powierzchni B-Spline
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Ponizszy rysunek pokazuje przyktadowa powierzchnie z réwnymi w obu kierunkach wektorami weztéw:
[0, 0, ,0, 0, 0.5, 1, 1, ,1, 1] i tablica punktéw kontrolnych wymiaru 5 x 5 (zatem oba wymiary wynosza




