1 Parametryczne powierzchnie trzeciego stopnia

1.1 Wstep
1.1.1 Podstawowe wzory

Ogdblne rownanie powierzchni wielomianowej w postaci uwiktanej to

f(xaya Z) = Z aijk’xiyjzk =0 (11)
i,J,k€A

Stopien wielomianu f definiujacego ta powierzchnie to max{i + j +k : i,j,k € A}.
Jesli N = max{i,j,k:1i,j,k € A} = 1 to powierzchnia jest ptaszczyzna, w przypad-
ku gdy N = 2 otrzymujemy powierzchnie stozkows, a w sytuacji braku w réwnaniu
jednej ze zmiennych x,y, x dostajemy walec.

O ile uda sie rozwikta¢ réwnanie (1.1) ze wzgledu na zmienna z, to otrzymujemy
posta¢ nieuwiktang powierzchni:

2= f(z,y) = i Zn:aijffiyj (1.2)

=0 j=0
W szczegolnoséi dla powierzchni bikubicznych m = n = 3 i mamy 16 wspotczyn-
nikéw charakteryzujacych powierzchnie.

1.1.2 Powierzchnie stozkowe

Powierzchnie te sa generowane przez f(z,y, ) bedaca wielomianem 2-go stopnia i
ich algebraiczna postac¢ to

Ax? + By? + c2* + 2Dxy + 2E 20 4+ 2F 22+ 2Gx + 2Hy +2J2+ K =0

Dziesig¢ parametréw mozna zapisa¢ w postaci macierzowej jako

PQPT =0,
gdzie

P=lzy z 1] Q=

QO
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Parametry te nie posiadaja zadnego geometrycznego znaczenia.

1.1.3 Roéwnanie parametryczne powierzchni

Dla powierzchni potrzebujemy dwoch parametréw, ktore oznaczamy przez u, v. Wte-
dy parametryczna postaé¢ powierzchni wyraza si¢ poprzez uktad trzech roéwnan.



r = x(u,v)
plu,v) =< y = yEu,vg u,v € [0,1] (1.3)

Jest to prostokatny ptat powierzchni (mozna tez zdefiniowaé ptaty innych ksztal-
téw). Jesli ustalimy u = wg to otrzymujemy krzywa nalezaca do powierzchni

x = x(ug,v)
y = yéuo,vg v € [0,1] (1.4)

Podobnie przy ustalonym drugim parametrze réwniez otrzymujemy krzywa nalezagca
do powierzchni

r = x(u,vg)
y = yEu,vog u € [0, 1] (1.5)

JeSliu € U = {ug,uq,...,un},u €V ={vg,v1,...,v,}, to dla kazdego punktu zbio-
ru U x V punkt powierzchni odpowiadajacy mu jest miejscem przecigcia doktadnie
dwoch krzywych, po jednej z typéw (1.4) i (1.5). Otrzymujemy siatke krzywych
nalezacych do powierzchni.

Warunki brzegowe dla plata prostokatnego Jedna z mozliwosci ich okre-
Slenia ich jest podanie wartosci w naroznikach prostokata parametréw,tzn. p(0,0),
p(0,1), p(1,0), p(1,1) oraz okreslenie czterech krzywych w jego krawedziach, tzn.
p(0,v), p(1,v), p(u,0), p(u,1). Alternatywa moze by¢ wyspecyfikowanie wektoréw
normalnych, powierzchni stycznych, wektoréw skretu itp. w odpowiednich punktach
powierzchni, np. powierzchnie Hermite’a.

Typy krzywych okreslajacych powierzchnie Powyzej wspomnieliSmy o siatce
krzywych okreslajacych powierzchnie dla ustalonego zbioru parametréw U x V.

(i) Najbardziej naturalne jest zdefiniowanie rodzin krzywych przy ustalonych na
sztywno parametrach u lub v tak, jak to zrobiliémy w réwnaniach (1.4) i (1.5).
Tego typu krzywe nazywamy izoparametrycznymi.

(ii) Sie¢ ortogonalna charakteryzuje sie tym, iz w kazdym punkcie powierzchni
przecinaja sie dwie krzywe pod katem prostym, co jest rownowazne warunkowi

dp dp _,

du dv
(iii)) W przypadku sieci sprzezonej zaktadamy warunek

d*p
du dv




1.2 Powierzchnie Hermite’a trzeciego stopnia
1.2.1 Postaé algebraiczna

Definiujemy wielomian dwoch zmiennych jako iloczyn tensorowy

3 3
plu,v) => 3 aju'v’ u,v €[0,1], a;; € R? (1.6)

i=0 j=0

Daje to w sumie 16 wspo6tezynnikéw (a;;) € R®, co oznacza 48 stopni swobody w
definicji ptata powierzchni Hermite’a. Zatem

3 3
w(u,v) =YY alu't’ u,v € [0,1], aj; € R
i=0 j=0

Analogiczne wzory obowiazuja dla y(u, v) oraz z(u, v). W notacji macierzowej mozna
to przedstawi¢ jako
p(u,v) = VT - AU, gdzie (1.7)

T T . . .
U=[u®v?ul]",U=[v®v?v 1], amacierz A jest postaci
a3z a23 @13 Qo3

A — 32 Q22 Q12 ap2
a31 G21 a1 Aol

aszp G20 aip Qoo

€ Muyaxs

Dla jednoznacznego okreslenia powierzchni w tej postaci potrzebujemy szesnastu
punktéw z przestrzeni R® i rozwigzania trzech ukladéw réwnan 4 x 4. Podobnie jak
krzywe Hermite’a, takze powierzchnie nie sg niezmiennicze ze wzgledu na przeksztat-
cenia afiniczne, co oznacza ze ich ksztalt zalezy od potozenia w przestrzeni. Jesli usta-
limy wartoSci parametréw (u;, v;) to istnieje jednoznaczna odpowiednio$é pomiedzy
ta para i punktem powierzchni (x5, i, 2i5), gdzie z;; = x(u;,v;) (podobnie y;;, 2;;).
Ptat Hermite’a jest ograniczony przez 4 krzywe Hermite’a trzeciego stopnia, tzn.
p(u,0), p(u, 1), p(0,v), p(1,v), ktére dla wygody oznaczamy przez puo, Puis Pov, Plo-
Podobnie oznaczamy cztery punkty naroznikowe ptata : poo, po1, Pio, P11-

1.2.2 Postaé¢ geometryczna

Do jej specyfikacji potrzebujemy m.in. 4 punktéw naroznikowych poo, poi, Pio, P11
oraz 8 wektoréw stycznych pg,, 61, Plos Pi1, Poos Po1s Pios Pi1- Dane te pozwalajg okre-
sli¢ wektory geometrii dla czterych krzywych brzegowych:

G = [poo P1o Poo P?o]
Gu = [Pm P11 Por p7f1]
Goy = [Poo Po1 Poo p81]
Guw = [p1o pu Py Py



Rysunek 1.1: Wektory definiujace macierz geometrii powierzchni Hermite’a (nie za-
znaczono wektoréw skretu) .

Daje to 12 - 3 = 36 wspotczynnikéw. Potrzebujemy zatem jeszcze 12 wspotezyn-
nikéw, czyli 4 wektoréow. Sa to tzw. wektory skretu okreslone w kazdym punkcie
naroznikowym, a ich definicja jest nastepujaca

pi = ZRER0.0)
Py = e (1,0)
P = gy (0:1)
Py = )

Interpretacja geometryczna wektorow skretu jest nastepujaca. Jasne jest, ze wektory
Doo oraz py; w ogélnym przypadku sg rézne. Ustalmy pewne posrednie punkty na
krzywych pg, oraz pi,, odpowiadajace parametrowi v € (0,1). Chcemy wiedzie¢
jak zmieniaja sie styczne pj, oraz py, (rys. 1.2). Musimy zatem policzy¢ pochodne
w oraz w bLatwo widac ze sa one rowne wektorom skretu pg, oraz p,. Te
szesnadcie wielkosci nalezacych do przestrzeni R® mozna ustawi¢ bardzo wygodnie
w macierz Py € Myyaxs, tak, ze dwa pierwsze wiersze i dwie pierwsze kolumny
definiuja krzywe brzegowe, a pozostate wiersze i kolumny odpowiednie pochodne
tych krzywych.

p(0,v) p(l,v) p*(0,v) p“(1,v)

! ! ! l

p(u,0) — T poo P1o Poo Plo
(U,l) — Po1 P11 pq(ﬁ qul (1 8)

p'(u,0) — | pio Plo Peo Pio

p’(u,1) — | phy Ph ot pit

Obliczmy teraz punkt na placie o ustalonych wartosciach parametréow (u;,v;). O-
kreslmy najpierw krzywa p(u;, v). Jest ona charakteryzowana przez p(u;, 0), p(u;, 1),
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Rysunek 1.2: Ciagta zmiana wektoréw stycznych pg, oraz p{, wraz ze zmiang wartosci
parametru v.
P (u;, 0), p¥(u;, 1), natomiast

p(u;,0) = by(ui)poo + ba(ug)pro + bs(us)py + ba(us;)p¥,

plui, 1) = bi(ui)por + ba(ui)p1r + b (ui)py Pon + 54(7%)1911
p"(ui, 0) = bi(ui)pgo + b2(wi)piy + b3(wi)py 00 o + ba(ui)pio
pU(ui, 1) = by(ui)pgy + baui)piy + bs(uwi)pei + ba(ui)piy

Wtedy p(u;, v;) lezy na krzywej p(u;, v) i wyraza sie wzorem

p(ui, vj) = by (vj)p(u;, 0) + ba(v;)p(wi, 1) + bs(v;)p°(us, 0) + ba(v,)p”(us, 1) =

b1<uz)
= () Ba5) Ba(05) ba(e) - P+ | 200 | = bws) T P ),
b4(uz)
Ale b(t) = My - t, co daje
p(u,v) = VIMEPy MyU = b(v)” Pyb(u) (1.9)

Przypomnijmy, ze posta¢ algebraiczna wyrazalta sie wzorem VT AU, co od razu daje
nam, wobec (1.9), A = ML Py My. Mozemy ponadto zapisaé
4
(u,v) = Y bi(v)b;(u) P,

j=1

gdzie b;(u) = Yf_; mapu*~* oraz analogiczne wzory dla pozostalych wspétrzednych.



1.2.3 Reparametryzacja ptata

Rozwazmy ogélng sytuacje, tzn. niech u € [u;, uj], v € [vy, v;]. Cheemy, aby punk-
ty p(u,v) odpowiadajace tym parametrom przed reparametryzacja, po reparame-
tryzacji przeksztalcity sie w punkty ¢(s, w) odpowiadajace parametrom s € [s;, s;],
w € [wg, w;]. Podobnie jak w przypadku krzywych dla zachowania stopnia wielomia-
nu przyjmujemy, ze odwzorowanie parametréw na siebie jest liniowe, tzn. s = au+0b,
w = cv 4 d. Zadanie sprowadza sie do tego, aby dla danej macierzy Py (u,v) znalezé
nowa macierz Py (s, w), przy czym maja one odpowiednio postaé

Dik  DPjk | Dik p?k
pa P | P Ph
Pp(u,v)=| - — — — =
P Py | Pk P
pa P PR P
Gr Gk | G T
gt gji | sz
Py(s,w)=| — — — — —
G Cr |oay oy
G A
Przeprowadzajac analize podobng jak w przypadku krzywych dostajemy, ze le-
we gorne bloki macierzy sg identyczne, ¢° = %pu, q" = Jkp? oraz ¢ =

(uj—uq) (v —vg)

(5. —50) (w1 —wp) p*’. Sprawdzenie tych wzoréw pozostawia sie czytelnikowi.
J i

pii=kqg,

P =k

Rysunek 1.3: Ptaty Hermite’a p i ¢ potaczone wzdtuz krzywej brzegowej p1,. Nowa
powierzchnia jest gladka w sensie G'.



1.2.4 Laczenie platow

Dwa platy polaczone krawedzia Rozwazmy dwa ptaty Hermite’a p(u, v), q(u, v).
Przyjmijmy, ze wsp6lna dla nich krawedzia ma by¢ krzywa p(1,v) dla p(u,v) oraz
q(0,v) dla q(u,v). Wtedy oczywiscie macierze geometrii tych krzywych musza by¢
jednakowe, tzn. GY, = G{, = [p1o p11 pY P};]. Narzuémy teraz zadanie gtadkosci
w sensie G na powierzchnie utworzong przez polaczone platy. Oznacza to, ze dla
kazdego ustalonego v € [0, 1] krzywa p,, gladko przechodzi w krzywa ¢y, tzn. w
punkcie taczenia ktérym jest py, = qo, mamy py, = kg, dla k € Ry (rys. 1.3)
Dostajemy tez od razu, ze ¢jy = kq(. . Zatem istotne w procesie laczenia elementy
macierzy P§ oraz P, mozna przedstawi¢ w postaci Diagramy tego typu wprowadzit

(D P @y oy 4 1)
Puo P | P kp.”u
Pu pn Pu kplul
v
Ph pio | P kpiy
o pi | pi kpiy
(0,0) (1,0) (0,0 (1,0

Rysunek 1.4: Diagram taczenia dwéch ptatéw Hermite'a p i ¢ wzdtuz krzywej brze-
gowej p1,,, Przy narzuconym warunku cigglodci w sensie G1.

0,1) (1,1)

Pou | Pu | Pa | P

Ips |Ipi |lps |1psy

Pou | Pu | Po P

Rysunek 1.5: Diagram taczenia dwdch ptatéw Hermite'a p i ¢ wzdtuz krzywej brze-
gowej Py1, przy narzuconym warunku ciaglosci w sensie G*.

po raz pierwszy Peters w 1971 roku. Z powyzszego diagramu wynika. ze o ile dla
dwoch roztacznych ptatéw mamy 96 stopni swobody (2-16-3), to w przypadku dwoch
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polaczonych platéow z zadaniem G' mamy 73 stopnie swobody (z drugiej macierzy
wypada 8 - 3, a dochodzi 1). Podobny diagram mozna wyprowadzi¢ w przypadku
gdy wspdélna krawedzia jest p,1 = quo (rys. 1.5).

Cztery platy polaczone w jednym punkcie Rozwazmy teraz dowolny usta-
lony punkt p;; nalezacy do powierzchni i odpowiadajacy parametrom (u;,v;) oraz
przyjmijmy, ze jest on punktem potaczenia czterech sasiednich ptatéw Hermite’'a
p,q,r,s. Wyprowadzenie diagramu na rys. 1.6 , ilustrujacego macierze geometrii dla
potaczonych platéw pozostawia sie jako ¢wiczenie dla czytelnika. Laczenie odbywato
sie w nastepujacej kolejnosci: pq, ps, sr, qr.

(i-1,+1) s (ij+1) r (i+1,+1)
k;pj
Piaj Pi p"'ILJ p:; Pj Qi = . qiuﬂq
m;Pj
S i1+ S fijun S injm S {5
) N 2 | mekips
Lipi; Lp; Lpi; Lp; = N = | NGy
Lip; Lymyp;
S fjun St | Sija ms i n
(i-1,j) ® (i+1j) | v
Pija Pija Pis kypiia
Pl] P, Pll PJ Pli q 1j kvpl q 1j
Pii P Pii kpii
Piy; pi | P pit | Pi Qi [ kP [ di
(i-1,5-1) p (i,j-1) 9 (i+1j+1)
u

Rysunek 1.6: Diagram lgczenia czterech ptatéw Hermite’a p, ¢, r, s we wspdlnym
punkcie p;;, przy narzuconym warunku ciggtosci w sensie Gt

Z diagramu wida¢, ze geometria powierzchni w punkcie p;; wplywa bezposred-
nio na cztery parametry macierzy kazdego z sasiadujacych z soba ptatéw. Ponadto
krzywizna powierzchni wzdtuz krzywych potaczeniowych musi by¢ taka sama dla
wszystkich krzywych odpowiadajacych jednemu ustalonemu parametrowi. Wyni-
ka to od razu z komorki zielonej i niebieskiej diagramu: zielona implikuje rownosé



n;; = lij, a zatem poniewaz odpowiadajg one za krzywizne w “poziomie”, tzn. dla
stalego v = v;, wigc z réwnosci dostajemy, ze sa one niezalezne od indeksu 7, wige
mozemy ten parametr zapisa¢ po prostu jako ;. Analogicznie niebieska komoérka daje
nam réwnos¢ m;; = k;; i niezalezno$¢ tego parametru od indeksu j, wigc zapisujemy
go jako k;. Dostajemy zatem, ze uktad polaczonych ptatéw, z zgdaniem G!, gene-
ruje takie same krzywizny w “pionowych” i “poziomych” liniach taczenia (rys. 1.7).
Przyjmijmy, ze macierz geometrii PIi{j okresla ptat S;; dla punktu p;; zaczepionego

K, K, Ks Ky

Rysunek 1.7: Schemat obrazujacy jednakowa geometrie wzdtuz krzywych brzego-
wych ptatéw sktadowych powierzchni, przy narzuconym warunku ciagltosci w sensie

G

w jego dolnym lewym narozniku, tzn. (i,7) = (0,0). Wtedy S;; odpowiada ptatowi
r z diagramu na rysunku 1.6, a posta¢ Py jest nastepujaca (wyrazy poza indeksami
ij dostajemy przeindeksowujac platy p, q, s):

pij Dy kD Diay
pii _ | Pt Piviger Kbl Piiaja (1.10)
Ly ipiay  LGkply vty
Pijit1 Pivije1 R P
Ten sposob taczenia jest bardzo kosztowny, gdyz przy poruszeniu danego punktu
zmieniaja sie macierze geometrii wszystkich czterech ptatéow z tym punktem sasia-
dujacych (tylko 84844 parametréw jest niezalezna). Czasami (np. pewne implemen-
tacje CAD) stosuje sie prostsza realizacje taczenia, rezygnujac z gtadkosci w punkcie
potaczenia krzywych brzegowych.



1.3 Powierzchnie Beziera trzeciego stopnia

Zasadniczo wszystkie zagadnienia dotyczace tych powierzchni rozpatruje sie analo-
gicznie jak dla powierzchni Hermite’a wiec przedstawimy je w sposob zwarty. Alge-
braiczna postaé¢ ptata Beziera wyraza sie wzorem

p(u,v) = i Zn:pijBiym(u)Bj,n(v) u,v € [0, 1] (1.11)

i=0 j=0

lub réwnowaznie macierzowo

p(u,v) = VT AU

gdzie U, V, A maja strukture identyczng jak w przypadku Hermite’a. Postaé geome-
tryczna jest rowniez podobna do analogicznego przypadku ptatow Hermite’a i rézni

si¢ tylko bazami, tzn.
p(u,v) = VI MEPgMgU

Z racji, ze stosujemy tu kombinacje baz ortogonalnych to ich ich uktad jest ponownie
ortogonalny i zasadnicze wlasnosci powierzchni sg analogiczne jak dla krzywych Bez-
iera (w szczegdlnosci plat zawiera si¢ w powloce wypuktej punktéow kontrolnych). Z
postaci algebraicznej wida¢, ze dostajemy w tym przypadku siatke krzywych Beziera
(rys. 1.8). Obliczajac p"’(u,v) dostajemy, ze w punktach naroznikowych wektory

p(O,v) p(1,v)
}
p(u,1) — Pas
\%
P(u,0) — P11
u

Rysunek 1.8: Siatka punktow kontrolnych i krzywych Beziera w powierzchni Beziera.

skretu zaleza jedynie od trzech punktéw sasiadujacych bezposrednio z naroznikowy-
mi oraz od ich samych, tzn. pif = 9(p11 — pr2 — pa1 + P22)

P16 = 9(p13 — P1a — P23 + Paa)

o7 = 9(ps1 — P32 — Pa1 + Pa2)

Pit = 9(p33 — P3a — Paz + Paa)
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Rysunek 1.9: Przyktadowa powierzchnia Beziera.

Rysunek 1.9 pokazuje przykladowa powierzchnie Beziera wygenerowang przez na-
stepujace macierze geometrii:

0 L 2 01 1 g 0 L —1 g
137 13 [ B
Pp=1 % 2 3 Pp=14 % 1 3 Pp=1 2% 23 2 %
3013 3133 30%3
0 3 3 1 13 2 1 0 5 —5 0

Stosujac mieszanie baz réznych stopni np. n = 3, m = 5 mozna budowa¢ ptaty
Beziera o roznej gestosci punktéow kontrolnych w obszarze parametréow u, v. W tym
przypadku dostajemy macierz Pp wymiaru 5 x 3. Konwersja pomiedzy postaciami
Hermite’a i Beziera jest oczywista przez poréwnanie postaci geometrycznych

Pg = (MY *MEPyMyMg'

Dodanie nowych punktéw kontrolnych przy zachowaniu ksztattu ptata oraz taczenie
platéw Beziera wykonuje sie tak samo jak dla platéw Hermite’a. Cwiczeniem dla
czytelnika jest wyprowadzenie stosownych wzoréow. Mozna oczywiscie skorzystaé z
macierzy konwersji pomiedzy postaciami albo zrobi¢ to od poczatku dla Beziera.

Rendering ptatéw Beziera. Do problemu mozna podej$é¢ na dwa sposoby:

(i) znalez¢ przyblizenie wielokatowe powierzchni i przeprowadzi¢ normalny ren-
dering wielokatow. Chociaz wydaje sie to nieco sztuczne, zeby z reprezentacji
doktadnej wraca¢ do przyblizonej to jednak ten sposéb ma pewne zalety. Po
pierwsze jest szybki, po drugie tatwy w realizacji uzywajac podziatu krzywych
w reprezentacji De Casteljau (prosze zwrdcié uwage, ze zawieranie sie krzy-
wej Beziera w powtoce wypuktej punktéw kontrolnych powoduje, ze kolejne
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przyblizenia rekurencyjne beda blizej krzywej, a wiec beda ja lepiej przybli-
zaly - oczywiscie mozna tez stosowac¢ szybki podziat binarny z reprezentacja
Bernsteina). Problemem pozostaje okreslenie kryterium zakorniczenia podzia-
tow. Stosowanie jednakowego podziatu dla wszystkich powierzchni jest proste,
ale nie jest ekonomiczne. Mozna wobec tego konczy¢ np. gdy rzutowane wie-
lokaty beda mniejsze od wymiaru piksela lub korzysta¢ z kryterium ptaskosci
kolejnego podziatu, tzn. mierzy¢ odchylenie nowych wierzchotkéw od wieloka-
ta bazowego dla nich. Jako ¢wiczenie dla czytelnika proponuje sie znalezienie
przyktadu, kiedy to ostatnie kryterium powoduje btad.

(ii) rendering bezposredni z postaci algebraicznej - zwykle realizowany sprzetowo.
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