Rozdziat 1

Krzywe i powierzchnie subdivision

1.1 Wstep

Z teorii krzywych Beziera i krzywych B-spline wynika, ze jednokrotne zastosowanie algorytmu Casteljau lub
Boora skutkuje znalezieniem punktu o ustalonym parametrze, nalezacego do krzywe;j.
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Gorna para pokazuje zastosowanie algorytmu Casteljau i podzial na dwie krzywe z ich punktami kontrolnymi,
dolna analogicznie przypadek de Boora. Z wlasnosci powloki wypuklej ( lokalnej w przypadku B-spline - zielony
obszar) wynika, ze suma puntéw kontrolnych krzywych z podziatu, tworzy tamana, ktéra jest blizej krzywej niz
startowy zbiér punktow kontrolnych. Stosujac ponownie te algorytmy do otrzymanych krzywych z podziatu, do-
stajemy w obu przypadkach nowe zbiory punktéow kontrolnych, tworzace tamane bedace jeszcze blizej krzywych.
Oczywiste jest zatem, ze ciagi takich lamanych zbiegaja w granicy do krzywych (zbieznosé jednostajna). Wyni-
ka tego, ze chcac narysowaé¢ krzywa Beziera lub krzywa B-spline w rendererze wierzchotkowych (np. OpenGL)
nie musimy postugiwaé sie jej doktadnym wzorem (funkcjami bazowymi), tylko mozemy wystartowaé od zbioru
punktéw kontrolnych i nastepnie go zageszczaé otrzymujac dowolnie doktadne przyblizenie krzywej przez tama-
ng. Niemniej wazne jest aby$my wiedzieli do jakiego typu krzywej zbiega tak utworzony cigg tamanych. Bedzie
to oczywidcie zalezato od sposobu wyliczenia kolejnych punktéw.

Rozpatrzmy teraz konkretny przyktad,a mianowicie krzywa B-spline 2-go stopnia, z jednostajnym wektorem
wezldéw (zatem krzywa otwarta) i zbiorem punktéw kontrolnych { P} . Stosujac do niej pojedynczo schemat
de Boora wstawiania nowego wezla w $rodki wszystkich przedzialéw wektora wezéw (prosze to sprawdzié¢ w

DesignMentor!), otrzymujemy nowy zbiér punktéw kontrolnych {P}? ; postaci

1 3 3 1
P_1+-PF;, P21127P1+*Pi+1 P01:P1’ P1+1:Pn

1 P
PQH_4 4 4 4 n



2 ROZDZIAL 1. KRZYWE I POWIERZCHNIE SUBDIVISION

Na ten konkretny schemat mozna spojrzeé catkowicie ogélnie, abstrahujac od faktu, ze dzialamy na krzweej
B-spline o znanych parametrach. Rozpatrzmy zatem poczatkowy zbiér punktéw n + 1 kontrolnych {P;}?, i
przeprowadzmy procedure jego poprawienia (tzn. zageszczenia), zdefiniowana tak, ze w wyniku otrzymujemy
nowy zbioér punktéw kontrolnych

{Qo, RQ1,Ry,...,Qn_1,Rn_1}

, taki, ze

3 3

1 1
Qi = sz' + sz'-s-l, R; = ZPi + ZP¢+1

ITlustruje to ponizszy rysunek.
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W efekcie startujac od ustalonej tamanej procedura ta obcina narozniki.

Kolejny rysunek pokazuje 3 kroki zageszczania punktow kontrolnych, oparte na tej procedurze, ktérej auto-
rem jest Chaikin (1974, Utah University).

Wiemy tutaj skadinad, ze krzywa graniczna bedzie krzywa B-spline 2-go stopnia, z jednostajnym wektorem
weztéw (UBS).
1.1.1 Praktyczny schemat

Chaikin wprowadzil w swojej pracy ogdlny schemat postepowania przy budowie nowego zbioru punktéw kon-
trolnych lamanej (lamana jest indeksowana zawsze od indeksu 0). Kazdy powtarzany krok tego procesu sklada
sie z dwéch faz (zakladamy, ze wykonaliSmy krok k-ty i checmy obliczyé krok (k + 1)-szy):

1. Faza podzialtu - oblicz nowe wierzchotki w érodku kazdego odcinka tamanej

Faza podziatu dla odcinka PF Pﬁu generuje jego srodek

(PF + Pz‘lil)/Q-

Iformalny dowéd - Riesenfeld 1975



1.1. WSTEP

Po tej fazie mamy w lamanej dwa rodzaje punktéw: krawedziowe (ozn. K) - $rodki odcinkéw oraz wierz-
cholkowe (ozn. V) - konce odcinkéw. Zatem para punktéw odcinka {Pik7Pi’11} zastepowana jest przez
trojke punktéw Sp;t, St S%}rl), gdzie

k k
Gh+l _ pk ghtl _ P+ P7,
21 — Lo 2i+1 2

2. Faza uSredniania - usrednij kazdy wierzcholek lamanej z sasiadami (jednym lub wiecej)

Faza uéredniania moze by¢ ogdlnie wyrazona w postaci tzw. maski usredniania postaci:

r:{---,T’—Q,T—hTO,TlJ’z,

} = {W}iela

gdzie zbior indekséw I jest nosnikiem maski r, tzn. r; # 0 dla kazdego i € I. Nowe punkty kontrolne Pf“
sg obliczane jako

Pik+1: E n-SfH

el

Widaé, ze do prawidlowego wykonania tej procedury potrzebujemy nie tylko maski r, ale réwniez jawnej
postaci nosnika I, gdyz oczywiscie para r = {1,2,3} oraz I = {0,1,2}, oznacza co$ innego niz para
r={1,2,3} oraz I = {-1,1,1},

Przyktadowo dla r = %, %, }, I ={0,1} i tamanej P, P, PY mamy:

1. Faza podziatu

2. Faza uSredniania

1 3 1
P} = roS} + 118} = (pg PR+ P{J)) 3y ipp

N | =

Podobnie

3 1 3 1 3 1
ZPlo + ipg, P} = ZP{’ + ZPQ, P = EPQ + ZP{L

Pl =

Otrzymalismy zatem schemat Chaikina. Ponizszy rysunek pokazuje ten schemat dla tamanej skladajacej sie
trzech odcinkéw - punkty startowe sa czarne, punkty S} biate, natomaist punkty P! rézowe.

Maska generujaca krzywa UBS n-tego stopnia.
maska

Riesenfeld i Lane pokazali (1980), ze postugujac sie

A 00}

otrzymujemy w granicy krzywa UBS n-tego stopnia.
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1.1.2 Macierz subdivision

Rozpatrzmy teraz schemat generowany przez maske 1{1, 2, 1} o noéniku I = {—1, 0, 1}. Z ostatniej uwagi
wynika, ze zbiega on do krzywej UBS 2-go stopnia. Rozwijajac go jawnie, otrzymujemy

(PF,+6PF+PF)), PIY = (Pf + PEL)

1
k k
Pi—+11 =3 (Pik—l + sz) , PHl = i+l

1
" 8

Mozna to wyrazi¢ macierzowo jako

pH! (440 PF,
Pkl .— Pk+1 =z| 16 1| PF | = SPk
ijjf 0 4 4 PE,
Macierz
440
S==-]1 6 1
810 4 4

nazywana jest lokalng macierzq subdivision. Jej analiza pozwala m.in. dowiedé, zbieznodci i stabilnosci danego
schematu, a wiec podstawowych z numerycznego punktu widzenia cech.
Dla zilustrowania tego zauwazmy, ze

Pk+1 SPk SZ Pk 1_ .. Sj PO
Zatem w granicy

P>® := lim S'P°

j—o0

1.2 Funkcje bazowe B-spline w jezyku splotu

Zdefiniowane w sekcji 1.1.2 trzeciego wykladu funkcje bazowe N;,(u) moga byé zdefiniowane w inny reku-
rencyjny sposéb, a mianowicie uzywajac operacji splotu? Wychodzac od definicji bazy N;o(u) mozemy bazy
pierwszego stopnia N; 1 (u) zdefiniowaé jako (ozn. Ny := Nox, N; i = Ni(u —1))

N1(U)=N0( ®No / NO N() U—S)d

Tlustruje to ponizszy rysunek.

20soby ktoére nie spotkaly sie wczesniej z tym pojeciem, moga zajrzeé na strone
http://pl.wikipedia.org/wiki/Splot_(analiza matematyczna), gdzie znajduje sie definicja wraz z sugestywna wizualizacja.
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Analogicznie
No(u) = N1(u) ® No(u) = No(u) ® No(u) ® No(u / Ni(s)No(u — s)ds
i ogdlnie
Ni(u) = Ni_1(u) @ No(u ®N0 /RNk,l(s)NO(u — 5)ds. (1.1)

Operacja splotu posiada m.in. trzy wazne wlasnosc, uzyteczne przy definicji procesu subdivision:
o (liniowosc) f(u) @ (g(u) + h(u)) = f(u) @ g(u) + f(u) @ h(u)) =

o (przesuwalno$é) Jezeli m(u) = f(u) ® g(u), to f(u—1) @ glu — j) = m(u—1i—j)

e (skalowalnosé¢) Jezeli m(u) = f(u) ® g(u), to f(2u) ® g(2u) = 3m(2u)

1.3 Ogodblne sformulowanie procesu subdivision dla baz UBS

1.3.1 Przypadek wielomianéw stopnia zero
Sprecyzowanie zagadnienia

Rozpatrzmy reprezentacje pewnej funkeji f(u) w bazie No(u—1), czyli bazie funkcji stalych o nosnikach [z, i+ 1]:

ZpONO u—1)

Zauwazmy, ze

Pierwsza z funkcji po prawej stronie ma noénik [0, 1/2], natomiast druga [1/2, 1]. Widzimy tu reprezentacje
funkcji Ny w postaci jej kopii - zmniejszenie dziedziny o potowe oraz przesuniecie. Mozna zatem na to spojrzeé
jako na przyktad procesu subdivision dla funkcji.

Rozpatrzmy teraz reprezentacje pewnej funkeji f(u) w bazie No(u—1), czyli bazie funkcji statych o nosnikach
[i,9 4+ 1]:

u) =Y pNo(u—1) (1.3)
K3

Po j-krotnym zageszczeniu dziedziny otrzymujemy reprezentacje w bazie Ng(27 — i), czyli bazie funkcji
stalych o nosnikach odpowiednio [i, i + 55|, [i + 55, ¢ + 255], [i + 29, i + 355, ..., [i + (27 — 1), i + 1]

ZpJNO 20y — i) (1.4)

Ponadto wéwczas réwnanie (1.2) przyjmuje postaé:

291

=" No(2u—i) (1.5)
=0

Na ciag (pf ) mozna spojrzeé przez pryzmat ciagu (pz _1). Widaé¢ wowczas, ze elementowi pg -t odpowiadaja dwa
elementy w ciggu (p). Mianowicie p}; oraz pj; ;.

Dwa gléwne problemy
1. Znajac poczatkowe wartoéci (p;) = (p?) znalezé wartosci (pf ) po j-tym zageszczeniu.
2. Oczacowaé do jakiej funkcji zbiega taki proces.

Problemem drugim zajmiemy si¢ na kolejnym wykladzie, teraz robiac tylko kilka uwag na ten temat.

Naturalne jest, ze jezeli funkcja f(u) jest znana to reprezentujac ja w coraz bardziej precyzyjnych bazach,
chcieliby$lmy, aby proces ten zbiegal do f(u). Widzac wykres mogliby$my recznie wybraé¢ wartosci p?, otrzymujac
w granicy zbieznosé do f(u).

Jednak gdy nie znamy f(u) to w istocie mamy tylko prawe strony réwnan (1.3) oraz (1.4). Wtedy, zakladajac
automatyczng procedure zageszczania dziedziny i1 generowania kolejnych ciagéw (p!), musimy dowies¢ do czego
ten proces zbiega
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Pozadany efekt: Jezeli ciag poczatkowy (p?) w przyjetym ukladzie bazowym dobrze aproksymuje funkcje
f(u), to ciag (p]) w zageszczonym ukladzie bazowym ’zbiega’ do funkcji f(u), gdy j — oo.

Wréémy teraz do problemu pierwszego.

Uwaga 1 Na poczqtkowy cigg (p?) mozina spogladaé réwnowaznie jak na zbiér poczatkowych punktéw kontrol-
nych { P2}, generujacych ksztalt wykresu funkcji f(u). Dzialajgc z bazami stopnia zero, naturalne jest przyjecie,
ze dwa pierwsze punkty stanowiq konice pierwszego odcinka, kolejne dwa konice drugiego itd. Zatem mozna by

przyjac:
Oznaczmy teraz na chwile R (u) = No(27 — ). Wtedy réwnania (1.5) oraz (1.4) maja odpowiednio postaci:

291

No(w) = 3 Rl(w) (16)
=0

flw) = _plR](w) (L.7)

Oznaczmy teraz przez R’ (u) wektor poziomy, taki, ze jego i-ta wspohrzedna (R (u)); = RJ(u). Analogicznie
definiujemy wektor p?. Wéowcezas

fw) = R (u) - p’ (1.8)
Zageszczanie pomiedzy poziomem j oraz j + 1 daje formule uogélniajaca formule (1.2)
Rj(u) = Ry (u) + By, (u) (L9)
W jezyku funkcji Ny ma ona postaé
No(27u — i) = No(29 T u — 2i) + No(27 T u — 20 — 1) (1.10)

Niech S[i, j] bedzie macierza taka, ze S[2i,4] = S[2i + 1,4] = 1, natomiast wszystkie pozostale jej elementy
sa rowne zero. Ponizej pokazano jej fragment dla (i,5) € I = {—4,-3,...,2,3} x {—4,-3,...,2,3}:

S|iigyer =

SO OO OO OO
SO OO OO oo
SO R PR, OOOO
__- 00000 o
[N e NeleNo Nl Nl
[N e N ol NNl

OO OO OO+
OO OO MFEOO

Wtedy
Ri(u) = RIT(u) - S

Pozwala to konstruktywnie zapisaé proces subdivision, gdyz wstawiajac ostatnie réwnanie do (1.8) otrzymujemy
pPrt=5.p (1.11)

Zatem wystarczy zna¢ wektor poczatkowy p°, czyli rozklad funkcji f(u) wg bazy {No(u — i)}, aby uzyskaé
przy pomocy macierzy S jej coraz dokladniejsze postaci! Potrzebna jest nam do tego jedynie wiedza na temat
procesu subdivision dla funkeji Ny, czyli posta¢ réwnania (1.2). Niemniej wszystkie te reprezentacje postuguja
sie wielomianami stopnia 0.

Przyklad 1 Niech Poczqtkowy uklad wspélezynnikéw p ma postaé {pd, p%, pS}. Z réwnania (1.11) wynika, Ze
i-ta sktadowa wektora {p}} jest obliczana przez mnozenie i-tego wiersza macierzy S i wektora {p?}. Punktéw
w wektorze {p{} jest dwa razy wiecej niz w wektorze {p?}. Z definicji macierzy S wynika, e w 2i-tym wierszu
jedynie i-ta kolumna jest miezerowa, zatem pi;, = p?. Podobnie p%H_l = p?. Widaé zatem, Ze kaida z trzech
poczgtkowych liczb zostala podwojona. W konkluzji, procedura ta powoduge jedynie zageszczanie dziedziny - nie
generuje nowych wartosci p?.
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1.3.2 Przypadek wielomianéw wyzszych stopni

Oznaczmy na chwile B(u) = N, (u) oraz Bf(u) = B(2/u — i). Rozpatrzmy reprezentacje funkcji f(u) w bazie
BY(u), czyli bazie B-spline m-tego stopnia:

ZpOBO ZpOB uw— i) (1.12)

Z réwnan (1.12) i (1.2) dostajemy
m m
B(u) = Q) R(u) = (R)(R(2u) + R(2u — 1)) (1.13)
1=0 1=0

Aby opisaé proces subdivision dla B(u) potrzebny jest nam analogon formuly (1.2).
Z wlasnosci splotu (sekcja 1.2) wynika, ze réwnanie (1.13) da sie¢ w takiej formule zapisaé jako

u) = ZskB(Qu —k)= ZskB,i(u)
k k

gdzie sy sa pewnymi stalymi. Jezeli je znajdziemy, to cel zostanie osiagniety, gdyz wtedy postepujemy analo-
gicznie jak dla baz stopnia zerowego.
Analogonem réwnania (1.9) jest formula

Bl(u) = skBh (u) (1.14)
W jezyku wektorow
Bi(u) = BIT(u) S,
gdzie macierz S jest taka, ze S[2i + k,i| = sy, a pozostale jej elementy sa réwne zero.
Uwaga 2 Wybierajgc i-tqg kolumne ustawiamy sie w 2i-tym wierszu © to jest pierwszy element niezerowy w tej
kolumnie (k = 0). Ponizej sq pozostale. Wybierajac (i + 1)-szq kolumne ustawiamy sie w 2(i+ 1) = (2i + 2)-gim
wierszu © tutaj znajduje sie pierwszy niezerowy element w tej kolumnie. Zatem kolumna (i+1)-sza jest identyczna
jak i — ta, tylko przesunieta o 2 wiersze w dél. Ponadto jezeli w pozycji (n,i+ 1) znajduje si¢ element sy, to w
pozycji (n,1) znajduje sie element Spio.
Zatem podobnie jak w przypadku baz stopnia zerowego mamy
P =5
Trzeba jeszcze tylko znalezé wspdlezynniki s (ile ich jest i jakie sa ich wartosci). OdpowiedZ plynie z pojecia

splotu dyskretnego.

Splot dyskretny Niech (a;), (b;) beda pewnymi ciagami liczbowymi. Wtedy ciag (¢p,) nazywamy ich dys-
kretnym splotem, gdy
D, ey

i+j=m
Przyktadowo jezeli
(a;): a1 =1,a2=2,a;,=0dlai ¢ {1,2}

(bj)l b2:3, b3=4, bJZOdlaj¢{2,3}

to zbior indekséw I = {(i,7) : a;b; # 0} = {(1,2), (1,3), (2,2), (2,3)}. Zatem J = {m : ¢, # 0} = {3 =
142), (4= (1+3) = (2+2)), (5=2+3)} oraz

c3 =3, cqy =10, c5 = 8.
Z dowolnym ciagiem (ay) wiazemy tzw. funkcje generujgcg postaci

= E akzk.
k

Woéwcezas mozemy sformutowaé potrzbne twierdzenie:
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Twierdzenie 1 Zaldimy, ze znamy formuly proceséw subdivision dla funkcji f(u) oraz g(u), tzn. znane sq
ciggi (ay) oraz (by) takie , ze

Zakf (2u—k Zbkg (2u —k

Jezeli h(u) = f(u) ® g(u), to proces subdivision dla funkcji h(u) opisuje cigg (cx) taki, ze

Zatem wowczas

= Z cxh(2u — k
k

Zauwazmy teraz, ze dla wprowadzonej funkcji R(u) = Ny(u) zachodzi réwnanie (1.2) opisujace jego proces
subdivision, tzn.

R(u) = R(2u) + R(2u — 1) ZakR2u—

gdzie ag = a; = 1. Zatem funkcja generujaca dla ciaggu ax ma postaé
A)=12"+12 =1+ 2

Zalézmy teraz, ze proces subdivison dla wprowadzonej funkcji B(u) = N,,(u) opisuje ciag (sg), tzn.
=> sB(2u—k
k

Z réwnania (1.13) i powyzszego twierdzenia wynika natychmiast, ze funkcja generujaca proces dla ciagu (si)
jest postaci

i(1 + z)mHl (1.15)

S(z) = B

Rozwijajac ten wielomian otrzymujemy

co implikuje, ze
1
sk = <m+ ) 1,....m+1. (1.16)

Zatem analogonem réwnania (1.2) dla bazy N,,(u) jest formula

-
N (1) = 2im 3 <m+ 1)Nm(2u — i) (1.17)

(3
=0

Dla m = 2, czyli baz B-spline 2-go stopnia dostajemy

1 3 3 1
So=3 1= S22 = S8 =g

Otrzymalismy zatem proces Chaikina. Ustalajac poczatkowy zbiér wartoéci (p{) otrzymujemy (w konstrukeji
nowego n-tego punktu biorz udzial n-ty wiersz macierzy S. Z konstrukcji macierzy S wynika, ze w i-tej kolumnie
jedynie wiersze o numerach 2i + k sg niezerowe, réwne s;. W tym przypadu k£ = 0, 1, 2, 3. Poniewaz kolumny
sa w stosunku do siebie przesuniete o 2 w pionie, zatem w 2i + k-tym wierszu niezerowa jest kolumna i-ta, z
wartoscia sy, oraz kolumna i + 1-sza z wartoscia sx_o. Oczywiscie sy_o = 0 dla k < 2.

Uwaga 3 Wprowadzona konstrukcja daje sie lekko przemodyfikowaé (macierz S i wektor (p;)) tak, ze funkcja
generujgca dla ciggu Sy ilustruje praktyczny schemat ‘podziel-usrednij’ wprowadzony w sekcji 1.1.1. Zajmiemy
sie tym na cwiczeniach za tydzien.



