Rozdzial 1

Podstawy teoretyczne dotyczace
fraktali

1.1 Definicja fraktala i wymiaru fraktalnego

1.1.1 Pewna intuicja

Rozpatrzmy pewien D-wymiarowy obiekt geometryczny. Niech r oznacza skale podziatu obiektu
na N réwnych czesci.

e Dla D =1 jako przyklad wezmy odcinek o dlugosci 1. Wéwcezas r = % =1=7r!N.
e Dla D = 2 jako przyklad wezmy kwadrat o boku dlugosci 1. Wéwezas r? = 4 = 1 = r2N.
e Dla D = 3 jako przyklad wezmy szeécian o boku dlugoéci 1. Wéwezas r® = % =1=7r3N.

W ogélnym przypadku dla wymiaru réwnego D prawdziwa jest zaleznoéé: r” = % = 1=7rPN.
Stad D = &Y

Ini-
=

1.1.2 Wymiar fraktalny

Rozpatrzmy przestrzen metryczna zupeina (X, d). Niech H(X) oznacza rodzine wszystkich pod-
zbioréw zwartych tej przestrzeni oraz niech A € H(X). Dla kazdego punktu z € A utwérzmy kule
domknieta o promieniu € > 0 oraz $rodku w punkcie z, ozn. B(z,¢).

Poniewaz zbioér A jest zbiorem zwartym, wiec otrzymane pokrycie zbioru A posiada podokry-
cie skonczone. Niech N oznacza ilosé¢ elementéw tego podpokrycia. Ze skonczonosci podpokrycia
wynika istnienie wielkosci:

N(A,e) = mingen{n: A C U B(zi,e),x; € X}
i=1
Definicja 1 ([2]). Jezeli dla zbioru A € H(X) istnieje granica

InN(A
DF(A):limLJE)

e—0 In=
€

to nazywamy jg wymiarem fraktalnym zbioru A.
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Przyklady obliczania wymiaru fraktalnego Wezsmy przestrzen (R?,dg), gdzie dg jest me-
tryka euklidesows.
1. Punkt
Niech zbiér A = {a}, gdzie a € R.
Wowcezas A\, N(A,e) = 1. Zatem Dp(A) = 0.

e>0
2. Przedzial
Niech zbiér A = [0, 1].

Wtedy A..qN(A,¢e) = —[—é], przy czym |[a] oznacza czes$é catkowita liczby a. Poniewaz A
jest odcinkiem na przedziale [0, 1], wiec przy pokryciu go kulami o promieniu € otrzymujemy
nieré6wnosé:

12 N(A,e)e= N(4,8) >

™ | =

Mozemy oszacowa¢ wymiar fraktalny korzystajac z zaleznosci:

) Inl _InN(A4,¢) In—[—2] _ Inl+1 n 1 1

= = = — — 1.
lnl< Ini Int < Int Int
€ € € € €

Zatem Dp(A) = 1.

Twierdzenie 1. Niech A € H(X),e, =cr™,n € N,0 <r < 1,¢> 0. Wtedy zachodzq nastepujace
implikacje:

1. Jezeli Dp(A) istnieje, to

InN(A, e,
Dp(A) = lim L{E)
n—oo ln —_
En
2. Jezeli istnieje
D= In N(A17 En)7

to Dp(A) istnieje oraz Dp(A) = D.

Przyklady obliczania wymiaru fraktalnego dla zbioréw niespdjnych

1. Zbiér Cantora

Niech C oznacza tréjkowy zbior Cantora. Przyjmujac oznaczenia z Twierdzenia 1 dla zbioru
1

Cantora c=1,r = 3.
Dla kolejnych n € N otrzymujemy ciag (e,,) oraz ciag wartosci N(C,e,):
e1=13,N(C,e1) =2

e = 1% N(C,eq) = 22

-3
g3 = 1% N(C,e5) = 22

en=3",N(C,e,) = 2"

Zatem z Definicji 1 wymiaru fraktalnego otrzymujemy:

In 2" In2
Dr(C) = lm {57 =13
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Poniewaz zbiér Cantora jest absolutnie niespdjny, wiec jego wymiar topologiczny jest réwny
0. Zatem wymiar fraktalny zbioru Cantora jest wiekszy od wymiaru topologicznego tego
zbioru.

2. Dywan Sierpinskiego
Niech zbiér A oznacza tréjkatny dywan Sierpinskiego. Poniewaz kazdy podzial tréjkata
zmniejsza £ o polowe, zatem otrzymujemy ciag €, = (%)n § oraz ciag N(A,e,) = 3".

Korzystajac dalej z Definicji 1 otrzymujemy:

In 3" 1 1
Dp(A) = lim nﬁﬂ = lim _nme n32n+1 = 7111; ~ 1.585.
n—oo |n 7 n—oo (p 4 1)In 3 n

Wymiar topologiczny Dywanu Sierpinskiego wynosi 1, bo zawiera on odcinki, ale nie zawie-
ra zadnego pola. Stad ponownie wymiar fraktalny jest wickszy od wymiaru topologicznego
zbioru.

1.2 Miara i wymiar Hausdorffa

Do zdefiniowania miary oraz wymiaru Hausdorffa konieczne jest wprowadzenie kliku pojeé z teorii
miary i ich wlasnosci.

Definicja 2. Funkcje zbioru p* okreslong na wszystkich podzbiorach zbioru Q, ktéra spelnia wa-
runki:

1. Vacaop*(A) € [0, o0]
2. pr(0)=0
3. jest monotoniczna, czyli speinia warunek:

ACB=p (A) 2 p(B)
4. ma wlasno$c¢ przeliczalnej subaddytywnosci, tzn:

pr(JAn) 2w (An)

nazywamy miarg zewnetrzng.

Definicja 3. Mowimy, Ze zbidr A jest u* mierzalny wzgledem miary p*, gdy:
AW (ANE) + " (A1 E) = 1 (E)
E

Twierdzenie 2. Jesli u* jest miarg zewnetrzng, to klasa M(u*) zbioréw p*-mierzalnych jest o-
cialem, a p* obciete do M(u*) jest miarg.

Definicja 4. Niech p* bedzie miarg zewnetrzng w klasie wszystkich podzbioréw RX . Mdéwimy, ze

w* spelnia warunek Caratheodory’ego, jezeli

i (AUB) = 1" (A) + u*(B)

dla wszystkich rozlacznych podzbioréw A, B C Q, tzn. spelniajgcych warunek: d(A, B) > 0, gdzie
d(A,B) =inf{lz —y|:z € A,y € B}.
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Twierdzenie 3. Niech p jest miarg zewnetrzng na przestrzeni R¥. Jezeli p* spelnia warunek
Caratheodory’ego, to o-ciato R* podzbioréw borelowskich w RX zawiera sie w M (u*). Sted kazdy
2bior borelowski jest p*-mierzalny.

Definicja 5. Niech A € R¥,m,e > 0. Definiujemy funkcje
hin e (A) = infen Xy, (diam (By))™, em > 0,

przy czym infimum rozcigga sie na przeliczalne pokrycia zbioru A zbiorami B, takie, ze diam(By,) <
€.

Lemat 1. hy, (A) jest nierosngcq funkcjg zmiennej €.

Dowéd. Niech &1 < &9, oraz niech (B}), (B2) beda pokryciami odpowiadajacymi €1, e2. Wéwezas
prawdziwe sg nieréwnosci: A, diam(Bnl) < g1 oraz diam(an) < g9 < £7.

Poniewaz pokrycia (B,,LZ) sg brane pod uwage takze w pierwszym przypadku, wiec infimum
rozciaga si¢ na szersza klas¢ zbioréw, stad warto$¢ infimum moze by¢ mniejsza. Zatem hyy, ., (4) €
Rmen (A).

Definicja 6. Wesmy A € R, m > 0.
Funkcje
hn(A) = sup hp, (A)
e>0

nazywamy m-wymiarowq miarg zewnetrzng Hausdorffa zbioru A. Z Lematu 1 wynika, Ze

hon(A) = lim Ay, < (A).

e—0

Lemat 2. Funkcja hy, . jest miarq zewngtrzng na R, spetniajacq warunek Caratheodory’ego, wiec
obcieta do R* jest miarg.

Definicja 7. Miare h,, nazywamy m-wymiarowq miarg Hausdorffa.

Lemat 3. Dla kazdego hp,-mierzalnego zbioru A hg,, (A) jest nierosngeq funkcjg zmiennej m €
R* U {o0}.

Twierdzenie 4. Dla kazdego h,,-mierzalnego zbioru A takiego, ze h,,(A) < oo, prawdziwe sg
nastepujgce implikacje:

1. jezelim' > m, to hy (A) =0.
2. jezelim' < m, to hy, (A) = oco.

Definicja 8. Wymiarem Hausdorffa zbioru A nazywamy nieujemng liczbe dimpy (A) spelniajaca
warunki:

1. jezelim > dimpy(A), to hy,(A) =0
2. jezelim < dimgy(A), to hy(A) = oo
Lemat 4. Niech m € N, A C R™. Wtedy prawdziwa jest nieréwnosé:
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Iteracyjne systemy funkcyjne

Opisze matematyczne narzedzie do generowania fraktali w prosty sposéb. W zbiorach wygenero-
wanych za pomocg iteracyjnych systeméw funkcyjnych ich podzbiory sg identyczng kopia catosci.
W podejsciu matematycznym sa to nieskonczone tancuchy Markowa. W praktyce przy generowa-
niu graficznego obrazu powstalych zbioréw lancuch zostaje zakonczony gdy osiggnie dokladnosé
piksela ekranu.

3.1 Podstawy teoretyczne

Podstawowe definicje i wlasno$ci

Definicja 10. Iteracyjnym systemem funkcyjnym (ang. IEFS - Iterated Function System) nazywamy
przestrzeri metryczng zupelng (X, d) wraz ze skoriczonym zbiorem odwzorowan {ws, ..., wy}, gdzie
w; : X — X jest kontrakcjq ze stalg s;, i =1,..., N, tzn.

Viz1,.. N zyex d(w;(z),w;(y)) <si-d(z,y).
Liczbe s = max{s; : 1 <1i < N} nazywamy czynnikiem kontrakcyjnym dla IF'S.
Definicja 11. Niech A, B € H (X). Wdwczas funkcje:
h(A, B) := max (sup{d(z,B) : z € A} ,sup{d(z, A) : z € B}),

nazywamy metrykq Hausdorffa.
Twierdzenie 5. Oznaczmy IFS w przestrzeni X z przeksztalceniami w; i czynnikiem kontrakcyj-
nym s jako {X; w;, i =1,...,N}. Zdefiniuymy odwzorowanie W : H (X) — H (X) jako

N

W(B):=>» w;(B), BeH(X).

i=1

Wéwczas W (B) jest kontrakcjq ze stalg kontrakcyjng s, na zupelnej przestrzeni metrycznej (H(X), h).

Twierdzenie jest prawdziwe rowniez dla przestrzeni zbiorow domknietych i ograniczonych.

Definicja 12. Zbidr A € H (X) taki, ze W (A) = A nazywamy atraktorem danego IFS.
Istnienie atraktora dla kaZdego IFS zapewnia Twierdzenie 5 oraz Twierdzenie Banacha o kontr-
akcji.

Atraktor IFS mozna otrzymaé badajac iteracje odwzorowania W.

23
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Twierdzenie 6. Niech w,. i, = w;i, ©...0w;, , As 5, = wi, i, (A). Witedy
1.

N
Agy i, = U Agy i

ipt1=1

=S
A D Ail D) Ai]iz 2...D Ail...ip D...o0raz m Ai1...ipi,,+1 7é @

p=1
3. Atraktor A jest zbiorem zwartym.

Przyklady wyznaczania atraktoréw IFS

1. Wezmy IFS okreglony przez zbior {R, wy,ws}, gdzie wy = tz, wy = %x + % Woéwczas

1 1 1
Vaex lun (2) = wn <y>—] . ]<

1 2 1 2 1
Vaex uz (@) = ua )] = |30+ 5 - u -3 <
st@d31:32:s:%.

Przyjmijmy zbiér poczatkowy Ag = [0, 1]. Wowczas

1 2
A = —|, As=1|=,1
1 |:073:|7 2 |:37 :|
1 2 19 21 20
11 {0,9} 12 {3»27] 21 [973] 22 [ }

2777

Dalej sktadajac przeksztalcenia wq,ws w granicy otrzymujemy zbiér Cantora. Zatem atrak-
torem badanego IFS jest zbiér Cantora.

Wezmy IFS okreslony przez zbiér {R, wq,ws}, gdzie wy =0, we = %x + % Woéwezas

Vayex lw (2) — w1 (y) <O0- |z —y| =0

2 1 2 1 2
Vo yex (w2 (x) —ws (y)| = ‘5x+ 339 3‘

y <3l
stad 51 =0, s9 = % Szmax(O,g) = %
Przyjmijmy zbiér poczatkowy Ag = [0, 1]. Otrzymujemy zbiory

1 1[5 1 2\"! 5\"
A ={0}U| =, 1|, Ao ={0}Us - pU|=,1],..., Ay =10,=,...,1— | = Uil—1(-=-1,1].
' {}{3’]’2 {}{3”9’}’ ’ {3 (3) }{ (9) ]
Stad w granicy dostajemy atraktor badanego IFS, ktorym sa wyrazy ciagu geometrycznego
1 2
a; = 3 q = 3

W ogélnym przypadku wyznaczenie atraktora IFS nie jest trywialne, jednak istnieje Twierdze-
nie 7 dajace mozliwo$¢ przyblizenia atraktora z pewna doktadnoscia.



ROZDZIAL 3. ITERACYJNE SYSTEMY FUNKCYJNE 25

Twierdzenie 7. Niech L € H (X) oraz e > 0. Niech {X;wn,...,wn} bedzie IFS z czynnikiem
kontrakcyjnym s takim, zZe

N
Jwi (L) <e.
=1

Wtedy, jezeli A jest atraktorem dla tego IFS, to

€
1—s"

h(A, L)<

Wezmy IFS postaci {R, w1y, ws}, gdzie w; = 0.51z — 0.01, wy = 0.47x 4 0.53 z atraktorem A.
Niech L = [0,1]. Wéwczas s = max (0.51,0.47)) = 0.51. Mozemy wyznaczy¢:

h(0,1], W ([0,1]) = h ([0, 1], |Jwi (o, 1])) = h([0,1],[~0.01,0.5] U[0.53,1]) = 0.01.

i=1
7 Twierdzenia 7 otrzymujemy, ze

0.0l 0.01
<= <0, :
h([0.1].4) < T g8y = ggg < 002041

Adresowanie punktéw atraktora

Definicja 13. Niech dany bedzie IFS postaci {X; w1, ..., wn} oraz niech (3,d.) oznacza przestrzen

metryczng, ktorej elementami sq wszystkie ciggi o wartosciach ze zbioru {1,..., N}, gdzie
]
d w,a:E _ M w,oe.
e(@,0) —~ (N+1)"

(3, d.) nazywamy przestrzenig kodowg na N symbolach stowarzyszong z IFS.
Dla kazdej tréjki (o,n,z) € ¥ x N x X definiujemy odwzorowanie

¢ (o,n,x) = W40, (7).
Twierdzenie 8. Dla kazdych x € X, o € ¥ granica

lim ¢ (o,n,z)

istnieje i jest niezalezna od x € X. Oznaczamy jg przez ¢ (o), przy czym odwzorowanie ¢ : ¥ — A
jest ciggle i “na”.

Definicja 14. Adresem punktu a € A jest kazdy element zbioru
67 (a) = {we D 6(w) = a}.
Definicja 15.

1. IFS nazywamy absolutnie niespéjnym, jezeli kazdy jego punkt posiada jednoznaczny adres,
tzn. réwnowaznie gdy

w; (A)Nw; (A) =0, dlai,je{l,...,N},i#j.

2. IFS nazywamy $cisle przylegajacym, gdy nie jest absolutnie niespdjny, ale jego atraktor
zawiera niepusty zbiér 0, otwarty w przestrzeni metrycznej A, taki, ze
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() w; (@) Nw; (0)=0,dlai,je{l,....,N}, i #7,
(b) UiZy wi (0) C 6.
Warunki te nazywamy warunkami zbioru otwartego.

3. W pozostatych przypadkach IFS nazywamy nachodzacym.

Definicja 16. Punkt a € A nazywamy okresowym, gdy istnieje skoriczony cigg liczb (o) _, C
{1,..., N}’ taki, Ze a = wo,...s, (a). Najmniejsze takie p nazywamy okresem punktu a.

Adres punktu okresowego nazywamu adresem okresowym. JeZeli adres jest okresowy oprécz skon-
czonej ilosci wyrazéow poczgtkowych to nazywamy go adresem ostatecznie okresowym.

Twierdzenie 9. Atraktor IFS jest domknieciem swoich punktow okresowych.

Samopodobienstwo i wymiar Hausdorffa dla TFS

Za pomoca IFS mozna w prosty sposéb tworzyé fraktale gdyz konstrukcja atraktoréw pozwala na
tworzenie zbioréw w ktérych podzbiér jest podobny do calego zbioru. Ponizsze definicje okreslaja
$cisle samopodobienstwo atraktoréw IFS.

Definicja 17. Atraktor A nazywamy samopodobnym, gdy
1. hpy (A) > 0 dla pewnego m > 0
2. hm (w; (A) Nw; (A)) =0 dla kazdego i # j.

Twierdzenie 10. Jezeli atraktor A speinia warunki zbioru otwartego oraz wszystkie w; sq podo-
bienstwami, to A jest samopodobny.

Twierdzenie 11. Jezeli w; sq podobienistwami ze stalymi s; oraz 0 < hy, (A) < oo, to A jest
samopodobny wtedy i tylko wtedy, gdy

N

m o _
E s, =1
i=1

Zatem dimy (A) = m. Tak okreslong warto$é m nazywamy wymiarem podobienstwa atraktora A.

Twierdzenie 12. Jezeli X = R",
w; (A)Nw; (A) =0, dlai,je{l,...,N}, i #j, (3.1)
oraz istniejq liczby 0 < s; < §; < 1 takie, ze
silz —yl <|w; (z) —w; (y)| < sifr —y|, i€ {l,...,N},
to
min {n, k} < dimy (4) <1,

gdzie
N

S

k =1

i=1 =1

Gorne oszacowanie pozostaje prawdziwe nawet gdy nie zachodzi warunek 3.1.
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Lancuchy Markowa

Przy generowaniu atraktoréw iteracyjnych systemoéw funkcyjnych wychodzi sie od stanu poczatko-
wego Ap a nastepnie przeksztalca si¢ go przeksztalceniem wy, i, = w;, ow;, ..., gdzie iy, 42, ...
sg losowo wybierane sposéréd okreslonych przeksztalcen IFS. Wszystkie stany posrednie wygenero-
wane w ten sposéb daja atraktor IFS.

Losowanie przeksztalcen IFS jest przykladem zastosowania lancuchéw Markowa [5].

Definicja 18. Cigg préb o mozliwych wynikach Eq, Es, ..., En nazywamy lanicuchem Markowa,
jezeli prawdopodobienstwa ciggow prob sq zdefiniowane wzorem:

P{(Ejo, Ej1s- -, EjN)} = QjoPjoss Prja - - - Pin_1jns

gdzie poczgtkowy rozktad prawdopodobienstwa dla zdarzen Ei w momencie 0 jest okreSlony przez
{ar} oraz p;i oznaczajq stale prawdopodobdieristwa warunkowe zajscia zdarzenia Ey,, przy zaloZeniu,
Ze w poprzedniej probie wystgpilo zdarzenie Ej.

Cechg charakterystyczna tancuchow Markowa jest to, ze wynik dowolnej proby zalezy wylacznie
od wyniku préby poprzedniej. W Definicji 18 a; oznacza prawdopodobienstwo przejscia ze stanu
poczatkowego do stanu Ey.

Poniewaz zawsze nastepuje przejscie ze stanu j do stanu k, wiec prawdziwa jest rownoscé:

pj1 +pj2 +pjz + ... = 1, gdzie pji > 0.

Przejscie ze stanu E; do stanu Ej, w ciggu dokladnie n krokéw moze zrealizowaé si¢ réznymi
drogami

E; - FE; —...—E; | — E.

In—1
Prawdopodobienstwo kolejnego zajécia tych zdarzen jest réwne p;jiDj, j, - - - Pj,_1j,- Oznaczmy su-
(n)

me takich prawdopodobienstw dla wszystkich mozliwych drég jako p jZ .

Twierdzenie 13. Dla laricuchéow Markowa prawdziwe sg¢ nastepujace réwnosci:

2
P =" pjupor,
v

e co drogq indukcji daje wzor
1
P =3 piuly,
v

o dalej indukcyjnie wzgledem m otrzymujemy

n+m m n
p;‘k )= Zpgv )pf,k)‘

7 powyzszej wlasnosci mozemy zapisac, ze prawdopodobienstwo powrotu do stanu poczatko-
wego po n krokach wynosi:
(n) _ (n)
a, = = Z ajpjk .

J

Z powyzszego mozna wywnioskowaé, ze atraktory IFS sa zastosowaniem wprost lancuchéw
Markowa. Ag jest stanem poczatkowym z prawdopodobienstwem przejécia z tego stanu do stanu
k réwnym ay. Kolejne stany otrzymywane sa poprzez skladanie przeksztalcen IFS w; {1,...,N}.
Przy generowaniu atraktoréw mozna zatem korzystaé z teorii dotyczacej tancuchéw Markowa.
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3.2 Graficzne przedstawienie atraktoréw IFS bedacych frak-
talami

1. Trojkgt Sierpiriskiego
Wezmy IFS postaci {R?;wy, wa, w3}, gdzie

W1 Tpt+1 = 0.52,, Ynt1 = 0.5y, + 0.5,

wy : Tpt1 = 0.5z, — s Ynt1 = 0.5y, + 0.25,

R

w3 : Tpt1 = 0.5z, + T, Yn+1 = 0.5y, + 0.25.

Atraktor tego IFS zostal zobrazowany na Rysunku 3.1.

Rysunek 3.1: Atraktor IFS 1 zobrazowany na plaszczyznie daje w wyniku Tréjkat Sierpinskiego.

Atraktor powstal przez losowanie indekséw i,, przeksztalcen w zlozeniu przeksztatcen w;, o

.ow;,, gdzie p € N, n = {1,...,p} oraz 4, = {1,2,3}. Indeksy zostaly wylosowane
z jednakowym prawdopodobienstwem % Istnieje mozliwosé ustawienia réznego prawdopo-
dobienstwa dla kazdego z przeksztalcen w;,. Oznaczmy prawdopodobienstwo wylosowania

przeksztalcenia w; jako k;, dla kazdego j = {1,2,3}.
Po zréznicowaniu prawdopodobienstw przydzielonych przeksztatceniom Tréjkat Sierpinskiego
powstaje w spos6b nieréwnomierny, co mozna zaobserwowaé na Rysunku 3.2.

2. Dywan Sierpinskiego

WeZmy IFS postaci {RQ;wl,wg,w3,w4,w5,w6,w7,w8}, gdzie

1 1

1
W1t Tyl = gﬂfn 3 Ynt+1 = gyn + 3
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Rysunek 3.2: Tréjkat Sierpinskiego z nieréwnomiernie okreslonymi prawdopodobienstwami dla od-
wzorowan: ki = ko = 0.475, ks = 0.05.

1 1 1
W2 Tp41 = gxn - §7 Yn+1 = gyn7
1 1
W3 @ Tp+1 = gxn - §; Yn+1 = Tn41 = gyn - 57
1 1
Wy Tn41 = gl'n, Yn+1 = gyn - 57
1 1
Ws @ Tp41 = ngu Yn+1 = gyn + §>
1 1 1
We + Tn41 = gxn + §a Yn+1 = gyn + 5’
1 1 1
W7 P Tpt1 = gmn + 3 Yn+1 = gym
1 1 1
Wg : Tp41 = gl’n + 3 Yn+1 = Tpt1 = gyn ~ 3

Atraktor tego IFS zostal zobrazowany na Rysunku 3.3. Jest to odpowiednik zbioru Cantora
w przestrzeni dwuwymiarowe;.

Po zréznicowaniu prawdopodobienstw przydzielonych przeksztatlceniom Dywan Sierpinskiego
powstaje w spos6b nieréwnomierny, co mozna zaobserwowaé na Rysunku 3.4.

3. Paproé Barnsleya
WezZmy IFS postaci {Rz; w1, Wa, W3, w4}, gdzie

wy : Tpt1 = 0.85x, 4+ 0.04y,, Yny1 = —0.04z,, + 0.85y, + 1.6,

wy : Tpy1 = —0.15z, + 0.28y,, yn+1 = 0.26x,, + 0.24y,, + 0.44,
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Rysunek 3.3: Atraktor IFS 2 zobrazowany na plaszczyznie daje w wyniku Dywan Sierpinskiego.
Na rysunku atraktor z jednostajnym rozkltadem prawdopodobienstwa.

w3 : Tpt1 = 0.20x, — 0.26y,, ynt+1 = 0.23z, + 0.22y,, + 1.6,
Wyt Tpt1 =0, Ypy1 = 0.16y,.

Atraktor tego IFS z réwnymi oraz zréznicowanymi prawdopodobienstawmi losowania prze-
ksztalcen w;, zostal zobrazowany na Rysunku 3.5.
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Rysunek 3.4: Dywan Sierpinskiego z nieréwnomiernie okre$lonymi prawdopodobienstwami dla od-
wzorowan: k’g = k’g = 0005, /{71 = k?g = k74 = k75 = k?g = k77 = 0.165.
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Rysunek 3.5: Atraktor IFS 3 zobrazowany na plaszczyznie daje w wyniku Paproé¢ Barnsleya z

rownomiernym rozktadem prawdopodobienstwa oraz z prawdopodobiefistwami k; = 0.85, ko =
ks =0.07, k4 = 0.01.



Rozdzial 6

Zbiory Julia 1 Mandelbrota

Zbiory Julia i Mandelbrota sa fraktalami okreslanymi przez funkcje analityczne. Ich graficzna
reprezentacja na plaszczyznie jest tworzona przy uzyciu liczb zespolonych i ich zobrazowaniu na
plaszczyznie Gaussa. Mozliwe jest rozszerzenie zbioréw na wickszg ilos¢ wymiaréw i przedstawienie
ich w przestrzeni tréjwymiarowej poprzez zastosowanie kwaternionéw.

6.1 Zbiory Julia i Mandelbrota na plaszczyznie

6.1.1 Intuicja

Okreélmy funkcje f (2) = 22+ k, gdzie z, k sa liczbami zespolonymi. Niech f" (z) oznacza n-krotne
zlozenie funkcji f, oraz fi (2) = 2? + k. Oba zbiory powstaja przez iteracje ciagu f* wzgledem
zmiennej n - stopien zlozenia funkcji f.

Zbiér Mandelbrota okresla si¢ jako zbiér tych liczb k przy ktérych ciag f7' (0) pozostaje ogra-
niczony przy n — oo:

{k  Tim £ (0) < oo}.

Zbiér Julia okredla sie jako zbidr tych punktéw z przy ktérych ciag f™ (z) pozostaje ograniczony
przy n — oo:

{z s lim f7(2) < oo}.

n—o0
6.1.2 Definicje i pojecia
Okreélmy funkcje f (2) = 22 + ¢, gdzie z,c € C oraz c jest stala. Okredlmy ciag (z,) jako:

zn = f (2n-1),
przy czym zq jest okreslong wartoscia poczatkows.
Definicja 19. Orbitq punktu zg € C nazywamy zbior:
OF (20)={2€C:2=f"(2),meN}.

Jezeli istnieje takie n, dla ktérego:

1. zg = zp,

2. Z1y..., Zn—1 S TOZNE

wéwezas orbite O (20) nazywamy okresowq, a punkt zo nazywamy okresowym o okresie n.

50
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Definicja 20. Punkt z € C nazywamy ostatecznie okresowym gdy istnieje n € N dla ktérego z jest
punktem o okresie n.
Punkt ostecznie okresowy, ktory nie jest okresowy nazywa sie preokresowym.

Definicja 21. Niech zo bedzie punktem o okresie n. Wartoscig wlasng dla okresowej orbity O (2q)
nazywamy liczbe:

A=Az = (") (20) -

Wartosé wlasna jest ustalona dla kazdego punktu w cyklu. OkreSla sie podzial orbit ze wzgledu na
wartos$é A:

1. 0 < |A| < 1 - orbita przyciggajgca,
2. A =0 - orbita superprzyciggajgca,
3. |\l > 1 - orbita odpychajgca,

4. |\ =1 - orbita neutralna.

Definicja 22. Basenem przyciggania A.(z) nazywa sie zbidr punktdw ktére dgzq do okresowej
orbity OF wyznaczonej przez funkcje f (2) = 22 + ¢:

AC(Z):{20€C:fk(20):2’,k>0}.

Dla wielomiandw okresla sie¢ basen przyciggania:
Ac(00) = {zo €C: lim fF(z) = oo}.
k— o0

Dla dowolnej funkeji f (z) = 22+ c istnieja zawsze punkty zg, ktére generujg ograniczone orbity;
np. dla kazdej funkcji f istnieja przynajmniej dwa punkty stale bedace rozwiazaniem réwnania
2
z°+c=z.

Definicja 23. Brzeg zbioru A.(00) oznacza sie jako J. = 9A. (00) i nazywa sie zbiorem Julia

funkcji f..
Zbior ograniczonych orbit dla c € C

K.=C\ Ac(00) = {20 e C: f¥(20) <00,k >0}
nazywamy petnym zbiorem Julia.

Zbior J. jest granica pomiedzy orbitami dazacymi do nieskoniczonosci oraz orbitami ograniczo-
nymi przy k — co. Mozna zatem okresli¢ zaleznosé:

K, = J, = DA (c0).

Definicja 24. Dla dowolnego ¢ € C okreslmy funkcje f. (z) = 22+c oraz ustalmy zo = 0. Zbiér tych
punktéw ¢ dla ktérych fI* (0) pozostaje ograniczony dla n — oo nazywamy zbiorem Mandelbrota:

M:{CEC:nli_)ngoff(O)<oo}.

Pomiedzy zbiorami Julia i Mandelbrota istnieje silna zalezno$¢. Punkt ¢ € M wtedy i tylko
wtedy gdy K. jest zbiorem spéjnym.

Dla wiekszoéci wartoéci statej ¢ zbiory Julia sa fraktalami. Na Rysunku 6.1 przedstawiono
wybrane zbiory Julia wraz ze zobrazowana stala ¢ na zbiorze Mandelbrota.
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c=(0,0) c=(-1.45, 0)

c=(-0.75, 0) c = (-1.26, 0.02)

c = (-0.36, 0.63)

c = (0.32, 0.39) 31 |I
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Rysunek 6.1: Wybrane zbiory Julia wraz ze zobrazowana stala ¢ € C na zbiorze Mandelbrota.
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