1 Parametryczne krzywe trzeciego stopnia

1.1 Wstep

Rozpatrzmy wielomian trzeciego stopnia reprezentujacy skonczony segment krzywe;j.
Jego parametryczna forma ma postac

z(t) = a;t® +byt? + ¢t + d,
ayt® + byt* + eyt + d, t € 10,1] (1.1)
2(t) = at®+b,t* + et +d,
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Macierzowo réwnanie (1.1) przybiera postaé

Q) =C-T, (1.2)
gdzie
t3
ay by ¢, d, .2
C=1a, b, ¢, d, T =
t
1
Zatem pochodna
3t?
d 2t
~0() =C -
7 @) )
0
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Jedli potaczymy z soba dwa segmenty Q1 (t), Q2(t) krzywej, to gdy:

(a) Q1(1) = Q2(0) to krzywa ma ciaglosé geometryczng G°
(b) 407 (1) = aQ;(0), a € R+, to krzywa ma cigglosé geometryczng G*

() 4-Q7 (1) = 4-Q; (0) to krzywa ma cigglosé parametryczng C™

Cigglodé GY oznacza po prostu zwykla cigglosé funkeji w punkcie. Pierwsza pochod-
na Q'(t) wyraza predkoéé punktu krzywej wzgledem parametru t. Zatem ciaglosé
geometryczna G oznacza jedynie, ze predkoéé przy przejéciu przez punkt potgczenia
nie zmieni kierunku, natomiast moze zmieni¢ wartos¢. Wynika z tego, ze uzywanie
takiej krzywej jako Sciezki kamery w animacji spowoduje wyrazny skok szybkosci
przesuwania si¢ kadrow, co oczywiscie jest zwykle niepozadane. Podobnie negatyw-
ny efekt w animacji daje cigglo$é¢ parametryczna C1, gdyz w przypadku, gdy drugie
pochodne segmentéw w punkcie polaczenia sa rézne to punkt na krzywej (kamera)
zmienia skokowo przyspieszenie. Dopiero ciaglo$é parametryczna C? usuwa ten pro-
blem.

Mozemy zatem powiedzieé, ze krzywa Q(t) charakteryzuja:

(1) punkty poczatkowe i koficowe kolejnych segmentow

(2) rodzaj ciagtosci w punkcie taczenia segmentéw

1



Dla jednoznacznego okreslenia krzywej trzeciego stopnia potrzebujemy czterech wspot-
czynnikow dla kazdej z trzech zmiennych w kazdym segmencie. Dla jasnego zary-
sownia sytuacji macierz C', ktorej wymiar wynosi 3 X 4, rozbijemy na iloczyn dwédch
macierzy G - M. Pierwsza z nich okreslamy macierzq geometrii , druga macierzg
bazowq, przy czym G € M3y, M € Myyy. Daje to nastepujace rozwiniecie

m m m myl t3

(0] [Gn G Gu Gu] [T T T ] T

Qt)=1| yt) | =| Gy Gz Gy Gy mig Moy mgg ma3 ||t
z(t) Gi. Ga. Gs, Gy

Mg Mg M3q Myd

Oznaczmy teraz przez G; = (G Giy Gi)7, 1=1,2,34, G, = [G1p Gaw Gz Guyl
(analogicznie okreslamy G, i G,). Wtedy jesli przez B oznaczymy iloczyn M - T, to
otrzymujemy

z(t) = G, B
Q)= yt) = G,-B (1.3)
z(t) = G, B

Macierz B jest macierza bazowa dla krzywej Q(t), a bazami sa wielomiany trze-
ciego stopnia. Rozne postacie macierzy G i M generuja rézne klasy krzywych. Przed-
stawimy ponizej dwa podstawowe typy krzywych trzeciego stopnia: krzywe Hermi-
te’a i krzywe Beziera.

1.2 Krzywe Hermite’a

Macierz geometrii G dla tej krzywej zawiera informacje o punktach poczatkowym
i koncowym danego segmentu oraz o wektorach stycznych w tych punktach

Gu=1[P, P. T, Ty, (1.4)
gdzie P,, P, oznaczaja odpowiednio punkt poczatkowy i koncowy segmentu, a T,
T} oznaczaja styczne w tych punktach. Wtedy
t3

w(t) =Gy - My - T =[Py PY T3 Tp| - My -

Stad oczywiscie

[0 1
| 1 1
[0 3
! T T 0 ! T T 2
FO) =T =Gy My || F()=TF =Gy My~ |
L 0 | 0



W sumie daje to postac

010 3
v e 010 2
Gh=Gy M- |y | | 1 (1.5)
1100
co musi implikowaé
01037 2 -3 0 1
010 2 -2 3 00
Mu=1\09 111 T 1 =210 (1.6)
1100 1 =100
Otrzymalidémy zatem cztery funkcje bazowe krzywej Hermite’a
by (1) 2-301]-[¢ ¢t 1"
by(t) = [-2 30 0]-[t3 2 ¢ 1]"
T (1.7)
bs(t) = [1—2 1 0]-[¢3 ¢* ¢ 1]
ba(t) = [1—110]-[t3 ¢ ¢ 1"

Rysunek 1.1: Funkcje bazowe Hermite’a stopnia trzeciego.

poczatkowym jedynie by (t) jest niezerowa, a w punkcie konicowym tylko by(t) posia-
da tg witasnosé. Podobnie jest dla pochodnych funkcji bazowych. Dla ¢t = 0 tylko
by(t) # 0, dla t = 1 tylko b,(t) # 0.

Kazdy punkt krzywej Q(t) jest wektorem w przestrzeni R3. Rozpatrzmy ten wek-
tor nie jako punkt, ale jako kierunek wraz z przypisanag mu dlugoscia. Jesli przez
Uy (1), uy(t), u.(t) oznaczymy odpowiednie kosinusy kierunkowe wektora Q' (), tzn.

! Q, (1) ) .
(1) = &g (1) = g w=(1) = &gy to Q'(1) = 1Q (1)|uz). adzie
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u(t) = [ug(t) uy(t) w.(t)] (oczywiscie |u(t)| = 1).Wtedy wektor geometrii G moz-
na zapisac jako [Q(0) Q(1) |Q'(0)|u(0) [Q'(1)[u(1)]. Wynika z tego, ze dla ustalo-
nego ukltadu {Q(0), Q(1),u(0),u(1)} istnieje nieprzeliczalnie wiele réznych ksztattéw
krzywej Hermite’a, takich samych punktach koncowych i takich samych nachyle-
niach w tych punktach (rys. 1.2). Generalng zasada dla krzywych Hermite’a jest,

20

Rysunek 1.2: Wszystkie krzywe majg jednakowe parametry z wyjatkiem dltugosci
wektoréw stycznych.

ze przy ustalonych punktach koncowych i ustalonych nachyleniach w tych punk-
tach, jesli dtugosci wektoréw stycznych sa mate w stosunku do odleglosci punk-
tow Q(0), Q(1) to ksztalt krzywej jest tagodnym tukiem, jesli jednak stosunek
ten przekroczy pewng liczbe caltkowita to w krzywej zaczynaja pojawiaC sie pe-
tle. Nietrudno tez pokaza¢ [1], ze przy tych samych warunkach kazdy punkt po-
sredni segmentu, tzn. Q(t;), gdzie t; € (0,1) lezy na ptaszczyznie réwnoleglej do
obu stycznych i przechodzacej przez punkt ¢;(Q(0) + Q(1)). Rozwazmy teraz sytu-
acje kiedy macierz geometrii Gy = [Q(0) Q(1) Q'(0) Q'(1)] zastapimy macierza
Gy =[Q(1) Q) —Q(1) —Q'(0)], tzn. segmenty posiadaja te same nachylenia
stycznych w tych punktach, z odwrotnym zwrotem. Oznacza to, ze jesli ¢ i v okre-
slajg parametryzacje tych krzywych to v = 1 —t oraz ze ksztatty obu tych krzywych
sg identyczne. Jest to najprostszy przyktad operacji reparametryzacyi krzywych. Re-
parametryzacja ta posiada wtasnos¢ niezmienniczosci ksztattu, tzn. ksztatt krzywej
jest jej niezmiennikiem. Zachowanie ksztattu w tym przypadku wynika po prostu z
faktu, iz by (1 —t) = ba(t) oraz b3(1 —t) = —by(t). W ogdlnym przypadku reparame-
tryzacja polega na zastapieniu parametru ¢t € [tq,t5], parametrem v € [vy, 1], tzn.
przyporzadkowaniu punktowi reprezentowanemu przez parametr ¢ = oty + (1 — «)ts,
(v € [0, 1]) punktu okreslonego przez parametr v = av; + (1 — a)vg. Niech v = f(t).
Dla zachowania stopnia wielomianu krzywej i kierunkéw wektorow stycznych po-
trzeba, aby f byla liniowa, tzn. v = f(t) = at +b. Wtedy & = a. Zadanie aby
parametry tq, to i v, vo odpowiadaly sobie wzajemnie implikuje, ze v = at; + b,
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vy = aty + b. Stad % Przyjmjemy, ze krzywa reprezentowana przez parametr ¢

to Q(t), a reprezentowana przez parametr v to R(v). Wtedy R'(v) = 1Q'(t) oraz
macierze geometrii spetniaja nastepujace warunki

R(v1) = Q(t)
B}(UQ) = Q(tg)
R Ul) = é@/(tl)
R UQ) = éQ (t2)

Wynika z tego ze dhugosci tych stycznych zmieniaja sie proporcjonalnie do zmiany
parametru.

Naturalnym zastosowaniem reparametryzacji jest sytuacja obcinania krzywej (np. w
punktach przeciecia z inng krzywa przy modelowaniu). Bez zmiany og6lnosci moze-
my zaltozy¢, ze obcinanie krzywej Q(t) odbywa si¢ wewnatrz segmentu okre$lonego
przez parametry t = 0 it = 1. Niech t; i {5 oznaczaja parametry obcinania. Wtedy
potrzebujemy znalez¢ nowa parametryzacje dla pozostawionego kawatka segmentu,
tzn. taka aby v = 0 odpowiadalo wartosci ¢ = ¢1, a v = 1 wartodci t = t5. Z
przeprowadzonych powyzej wyprowadzen dostajemy, ze

R(0) = Q(t)
R(1) = Q(ts)
R(0) = Q: (t1)(t2 — t1)
R(1) = Q(t2)(ta —t1)

1
Liniowa zalezno$¢ pomiedzy parametrami przyjmuje w tym przypadku postaé t =
t1 + vAt, gdzie At =ty — t;. Wtedy n-ta potega parametru ¢ wyraza sie wzorem

= i ( Z ) th (AL (1.8)

k=0

i
(

Dla n = 3 odwzorowujemy na siebie wektory T = [t* ¢ t 1] oraz V = [v® v? v 1],
Macierz Sy _r, ktora dokonuje tej transformacji spetnia warunek 7' = Sy _.p -V i
ma wobec réwnania (1.8) postaé

A3 0 0
G A2 A2 0
V=T =1 32AL 24At At
t3 2 4

o O O O

Stosowanie reparametryzacji w podziale krzywej na mniejsze kawatki wykonuje sie
identycznie, stosujac powyzsze procedury dla kazdego kawalka. Jest to szczegolnie
efektywne przy podziale jednostajnym segmentu na 2" kawatkow o dlugosci 2% [1].
Zdefiniowanie krzywej Hermite’a nie musi odbywac sie bezposrednio przez wskazanie
macierzy Gg. Mozna np. pokazaé, ze wystarczy znajomosé¢ dwoch punktéw konco-
wych, nachylenn w tych punktach (tylko kierunkéw) oraz pewnego punktu, o ktérym
wiemy, ze lezy wewnatrz krzywej (ale nie znamy jego parametru). Wyprowadzenie
macierzy Gy w tym przypadku pozostawia si¢ czytelnikowi. Inna mozliwa realiza-

cja krzywej Hermite’a zaktada znajomos¢ czterech punktéw do niej nalezacych wraz



z odpowiadajacymi im parametrami. Oznaczmy je przez P, P, P3, P;. Niech P
oznacza macierz 3 X 4 zawierajaca ich wspotrzedne, tzn.

Pla: P2;t PS:C P4$
P=| Py, P, P P
Plz P2z P3z P4z

Wiadomo, ze dla i=1234, P, = Gy - My - Ty, gdzie T; = [t} ¢ ¢; 1. Niech
To = [Ty Ty Ts Ty). Wtedy P = Gy-My-Tp, codaje Gy = P - T;' - My*. Ustalajac
zbior parametrow otrzymujemy rodzine wszystkich krzywych Hermite’a generowna
przez punkty odpowiadajace tym parametrom i stala macierz T5' - M ot

Laczenie segmentéw krzywych Hermite’a mozna zrealizowac na trzy sposoby, zalez-
nie od pozadanych wlasciwosci w punktach taczenia.

Niech G1 = |Q1(0) @1(1) Q1(0) @ (1)], G5 = [Qs(0) Qs(1) Q5(0) Q5(1)] ozna-
czaja dwa segmenty krzywych Q1 i Qs, przy czym @Q1(1) # Q3(0). Jesli chcemy je
potaczy¢ innym segmentem krzywej Hermite’a ()5 to szukamy macierzy geometrii
Ga = [Q2(0) Qa(1) Q4(0) Q5(1)] takiej, ze
(a) Q1(1) = Q2(0), Q2(1) = Q3(0) co daje cigglosé geometryczng G°
(b) @1(1) = Q2(0), Qa2(1) = Q3(0), Q\(1) = k1@Q5(0), Q5(1) = kaQ5(0), gdzie
k1, ko # 1 co daje cigglo$é geometryczng G*.

(c) Q1(1) = Q2(0), Q2(1) = Q3(0), Q1(1) = Q5(0), Q5(1) = Q5(0) co daje ciagtodé

parametryczng C?.

Rozwigzaniami dla kolejnych przypadkoéw sa macierze Gy postaci

(a) G2 = [(1) @5(0) A B), adzic A, B € R
(b) G2 = |@1(1) Qs(0) k1@ (1) kaQ3(0)], gdzie ky, ks € Re

() Go=[Qu(1) Qs(0) Q(1) Q4(0)]

1.3 Krzywe Beziera

Krzywe te sg efektem kilkuletnich prac P.Beziera, inzyniera w firmie Renault, ktore
miaty da¢ w efekcie krzywe, umozliwiajace prostsza i bardziej intuicyjng kontro-
le nad nimi, niz to miato miejsce w przypadku krzywych Hermite’a. Ostateczny
ksztalt krzywe Beziera przyjety w roku 1970. Jako punkty kontrolne Bezier przyjal
wierzchotki P; ustalonego wielokata o n + 1 wierzchotkach, tzw. wielokqta charak-
terystycznego. Wtedy kazdy punkt budowanej krzywej wyraza sie jako kombinacja
liniowa punktéw kontrolnych i funkeji bazowych f;(t) tzn.

Q(t) =>_Fifi(t) t €10,1]
i=0
Baza (f;)y zostata okreslona przez zbiér zadanych wlasnosci krzywych, tzn. [1]
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(1) krzywa Q(t) interpoluje pierwszy i ostatni punkt P;, tzn. Q(0) = Py, Q(1) = P,

(2) k-ta pochodna w punktach konicowych segmentu jest generowana przez k
pierwszych punktow kontrolnych, liczac od kazdego z koncow; w szczegdlnosci
pierwsza pochodna (tzn. styczna w punktach Py i P,) jest dana odpowiednio
przez kierunki wektoréw P, — Py oraz P, — P,_1

(3) funkcje f;(t) sa symetryczne wzgledem parametréw ¢ 11—t

Whasnosci te spetniaja uktady pierwszych n + 1 wielomian6w Bernsteina

Bin(t) = ( 7; )ti(1 — )" i=0...n (1.9)

Dla trzech punktow tzn. n = 3 mamy krzywe Beziera trzeciego stopnia, ktorych
funkcje bazowe przybieraja postac

Bng(f) - (1—t)3

Bi(t) = 3t(1-1)?

Bya(t) = 322(1—1) (1.10)

Bss(t) = 3

Wtedy
Q(t) = [Py Py Py Ps] - [Bos(t) Bis(t) Bas(t) Bss(t)]" =
-1 3 =31 t3
3 —6 3 0 12
=[P P Py Py —3 3 00| | ¢

1 0 00 1

Stad od razu otrzymujemy obie szukane macierze, geometrii i bazowa:

Gp= [Py P P, P3] € M3y,

-1 3 -3 1
3 =6 3 0
Mp = -3 3 00
1 0 00

Odpowiadajaca punktom Fy, P, P, P; macierz geometrii krzywej Hermite’a ma
postac
GB: [PO P3 k1<P1—P0) kg(Pg—PQ)]

dla pewnych kq, ko € R, . Jakie powinny by¢ te wartosci, aby obie macierze geometrii
generowaly identyczne krzywe? Dla krzywej Beziera Q(t) mamy Q' (t) = (—3% 46t —
3)Py + (9t — 12t + 3) Py + (—9t% 4 6t) P, + 3t*Ps3, co daje Q' (0) = 3(P, — P,) oraz
Q' (1) = 3(P; — Py), wiec ky = ky = 3. Macierz konwersji Mp_y pomiedzy tymi
krzywymi spelnia zaleznosé

Gy =Mp_pg-Gg= My -Mg-Gp
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Z faktu, iz 3.1 B;, = 1 wynika, ze krzywa Beziera znajduje si¢ wewnatrz powtloki
wypuktej swoich punktow kontrolnych. Inng wazna jej wtasnoscia jest niezmienni-
czos¢ wzgledem przeksztalcen afinicznych. Co wiecej, kazda reparametryzacja afi-
niczna krzywej Beziera daje réwniez krzywa niezmienionego ksztaltu. Wykazanie
tego pozostawia sie czytelnikowi jako ¢wiczenie.

Ponizszy rysunek przedstawia funkcje bazowe krzywej Beziera trzeciego stopnia.
Wida¢ z niego, ze w punktach koncowych jedynie By 3 oraz odpowiednio B33 ma-

Rysunek 1.3: Funkcje bazowe Beziera stopnia trzeciego.

ja jaki$ wplyw na ksztalt krzywej. B; 3 najsilniej wptywa w punkcie dla parametru
t= %, natomiast By 3 dla parametru ¢ = % Z wtasnosci (3) funkcji bazowych wynika,
ze zmiana kierunku parametru nie wptywa na ksztaltt krzywej. Oczywiscie moze si¢
zdarzy¢, ze cztery punkty kontrolne to za mato dla potrzeb konkretnego przypadku.
Wtedy musimy doda¢ kolejne punkty, co oznacza zwiekszenie stopnia wielomianu
Q(t). Chodzi nam oczywiscie o takie dodanie punktu, aby nie zmienit sie ksztalt
krzywej, co pociaga za sobg takze przemieszczenie wszystkich juz istniejacych punk-
tow kontrolnych. Zatézmy, ze dana jest krzywa z n + 1 punktami kontrolnymi i
ze dodajemy do niej punkt n + 2-gi, zadajac zachowania ksztaltu. Oznacza to, ze
wejsciowy zbiér punktéw kontrolnych (FP;)R przejdzie w nowy zbior (P;)it! tak, ze
zajdzie réwnosé
n+1 n

> PiBinii(t) =Y PiBin(t)

=0 =0

Stad

— iﬂ(?)ti(l — )" = iﬂ(ﬁ)ti(l — )"+ (1 —t)] =
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Stad

— 1
1 1 1—1
a po redukcji

pi_pi_l( ! )+B<1— ! ) i=0,...,n+1
n+1 n+1

Otrzy,alismy zatem jawne wzory na obliczenie nowego zbioru punktéw kontrolnych.
Wzér ten mozna uogoélni¢ na przypadek dodania k& punktéw kontrolnych. Mamy

wtedy
(i)

J— n n
RRYIcy
Przypadek, w ktérym musimy obcinaé¢ segment krzywej @Q(¢)w punktach ¢; i t3
rozpatrujemy analogicznie jak to bylo z krzywa Hermite’a, tzn. dokonujemy repa-
rametryzacji krzywej Q(t) dla t € (t1,t2) w krzywa R(v), v € (0, 1) tak, ze krzywa
te pokrywaja sie. Oznacza to, ze wyprowadzona w przypadku Hermite’a macierz
Sy _r bedzie taka sama tzn. T' = Sy _7V. Mamy wtedy dla Q(t) = Gg- Mp-T oraz
R(v) = Gp - Mp -V zaleznoéé

Q(U>:GB'MB'SV—T'V:R(U):GB-MB-V
Stad od razu otrzymujemy nowy wektor geometrii G
Gp=Gp-Mg-Sy_r Mg

Jako ¢wiczenie proponuje sie czytelnikowi wyprowadzenie wzoréw na macierz geo-
metrii w przypadku podziatu segmentu na 2" rownych czesci wzgledem parametru.
Zadanie potaczenia dwoch separowalnych kawatkow krzywych Beziera, jest takze
analogiczne do przypadku krzywej Hermite’a. Warto podkresli¢, ze jesli zadamy cia-
glodci G' w punktach lgczenia to punkt laczenia i najblizsze mu punkty sasiednie
sq wspolplaszezyznowe, natomiast w przypadku ciagtosci G? (co oznacza identycz-
ne krzywizny) pie¢ punktéw, z ktérych srodkowy jest punktem taczenia nalezy do
jednej ptaszczyzny, co czasami moze wymagaé zwiekszenia punktow kontrolnych.

1.3.1 Reprezentacja De Casteljau dla krzywych Beziera

Niech py,...,p, beda punktami kontrolnymi krzywej Beziera n-tgo stopnia. Defi-
niujemy rekurencyjny cigg punktéw nasepujaco:

pi(t) =tpi M (t) + (L= Opii(t),  pl(t) =pi

dlar = 1,...,n,i = 0,...,n —r. Wtedy dostajemy, ze Q(t) = py(t). W ten
sposob jesteSmy w stanie obliczy¢ dowolny punkt segmentu krzywej. Pozbywajac
sie rekurencji dostajemy posta¢ z bazami Bernsteina. Dla n = 3 mamy nastepujace
dane: Dla kazdego r = 1,2, 3 dostajemy ¢ = 0,...,n — r co generuje cigg punktow



Py = po, P} = p1, P = po, P§ = Do,
po(t) = tpp(t) + (1 —t)pd(t),
pi(t) = tpl(t) + (1 = t)ph(t),
p(t) = tpo(t) + (1 — t)pa(t)
pp(t) = tpo(t) + (1 — t)py(t),
pi(t) = tpr(t) + (1 —t)p5(t),
po(t) = tpg(t) + (1 = t)pi(t).

Jesli ustalimy ¢ = 0.5 to otrzymamy sytuacje podobng jak na rysunku 1.4 Ponadto

P P P

p3 P p?

P Ps

Rysunek 1.4: Rys.4.

punkty pd, pi, pa, ps stanowia punkty kontrolne dla sementu krzywej [0, ¢], a punkty
ps, p?, pi, pd punkty kontrolne dla segmentu [¢,1]. Daje nam to naturalnag metode
podziatu krzywej Beziera na dwie krzywe Beziera (zob. [2]).
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