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dyspersji), asymetrii (sko$nosci) oraz I-;nm:-cnlr.-'nclii. ‘:\.-I_iary te pozwalaja na
wszechstronna kompleksowa analize .~'I1'1:ktl.:1'}_.-"2}.-1\-\f|e.-'k masowych. *

W rozdziale III zaprezentowano probabilistyczne pm‘lslm-vy'wmos-
Rachunek prawdopodobienstwa stanowi teore-

Prezentow
i nie sa nazbyt sko
leta podrecznika jes
przykladow, ktor
pokazuja mozliwose
wiera bogalty ze
stopnia opanowania
odpowiedzi do ws

W podrecznik
blikacje ksig
jomosci zagadr&éﬁ

kowania statystycznego.

tyczna podstawe statystyki matematycznej (indukcyjnej), zajmujacej si¢ za-
sadami i metodami uogolniania wynikow otrzyma nych z proby losowej na

cala populacje generalna, 2 ktérej ona pochodzi. Ten HIORSE uogélnianj-a
wynikéw nosi nazwe wnioskowania statystycznego. W rozdziale tym omo-
wiono losowy dobér proby, zmienne losowe skokowe [t'1§‘f-‘k}"-?tn‘3} i Cii?g_le'
oraz przedstawiono podstawowe rozklady teoretyczne wyroznionych zmien-
nych losowych i statystyk z praby.

~ Rozwazania zawarte w rozdziale IV dotycza estymacji (szacowania)
podstawowych parametrow rozklady jednej zmiennej, tzn. wa rtosci oczeki-
wanej, wariancji i odchylenia standardowego oraz wskaznika struktury (od-
setka, frakeji, ?|‘mw_-lo'|_1|_=_.dobic[’isl\'\’ﬂ}. W koncowej czesci tego rozdzialu |
skoncentrowano uwage na zagadnieniu minimalnej liczebnosci proby.

Whioskowanie statystyczne obejmuje — oprocz estymacji — rowniez
weryfikacje (testowanie) hipotez. Wykorzystanie para metrycznych i niepa-
rametrycznych testow istotnosci do weryfikacji hipotez statystyczny
przedstawiono w rozdziale V.

Rozdzial VI dotyczy metod analizy rozkladéw wielowymiarowy
Metody te obejmuja zagadnienia badania sily zwiazku (korelacjg) or
analize mechanizmu powigzan migdzy zmiennymi (regresje). W analizi
relacji przedstawiono rozne miary okreslone rodzajem zmiennych (iloscio:
we, jakosciowe), sposobem prezentacji danych (szeregi, tablice korel
oraz ksztallem zwiazku (prostoliniowy, krzywoliniowy). W badani
chanizmu powiazan miedzy zmiennymi skoncentrowano uwage na
wych funkcjach regresji. Prezentowane w tym rozdziale metody an
relacji i regresji wykorzystano zaréwno w badaniach wyczerpujac
opartych na probach losowych. ”

Przedostatni, VIl rozdzial podrecznika, poswigecono omow
analizy szeregow czasowych (dynamicznych, chronologicznych
szej kolejnosci przedstawiono tu metody dekompoz )

(wyodrebnianie tendencji rozwojowej, wi
a nastepnie za Htowano mozl;
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}) jako nazwy dyscypliny naukowej zajmujace] sig metodami anallzy
- « [ A Yoy )

zbiorow danych liczbowych, odnoszacych sig do pm\'lar.'.nlnych zjawisk ma-

sowych lub wynikow eksperymentow. . :
" W niniejszym opracowaniu pojecie statystyki bedziemy rozpatrywac
12y i znaczen, jakkolwiek przy omawianiu me-

w ostatnim z przytoczonych WyZe| Zn : :
tod wnioskowania statystycznego - terminu statystyka bedziemy uzywac

w lrzecim z wymienionych okreslen.

Celem analizy statystycznej jest wykrycie prawidlowosci rzqdzqcych
badanymi ;.r.i'a\\-‘i:%kd-mi masowymi. Prawidlowosci te sa ksztaltowane przez
przyczyny plowne (systematyczne) i tlb:?f‘ﬂfﬂ l}""i”-}'}’adk""’fm]- Przyczyny
glowne dzialaja na kazde zjawisko w sposob jedn c1k0h'},", I'I'Iliqu wewj.rrfetrzny
charakter i sa wspolne dla wszystkich jednostek badanej zbiorowosci. Przy-
czyny uboczne dzialajg na kazde ziawisko w odmienny sposob 1 wyrazaja
asobnicze zroznicowanie, Skutki dzialania przyczyn glownych uwidaczniaja
sie tym wyrazniej, im liczniejsza jest poddana badaniu zbiorowosc. Mowimy
wowczas, ze dziala prawo wielkich liczb.

Statystyczne metody analizy maja charakter uniwersalny i sq wyko-
r:a_ystyu-ar;e niemal we wszystkich dyscyplinach naukowych (psychologii,
socjologii, demografii, historii, medycynie, politologii itp.). Wsrad dyscyplin
zwigzanych ze sferg biznesu, metody statystyczne znajduja zastosowanie
w marketingu, ubezpieczeniach, rachunkowosci, zarzadzaniu itp. Wykorzy-
stanie metod ilosciowych, a wsrad nich Scisle statystycznych, do analizy
zlozonych problemaw otaczajacej nas rzeczywistosci jest donioslym uspraw-
nieniem. Metody te zwielokrotniaja bowiem sile poznawczg danej dyscyp-
liny naukowej, pozwalaja na wygodne, scisle i jednoznaczne oddawanie
mysli za pomocq liczb. Jezykiem statystyki nieporéwnanie dokladniej niz
slowami (werbalnie) mozna opisac roznorodne zjawiska masowe. Korzysci
wynikajace ze statystycznego sposobu myslenia oraz z zastosowania metoc;_i,;-
statystycznych do badan mozna okresli¢ nastepujaco’: o

& ,statystyka umozliwia dokladniejszy sposdb opisu interesujacej nas
rzeczywistosci, s

.:-' statystyka zmusza nas do dokladnosci i $mialosci w dzialaniu i roz
mowaniu, '

* statystyka umozliwia formulowanie uogélniert na podstawie uz)
Kanych wynikéw analizy, s

“* statystyka pozwala na przewidywanie rozwoju zjawisk w
szlosci, czyli na budowanie prognoz, : SRR U
~ ** statystyka dostarcza narzedzi do porzadkowania informa
wiskach — a przez to pozwala na budowe ich o golnego obrazu,

W

1Shtysiykangﬁlmrgdmwamﬂg,mw19%!§ : !.I.

lals

ksztaltujacych badane zjawiska
klasyfikacji na czynniki systemat
Za podstawowe zadanie
nych informacji niezbednye
Kazda decyzja — jesli ma b

zbiorze informacji. W szcze
wowe funkcje spelniane
i obiektywny obraz bad:
jest okreslenie czynniké :
prognostyczna (pozwalajaca na
wanych zjawisk). i ;

ralnej na
zwanej proba.
.5
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rowosc) oraz czasowym (jakiego nmnwnllullub .ukresu ﬁntl\ic:ﬂ}’{ l‘:ndc?ml?i').
Podkreélié nalezy, ze w tej samej zbiorowosci mozna = W f,.nluzrtf_m:acl c: celu
badania — wyrozni¢ roézne jednostki. Na pr;f.).-'klad w J-.’.L‘IUH-‘H.\.'?.‘?LI 0sob jed-
nostkami statystycznymi moga byc: poszczegolne osoby, rodziny lub gos-
podarstwa domowe.
Zbiorowosci mozna wy
wzgledu na kryterium czasu Wy

S i ki wir s 1a dzi
rowose ludnosci Polski wg stanu né '
i dynamiczne (np. samochody zarejestrowane w Polsce w 2004 r.). Zbio-

owodci statyezne tworza wiec jednostki, ktore ‘15“.""31)‘» if"'“_‘ieifl lub b-::d.q is.t-
nmialy w éciéle okreglonym momencie. Zbinmwoé.cl dynamiczne skladaja si¢
z jc‘dnoslek obserwowanych w pewnym przedziale cz:a:wu. tha ¢ .

Przyjmujac za kryterium 1\'3.~.:dt'¢|3t1it|1i.’l liczebnosci, wymz_ruamy zl:ur:\-
Lowosci skoriczenie liczne i nieskoriczenie liczne. Pierwsze z nich skladajg
sie z okre§lonej przeliczalnej liczby jednostek (np. studenci ITJMCS w roku
akademickim 2004/2005), drugie za§ - tworza elementy o nieprzeliczalnej
liczbie (np. zbiorowos¢ organizmow zywych na kuli ziemskiej).

Jednostki statystyczne bedace elementami skladowymi zbiorowosci
charakteryzuja si¢ okreslonymi wlagciwosciami, ktore nazywamy cechami
statystycznymi. Najogolniej rzecz ujmujac, cechy statystyczne mozna pod-
sieli¢ na stale i zmienne. Cechy stale (rzeczowe, przestrzenne i czasowe) sg
wspolne dla wszystkich jednostek zbiorowosci. Taka zbiorowos¢ nazywamy
wowczas jednorodna. Cechy stale nie podlegaja badaniu statystycznemu,
a jedynie umozliwiajg zaliczanie jednostek do okreslonych zbiorowosci.
Wiasciwosci, ktére roznicuja jednostki statystyczne miedzy soba, nazywamy
cechami zmiennymi. Przedmiotem badania statystycznego sa zbiorowosci
skladajace sie z jednostek posiadajacych jedna lub kilka cech wspolnych
(stalych) oraz jedna lub wiele cech (zmiennych) je réznicujacych. Cechy
zmienne dzielimy na ilo§ciowe (mierzalne) oraz jakosciowe (niemierzalne).

Kazda z cech zmiennych moze wystgpowaé w roznych odmianach
zwanych wariantami cechy. Warianty moga by¢ okreslane slownie (np. ple¢, |
zawdd, wyksztalcenie) lub tez przyjmowac rézne wartosci liczbowe bedace
wynikiem zliczania (liczba 0séb w rodzinie, liczba uczestnikow kursu itp
badz tez rezultatem dokonanego pomiaru (np. wzrost w cm, dochy
w zl/osobe). Cechy, ktérych warianty podawane sa w sposob opisowy, na-
zywamy cechami niemierzalnymi (jakosciowymi). Cechy, ktérych waria
59 w};lr]razane za pomocy liczb, okrela sig mianem cech mierzalnych (ilosc
wych).

~ Cechy jakosciowe, ktdrych natezenie okreslone jest przez przymit
ki (np. ocena wiadomosci ucznia: bardzo dobra, dobra, dostateczna, ni
tateczna), nazywane sa cechami porzadkowymi. Nastepujgcym po
wariantom takl_::}'\. cech mozna przyporzadkowac kolejne liczb
powiadajace zmieniajgcemu si¢ natgzeniu cechy. Cechy jakociov

odrebnia¢ wedlug réznych kryteriow. I tak, ze
r62nia sie zbiorowosci statyczne (np. zbio-
et 31.12.2004 r., na 30.6.2005 r. itd.)

warianty sa okreslone w sposob opisow
hierarchii waznosci (np. zawody: ekonomiczne,
ne), nazywane sa cechami nominalnymi.
Wéréd cech ilosciowych wyréznia |
z nich przyjmuja warianty zmieniajgce sie
nich), w postaci liczb calkowitych (np.
w ciagu zmiany roboczej). Cechy iloscioy
wartosc z rozna dokladnoscig (np. wie
dokonujac podzialu cech na skokowe
tycznego sposobu pomiaru cechy,
tego tez wiek, mimo Ze jest zazw
przykladem cechy ciaglej, gdyz mi
i 31 1at, mozna teoretycznie wstawic wiel
roku (np. miesiace, dni).
Podzial cech na mierzaln 1
rowa. Wyrdznia sig cztery skale pomiarowe: |
gowaq), przedzialowa (interwalow
niemierzalne mierzone
cechy ilosciowe — w skalac
Skala nominalna stano
by pelnia tu jedynie role t
nostek statystycznych
zultatem pomiaru w




- o 3 i el o r'.e
Statystyka. Aspekty prakiyczne [ leorelyczne

18

umownie. Przykladowo, W skali temperatury Celsjusza zero uﬁalone jest ja-
ko punkt, w ktérym zamarza woda. Nizsze temperatury ZapisyVianc SAgES
or ' ¥ yszp — ze znakiem plus. W skali przedmalowe] Wy-

znakiem minus, a WYZ . o/ P .
razane sa np. lata kalendarzowe, indeksy cen, skale temperatur Celsjusza
(% | .

i Fahrenheita. Wszystkie operacje na skal..-nl'h .~'.lﬂb_§.fch (tj. nnmina.]nej i po-
rzadkowej) sa dopuszczalne na skali i.‘fl'?.t‘ki.?.l.!It“‘\.'t?_j,. a pnrlt.adlu mozna tu ob-
licza¢ §rednie i miary sroznicowania jednostek. Nie mozna natomiast wy-
konywaé dzielenia (z uwagi na brak ﬂl‘:‘étl'lllht‘}!‘{‘l-plll1litLl zemwegc_'uy
i Skala stosunkowa (ilorazowa) ma wlasnosci trzech poprzednich skal,
a jej cechq charakterystyczng jest pnsl.j_rfln nie nalum‘lnego punklu zercn:v?gf).
Punkt ten oznacza brak danej cechy (hzyczny poziom zc-l‘lrowy}. Umozliwia
to dokonywanie na liczbach w tej skali wszystkich operacji matematycznych
(rc’vwniei.dzielcnia). W skali stosunkowej mierzy si¢ Tvmk. maseg, odleglosc,
dochody, wielkosé sprzedazy, ceny towarow, koszty 1tp. ;
Identyfikacja skali pomiaru zmiennej ma istotne znaczenie; -z.niq
zwigzane s;q bowiem dopuszczalne dzialania matematyczne. Im silniejsza

jest skala pomiaru, tym wigkszy zasob metod statystycznych moze byc¢
wykorzystany.

1.3. Rodzaje badan statystycznych

Pod pojeciem badania statystycznego rozumie si¢ zespdl czynnosci
zmierzajacych do uzyskania — za pomoca metod statystycznych — informacji
charakteryzujacych badang zbiorowos¢. Badania statystyczne moga by¢ kla-
syfikowane wedlug roznych kryteriéw. I tak, z punktu widzenia liczby jed-
nostek objetych badaniem, wyrdznia si¢ badania pelne (kompletne, calko-
wite, wyczerpujace) i badania czesciowe (niekompletne, niepelne). Badania
pelne to takie, w ktérych obserwacji podlegaja wszystkie jednostki zbio-
rowosci (populacji) generalnej. Do analizy wykerzystuje si¢ tu metody sta-
tystyki opisowej, a jej wyniki stanowia charakterystyke badanej zbiorowosci. -

W badaniach czesciowych obserwowane s tylko niektére wybrane
lub wylosowane ze zbiorowosci generalnej jednostki. Wylosowane ze zbio-
rowosci generalnej jednostki tworza prébe losowa. Na podstawie préb lo
sn:wych wnioskujemy o zbiorowosciach generalnych na okreslonym po
mie prawdopodobienstwa. Do tego celu wykorzystuje si¢ metody statys
matematycznej. Obecnie coraz czesciej stosuje sie¢ metody badan . J
wych (szczegolnie z wykorzystaniem metody reprezentacyjnej). Bac
obnizajq koszty, skracajg czas badania, angazuja mniejszy zespol ludzi, a
54 przeprowadzane profesjonalnie — daja wyniki zblizone do tych, je
uzyskano by w badaniach pelnych. e
_ Whadaniach czgsciowych dobor jednostek do proby
lub celowy. Stad tez wsréd badan czgsciowych WYT6:

zentacyjne, monograficzne oraz ankietowe. Badani

Przedmiot statystyki i organi;

lega na tym, ze z calej zbiorowosci generals
prowadza sie dokladne badanie }
a nastepnie przenosi sie wyniki
nianie wynikoéw z badania préby na
przy wykorzystaniu rachunku rawdopo
skowania statystycznego. Przyklademn
wadzone od 1992 r. przez Glowny
ekonomicznej ludnosci (BAE
kodci i strukturze zasobow sily
ziomie aktywnosci zawodowej
sowanych gospodarstw domo
czlonkowie tych gospodars
daniu tym obserwuje sig biezac
w polaczeniu z cechami demo
leczno-zawodowymi (zawod,
badania sa uogolnian
W celowym (sub
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< obserwacje statystyczna,
: : I 1 ) rstvezneso
%+ popracowanie i prezentacje materialu statystycznego,
< opis (lub wnioskowanie) statystyczny. . .
- L = _— -
Programowanie oznacza szczegolowo rozpisang koncepcje zamierzo-
+ & + - £ 3 5 : .
= ZyNNosci [‘rl'x\-’gt‘-lm\fﬂWcrltl', takie ]ak.

1a. Bt i obejmuje ¢
nego badania. Etap ten 0 SCL ] pdakalnter :
[}uﬁ'\]cuiu celu, przedmiotu i zakresu badania. Z punktu widzenia popraw

nosci wynikéw badania istotne jest rowniez wlasciwe ukll'e:alcrllf‘lﬁ‘dnos.tkl

ozdawezei, czyli 0sob fizycznych lub prawnych (_I-’lj’-edﬁ“f’ DIOTS LI
i -L?Mu?wnix!{vii itp.), dysponujacych niezbgdnymi Zrodiami informacji.
ia;:::i'l'ig:sihrlm\';iui W yer metod y badania, jak rowniez ustalenie harmono-
gmmil prac oraz kosztorysu. _ o

Obserwacja statystyczna polega na ustalenin wartosci cech llt(:-scm-
wych lub odmian cech jakosciowych u iL‘dnu:f-lek t}'-’ﬂ I'Zc'!_'i}":h hﬂdﬂ_m! Aol
wos¢. Moze to odbywac si¢ poprzez bezposredni pomiar 11..|b zb!er.*a111fe in-
formacji. W przypadku badan pelnych mozna wyknrzysr:-!clwymkl splsdwy
powszechnych, rejestracji biezacej czy splrawnzdawc?oscl statystyczne;j.
W przypadku badan czesciowych korzysta sig z re.zultatm\r uzyskanych me-
todami: reprezentacyjna, monograficzng czy ankletowa]r (por. punkt 1.3). _.

Spis powszechny jest jednorazowym lub cyklic:«ml.e povfrt_al:zanym ba-
daniem statystycznym, ktérego celem jest ustalenie wielkosci i struktury
analimwanégo' zjawiska w okreslonym momencie czasu (np. powszechne
spisy ludnosci, spisy gospodarstw rolnych). : . e

Rejestracja biezaca polega na systematycznym ewidencjonowaniu
sciéle okreslonych faktow (np. urodzen, zgonow, malzenstw, bezrobotnych),
ktére s przedmiotem badania. W wyniku rejestracji biezacej powstaja rejes-
try administracyjne (REGON, PESEL, rejestry ZUS itp.). Stanowia one cenne
zrodlo informacji wykorzystywanych w badaniach statystycznych. '

Sprawozdawczo$¢ statystyczna — to wszelkiego rodzaju sprawozdania
sporzadzone na jednolitych formularzach i z okreslona czestotliwoscia przez.
ustawowo zobowigzane jednostki gospodarki narodowej. Dzigki stosowa-
niu jednolitych formularzy zebrane dane mozna agregowaé w dowolnych
przekrojach.

Uzyskany w wyniku obserwacji zbiér danych tworzy material sta
tyczny. Jest on zazwyczaj obcigzony bledami. Ze wzgledu na przy
powodujaca bledy, dzielimy je na systematyczne (tendencyjne) oraz |
padkowe (niesystematyczne). Bledy systematyczne wynikaja ze §wi
tendencji do znieksztalcania badanej rzeczywistosci. Bledy przyj
popelniane sa nieumyslnie i wynikajq z nieuwagi, z nieumiejetnos
prawidlowych informacji badz ze zwyklego niedbalstwa. W celu za
nia wiarygodnosci badan, wszelkiego rodzaju bledy powinny

L

minowane.
~ Wcelu sensownego wykorzystania zebranego materialu s
gonalezy poddac go odpowiedniemu opracowaniu i

nia materialu statystycznego dokonuje sig
nia. Grupowanie polega na wyodrgbni
jednorodnych czesci w ramach bs
padkach grupowanie ma charakter
zna podzieli¢ na dwie rozlaez
nak przeprowadzajacy badanie sam decydt
podzieli¢ dang zbiorowosé ydi
ludnosé wedlug star;tlz.l ?(w
wolne) oraz zonatych (zame: > 1
(zams;zzm (zonatych), wdowy (wdowecow
wydzieleniu grup nastepu 4
nych czesci. _
Grupowanie stat
niemierzalng. Grupow

(zrodlowe) i w
posrednia (np. :
wiadu -telgfbr’u .
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‘u wartoéci lic ‘bowvch w kolejnosci rosnacej lub malejacej. Szeregi pro-
walu [ - L il d

!unrt.l|'xnjm‘u sie. :

trukturalnym) nazywamy clgg wartosei
liczbowych upm-zqdknw.ln}-‘rh wmiIn:.',_nnlri;n1tm\_-' l1.-1d.1.|10|”l:echy ngzrza]nej
lub niemierzalnej. Poszczegolnym Wanantouu il PIZYPOTZataOWeEnEe
sa odpowiadajace im liczebnoéci. Szereg ruzdm?lcz.)_.' LL-'_th,' I‘lll;‘l’l:'tli.‘-_‘r'?fal'l‘[e] ]?st
; intow danej cechy i odpowiadajaeych im

ste zawieraja zwykle warlosci
Szeregiem rozdzielczym (5

zestawieniem poszczegolnych war:
liczebnosci (por tab. 1.1).

i ;iebi ra X" we Zi wyksz nia w li
Tab. 1.1. Pracownicy przedsigbiorstwa ,X wedlug poziomu wyksztalcenia . pcu 2005 r.

[ Poziom w}'.ks;-.hﬂcvni.l | Liczba pracownikéw |
! i il Mt
Podstawowe | i 13_ y .

| Srednie ] __| B __(:'3_

| Wyzsze ] 25

!O;:}h.m e ; i_ . 100 i,

Zrodlo: dane umowne.

Tworzac szeregi rozdzielcze w oparciu o ceche mierzalna, jej warianty
mozna okreslic punktowo lub przedzialowo. Szeregi rozdzieleze punktowe
buduje si¢ dla zmiennej skokowej. Przykladem tego rodzaju szeregu jest =
ponizsze zestawienie:

E-.L‘u:zba slnmatu!ogé{v ] 1 | 2 3 4
18 | 3|19 | 16

| Liczba gmin 12

Szeregi rozdzielcze przedzialowe dotycza cechy cigglej. W tym przy-
padku nalezy najpierw ustali¢ liczbe przedzialow klasowych (klas), ic
rozpietosci oraz sposob oznaczania granic przedzialow. Przy ustalaniu lic:
by klas zaleca si¢ wykorzystywac nastgpujace wzory:

k<5logN,

e Y,
2

k=1+3,222logN,

-gdzéie_: kjest liczba przedzialéw klasowych, N — liczebnoscia badanej z
WOSCI.

Rozpietos¢ przedzialu (zwana tez interwalem) - to réznica
gorna a dolnq wartoscia przedzialu klasowego. Rozpietosci prze
mogg by¢ rdwne lub rézne. W analizie strukturalnej wigksza przyc
majq szeregi o rownych rozpietosciach. Przy ustalaniu ro C
rzystuje sie relacje: LHee

e

Przedmiot statystyki i organiza

gdzie: ¢ jest rozpigtoscig przedzialu
chy (tj. roznicq miedzy najwigksza i naj
Podanych wyzej sposobow ustale
i ich interwaléw nie nalezy traktowac jak
Ogodlnie mozna stwierdzi¢, ze im wigks
i dluzszy obszar zmiennosci — tym
klasowych. W praktyce statyst
dzielcze o nierownych interw:
jacym strukture indywidualn}r BOS
w ha zazwyczaj wyodrebnia sie kla
oraz powyzej 15 ha. W tak sk
darstw tworzy si¢ male pr:
otrzymuje si¢ przejrzyst
dym bad# razie, rozklad licz
prawidlowosci c!il,a_r'ak 7
chy. Szereg powinien
moze mie¢ przedzialéw p
nie moze koncentrow

granica nastepneg :
przedniego (np.
8-10 itdl.).
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]
| =

)
ymi jewddztw edlug powierzchni (w km®
Tab. 1.2. Gminy wojewddztwa L wedlug powie ( )

Szereg rozdzielezy skumulowany
Powierzchnia w km® : Liczba gmin | powierzchnia w km® l bkl?c':gﬂg::?:le
5085 : G| ponizej 85 B

85120 i =i ponizej 120 p
T 120-155 [ 8 ponizej 155 14
ey | 13 ponizej 190 2%
Swamas, .. 16 ponizej 225 @
o ponizej 260 19
B e | 52
ST T e Al X

Zrodlo: dane umowne.

Szeregi czasowe (dynamiczne, chronologiczne) prezentuja rozwoj zja-
wisk w czasie, przy czym moze by¢ tu uwzgledniony scisle okreslony mo-
ment, np. 31 grudnia kazdego roku (szeregi czasowe momentow) lub pewien
przedzial, jak lata czy miesigce (szeregi czasowe okresow).

Szeregi statystyczne powstaja w wyniku grupowania jednostek we-
dlug jednej cechy. Jesli grupowanie przeprowadzone jest wedlug dwoch lub.
wigkszej liczby cech - to wyniki przedstawione sa w formie tablicy. Tablice
statystyczne wykorzystywane sa do prezentacji danych uporzadkowanych
wedlug okreslonego kryterium. Aby tablice statystyczne byly uzyteczne, -I":iﬁe-
winny spelnia¢ okreslone warunki dotyczace formalnej (zewnetrznej) bu-
dowy oraz merytorycznej (wewnetrznej) spoistosci. Z formalnego punktu
widzenia kazda tablica statystyczna powinna zawierac tytul, slowne ozna-
czenie kolumn i wierszy, zrodlo danych statystycznych oraz — w razie po
trzeby — dodatkowe objasnienia. W tytule tablicy podaje si¢ w sposéb jasny
i zwigzly tresc tablicy, okreslajaca zbiorowosé statystyczna pod wzgleden
rzeczowym, czasowym i przestrzennym. Obowigzuje zasada bezwzgled-
nego wypelniania wszystkich kolumn i wierszy w tablicy. Jezeli z r6
przyczyn nie wszystkie pola tablicy moga by¢ wypelnione liczbami, nalez
stosowac odpowiednie znaki umowne. W polskiej praktyce statystyczn
stosuje si¢ nastgpujace znaki umowne: ;

kreska (—) - zjawisko nie wystepuje;
. zero (0) - zjawisko wystepuje, jednakze w ilosciach mniejsz
];c;l::i}ctére mogly by¢ wyrazone uwzglednionymi w tablicy znaka

k"ﬁpknlf‘] ~zupelny brak informacji lub brak informacj
zyzyk (%) - enie DOZVE . Ze g

#W lym” — oznacza, Ze nie podaje sie wszystki B&a

Przedmiot statystyki i orgai

Do opisu zbiorowosci statystycznj
tablic. Ze wzgledéw konstrukeyjnych i
mozna podzieli¢ na proste i zlozone (ko
proste charakteryzuja badana zbio
czym moze to by¢ zarowno cecl
tablica prosta moze by¢ utozsa
zlozone opisuja jedna zbioro
mniej dwoch), dwie lub kilka
go rodzaju tablice prezentuja.
ich zlozonoSci zalezny jest o
(badanych zjawisk).

W celu ulatwienia in

kresy statystyczne sq na
tystycznych. Kazdy wykr
W czesci tekstowe] zamieszeze sie |
nowilo podstawe do )
ficznym obrazem danej
powiednich znakow
kazdego wykresu nale
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SzczepGlna postacig histogramu jest histogram kumulacyjny. W tym

i rzednyc : sie sk rane liczebnosci
przypadku na osi rzednych odklada si€ skumulowane sci absolutne

lub wzgledne.

Diagram mozna otrzy
kolejnych srodkow przedzial
kowe :um'ﬂwh bokdw poszezegolnych
sob linia lamana nosi Nazwe )
odcinkami kolejne gorne granice przcdzinhhv kiam‘..-vych, ofrzym.memy dla-
gram kumulacyjny, zwany tez kumulacyjnym w:e]nl:fnklem lfczebnnsm_
Tak wiec diagram kumulacyjny powstaje przez polaczenie pu nktow, ktérych

mac z histogramu przez polaczenie odcinkami

wspOlrzednymi sq gorne
liczebnosci skumulowane.

W przypadkuy, kiedy interwaly klasowe szeregu rozdzielczego praze- i
dzialowego sa rozne, zachodzi koniecznos¢ modyfikacii sposobu I:!uclowy iu_.
stogramu. Aby otrzymac histogram majacy pola prostokatow Perorqona‘l.-

ne do liczebnosci poszezegdlnych klas, na osi rzednych nalezy odklad
wskazniki natezenia liczebnosci. Natgzenie liczebnosci w danej klasie ust

sig nastepujaco:
liczebno$¢ w danej klasie % interwal przedzialu najmniejszego
= interwal danej klasy

Obliczone w powyzszy sposob natgzenie liczebnosci informuje o cze-=

stotliwosci wystepowania jednostek zbiorowosci na jednakowa rozpietos:
(interwal) przedzialu klasowego w danym szeregu statystycznym.

W przypadku cechy ciaglej teoretycznie mozna nieogranicze
zmniejszac rozpietosé przedzialow klasowych, zwigkszajac tym samym
liczbe. W rezultacie takiego postepowania §rodki przedzialow Klasow
beda tworzy¢ gesty siatke punktow. baczac te punkty otrzymujemy |
ciagla, ktéra nosi nazwe krzywej liczebnosci, krzywej ogiwalnej lub ogi

Czwartym etapem badania statystycznego jest opis lub wniosko:
statystyczne. Roznica migdzy opisem a wnioskowaniem statystycznym
wadza si¢ do tego, Ze opis dotyczy tylko danej zbiorowosci generalnej lu
proby (niekoniecznie losowej), podczas gdy wnioskowanie ma miejs:
wowczas, kiedy badanie jest reprezentacyjne (préba losowa), a j
53 uogolniane na caly populacje generalna, z ktérej pochodzi pré
?\mém uogolniania wynikow z préby losowej na cala populacje ge
je fachunek prawdopodobieristwa, ktéry stanowi teoretyczng
whnioskowania statystycznego. Metody wnioskowania statystyczr
dzq w zakres statystyki matematycznej. Rezultaty ﬁzj,r.ék'aﬁe n
pl:oby 1059:&ij jedynie w przyblizeniu odwzorow: jq relacje
W populacji generalnej. Przy p‘rz'ennszeni'u-rezulfatﬁw‘z:priﬁf:i"
.Js.l_q;.;giperalgﬁ, z ktorej pochodzi proba, istniej niebezpis
;..Eﬁgf;f;bl?dm Rozmiary tych bledéw oceniane sg jak

—

ow klasowych, reprezentujacych punkty srod-
prostokatow. Otrzymana w ten spo-
diagramu (wieloboku liczebnosci). kaczac

granice przedzialow klasowych i odpowiadajaceim
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Opis statystyczny odn
calej zbiorowosci generalne
sie statystycznym poslugujemy sie t
trami. Metody opisu statystyczn
(analiza struktury, wspolzal

1.5. System

Zasady gromadz
guluje Ustawa o statystyce
439). Caloksztalt dzialan
nych, ich gromadzeniem,
udust@pnianjgﬁt-i-
oficjalnych danyc
(SISP). '

sluzby statysty
podlegle mu urze
organem ad

nie i udostep
wspolpraca




28 Statystyka. Aspekly praktyczne i leoretyczne

Gromadza one dane dotyczace wojewodztw, Pc:wiatc"-w. gnlﬂn. nmiafst itp. In-
formacje te stanowia cenne srodlo do wszelkiego roc%zale -EII‘IEI|I.Z dla sa-
morzadow terytorialnych, podmiotow gospodarczych i roznych instytucji
funkcjonujacych na danym terenie. ) ,

Do zadan sluzb statystyki publicznej nalezy ta kze prowadzenie, w ska-
li krajowej, dwoch rejestrow: urzedowego (zwanego te:'r_.administracyjny,n]
oraz podmiotéw gospodarki narodowej (REGQN)' Ilre!estr urzedowy jest
wykazem podmiotow informujacym o ich dzialalnosci. Jest prowadzony
przez sady i organy administracji publicznej na pods-tawm aktow ‘-*‘-'}'konaw-
czych do ustaw (np. rejestry podatnikow, dzialalnosci gospodarczej, udzielo-
nych zezwolen i koncesji, gruntow, budynkéw). REGON to powszechny
system identyfikacji i kodowania jednostek gospodarki narodowej. W rejes-
trze tym ujmowane sg dane o wszystkich osobach prawnych, jednostkach
nieposiadajacych osobowaosci prawnej, indywidualnych gospodarstwach
rolnych oraz osobach fizycznych prowadzacych dzialalnosé gospodarcza.
Dowodem wpisu do REGON-u jest nadanie okreslonemu podmiotowi nu-
meru identyfikacyjnego, zawierajacego zakodowane informacje o jego ce-
chach.

W pracach statystycznych istotng rolg odgrywa rowniez rejestr po-
dzialu terytorialnego kraju, ktory sluzy do identyfikacji istniejacych w Pol-
sce wojewddztw, powiatow, gmin, miast i wsi. Nazwy jednostek podzialu te-
rytorialnego kraju wraz z ich identyfikatorami sq publikowane przez GUS
(.Wykaz identyfikatoréw i nazw jednostek podzialu terytorialnego kraju”).
W wykazie tym wyszczegélniono réwniez system rejondw statystycznych
i o‘tﬁmdéw spisowych. System ten jest wykorzystywany m.in, przy organi-
zacji masowych badan statystycznych (np. powszechnego spisu ludnosci).
Przydatny jest on takze do tworzenia tzw. operatéw losowania w badaniach
reprezentacyjnych prowadzonych przez GUS,
dmintgfudk’;fhc‘ nalezy, ze zebrane dane dotyczace poszczegélnych po-

, Jak rowniez indywidualnych osob s3 tajemnica statystyczna.

D'zn‘ac.za to, ze mogg byc one wykorzystywane jedynie do opracowan, zesta-
wien i analiz statystycznych.

Rozdziat 1l

OPISOWA ANALIZA STRUKTURY ZJAWISK MASOWYCH

2.1. Rodzaje rozkladow empirycznych jednowymiarowej zmiennej

O zmiennej jednowymiarowej mowimy wowczas, gdy badaniu pod-
lega jedna wlasciwosc (cecha) zbiorowosci statystycznej. Rozkladem err.npi-
rycznym zmiennej nazywamy przyporzadkowanie kolejnym wart:::-écmm
zmiennej (x) odpowiadajacych im liczebnosci (ni). Rozklady empiryczne
ustalane sa na podstawie konkretnych danych statystycznych. Odz_wier.me-
dlaja one strukture badanej sbiorowosci z punktu widzenia wy‘rézmonel ce-
chy. Umiejetnosc odrézniania réznych typow rozkladow jest meodzuwny.rn
warunkiem prawidlowej analizy statystycznej. Od rodzaju rozkladu zalezy
bowiem dobor i zastosowanie odpowiednich charakterystyk sluzacych do
opisu zbiorowosci. Najczesciej spotykane typy rozkladéw empirycznych
przedstawia schemat PRI

Dozumm' EMPIRYCZNE |

|_cechy ciaglej J

E'chy skokowej }

ﬁielomodalne J deomadala jednamudalra r wielumndalna

skrajnie
asymetryczne

\ , E S
rl‘-mmaln_el Fepmkurtyczrﬁ\ l}latokurtyczne' ]_p\rawosknénil ]Ewoskoénel

[ |

umiarkowanie
symetryczne asymetryczne

Schemat 2.1. Rodzaje rozkladéw empirycznych
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Rozklad, ktorego krzywa liczebnosci (cecha ciagla) lub diagram (cecha
<kokowa) ma jedno maksimum nazywa sig rozkladem jednomodalnym,
Wsrod rozkladow jednomodalnych mozna wyroznic rozklady symetryczne,
amiarkowanie asymetryczne i skrajnie asymetryczne. W symetrycznym
jednomodalnym rozkladzie, liczebnosci odpowiadajace wartosciom zmien-
nej rozkladaja sig symetrycznie wokol liczebnosci najwigkszej.

Weréd symetr}'czn}'r:h, jcdnomodalnych rozkladow szczegdlne zna-
czenie w statystyce ma rozklad normalny. Jest to rozklad o Scisle okreslonym
skupieniu wartosci cechy wokol sredniej arytmetycznej. Z tego tez wzgledu
nie kazdy rozklad symetryczny jest rozkladem normalnym. Na przyklad
w rozkladzie leptokurtycznym (wysmuklym) wartosci cechy sq bardziej sku-
pione wokol Sredniej anizeli w rozkladzie normalnym, natomiast w roz-
kladzie platokurtycznym (splaszczonym) = mniej skoncentrowane.

Rozklady empiryczne o cha rakterze symetrycznym wystepuja rzadko.
Czesciej spotykamy sie z rozkladami zblizonymi do rozkladu symetrycznego
(tj. rozkladami asymetrycznymi). Rozklady asymetryczne moga by¢ umiar-
kowanie asymetryczne i skrajnie asymetryczne, a te z kolei - prn{mskoéne
i lewoskosne. W rozkladach asymetrycznych wiekszosc obserwacji znajduje
sie w przedzialach polozonych blizej poczatku szeregu (asymetria lewoskos-
na) lub w poblizu Konca szeregu (asymetria prawoskn:é'na). W szeregach
0_as;,=meh-ii lewosko$nej duzo jednostek zbiorowosci posiada stosunkowo
niskie wartosci cechy, natomiast niewiele jest obserwacji o wysokich war-
loscmch. W szeregach o asymetrii prawoskoénej sytuacja jest odwrotna:
Przedzml Klasowy, zawierajacy najwigksza liczbe dbserwacji, przesunigty
jest w prawo. i
odpowiednio bimndalﬁ}rmi lub :;:;gcll' defﬁ ‘0':113]}{ e il
punkty skupienia obserwacji zna'du'mo e ]Gsh‘rozl-;!ad p051.acia e
dziale klasowym - to nosi c:n naiw :]5’1!-‘:‘3 li;!?c;’ Rl

Rozklady symetr i umi l‘r. s Slusioves.
zbiorowosci iedn)c:rodn};c:;‘?.vlzulmcliarmuélanm e S
skrajnie asymetryczne wielomcgd;l:I e zml s NaFomiast g
T VaTaEe ety . g eisio lowe dotycza zbiorowosci, w kto-

y poszezegolnych jednostek sa znacznie zréznicowane.

2.2. Opisowe parametry struktury rozkladow empirycznych

D .
G aor :;r:talt_ryczlzm charakte-r'ys,.tyki struktury rozkladow empirycznych
Yy opisowe. Wyroznia si¢ parametry klasyczne (obliczane na

odstawie w : i
Erane i podSSif:;lgCPy[izSEE:ki;];i oraz ED.Z}‘c}fi“e (przy ich wyznaczaniu
pozycji). Parametry klasyczne v 4 el senaoineslong

3 stosuje si ; ;
rozkladéow ! Su) ¢ przede wszystkim do liz
symetrycznych lub umiarkowanie asymetry}crznych l"‘lr?;:etri
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pozycyjne s wykorzystywane do badan kazdego typu rozkladu, ale zazwy-
czaj stosowane sa w analizie rozkladGw silnie asymetrycznych oraz takich,
w ktorych wystepuja otwarte przedzialy klasowe.

Parametry opisowe rozkladu moga byc wielko$ciami absolutnymi
(wyrazonymi w takich jednostkach, jak badana zmienna, np. w kg, godzinach,
latach) lub mie¢ postac liczb wzglednych (ulamkowych lub procentowych).
barametry wzgledne sa szczegolnie przydatne przy poréwnywaniu dwoch
lub wiecej struktur. W szczegélnosci mozna wyrozni¢ dwa typy poréwnan:

1) porownanie dwoch roznych zbiorowosci wedlug tej samej cechy ba-
dania (np. struktura zgonow wedlug wieku mezczyzn i kobiet w okreslonym
roku);

2) poréwnanie dotyczace jednej zbiorowosci, ale dwach réznych cech
(np. struktura urodzen zywych wedlug kolejnosci urodzenia dziecka i wieku
matki w Polsce w 2005 r.).

W opisie struktury zbiorowoéci masowych najczesciej wykorzysty-
wane sa nastepujace parametry:

% miary przecietne (zwane tez miarami poziomu wartosci zmiennej,
polozenia lub ¢rednimi). Sluza one do okreslania tej warto$ci zmiennej opisa-
nej przez rozklad, wokal ktdrej skupiaja sie wszystkie wartosci zmiennej;

% miary rozproszenia (zmiennosci, sroznicowania, dyspersiji), sluzace
do badania stopnia zroznicowania wartosci zmiennej;

< miary asymetrii (skosnosci), informujace o kierunku zroznicowania
wartosci zmiennej;

% miary koncentracji i splaszczenia. Miary koncentracji sluza do ba-
dania stopnia nierow nomiernoéci rozkladu ogolnej sumy wartosci zmiennej

miedzy poszczegolne jed nostki badanej zbiorowosci. Miary splaszczenia in-
formuja natomiast o tym, czy skupienie wartosci badanej zmiennej wokol
éredniej w danym rozkladzie jest mniejsze czy wigksze niz w zbiorowosci
o rozkladzie normalnym.

Charakterystyki opisowe 53 bardziej syntetycznymi formami opisu
rozkladéw niz formy graficzna czy tabelaryczna. Pozwalaja one w sposab
wymierny okreslic wlagciwoéci badanych rozkladow.

2.2.1. Miary $rednie

Najczesciej wykorzystywanymi w analizie struktury Srednimi sa: §red-
nia arytmetyczna, érednia harmoniczna, srednia geometryczna, dominanta
(modalna, wartosc najczestsza) oraz kwantyle. Srednie: arytmetyczna, l:lar-
moniczna i geometryczna zaliczane sa do miar klasycznych, pozostale zas do
miar pozycyjnych. Wéréd kwantyli wyrézniamy 2 knl_el kwytyle (dzlelace
zbiorowoséé na cztery czesci pod wzgledem liczebnosci), kmnt.yl% (c_izlel:}c:e
zbiorowosc na piec czesci), decyle (dzielace sbiorowoéé na dziesigc czesci)
oraz percentyle (dzielace biorowos¢ na sto czesci).
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Obydwie grupy érednich (klasyczne 1 pnzycyine} nie tylko nie wyklu-
czaja sig, ale nawzajem uzupelniaja. Kazda z nich opisuje bowiem poziom
wartosci cechy z innego punktu widzenia. Istnieja jednak sytuacje, kiedy
uklad informacji liczbowych nie pozwala na obliczenie tej czy innej Sredniej,
Problem ten zostanie wyjasniony przy oma wianiu ].1052-:Zt‘.g()|n}=ch drednich.

Srednia arytmetyczna

Srednia arytmetyczna jest ilorazem sumy wartosci zmiennej i licze-
bnosci badanej zbiorowosci. Z szeregow wyliczajacych sredniq arytmety-
czng obliczamy nastepujaco:

i"'r

EO S A
N N’
g_dzie: X — symbol §redniej arytmetycznej, x; ~ warianty cechy mierzalnej, N -
liczebnoé¢ badanej zbiorowosci.
_ Srednia okreslona relacja (2.1) nazywa sig $rednig arytmetycznq nie-
wazona (prosta, zwykla), w przeciwienstwie do Sredniej arytmetycznej

wazzne;, obliczanej z szeregow rozdzielczych punktowych i przedzialo-
wych. :

X o=

(2.1)

]e_z.'veli warianty zmiennej w badanej zbiorowosci wystgpuja z rozn
czgfptolhwn‘:%c_iq, wowczas oblicza sig srednig arytmetyczna wazona. Wagamqi
s _hczeb}'msm (czestosci) odpowiadajace poszczegdlnym wariantom zmien-
nej. Wzér na obliczanie $redniej arytmetycznej z szeregow rozdzielczycl
punktowych przyjmuje nastepujaca postac: — :*

k
XM A ;-‘-}”i
i N S T (2.2)
g zie: mj (i = 1: 2; S 9= T g2 @
i( , k) - liczebnosé jednostek odpowiadajaca poszcze-

golnym wariantom zmiennej : i
ej, N-o < s Sieatiy i
e I golna liczebnos¢ badanej zbiorowosci

W szerega : :
dej klasie nie E ?hdr ozdzielczych przedzialowych wartosci zmiennej w kaz-
do. Dolna gmf‘ic':j };nga',:zimifkmﬁloner ale zawarte sa w przedziale od -
2! t rzedzialu klasowe . :
gbrng za§ — 1. W celu obliczenia & g0 oznaczac bedziemy symbolem Xoi,
iIczenia srequ arytmetycznej z szeregu roz-

dzielc i .
= g:iij przeddmlowegu nalezy uprzednio wyznaczy¢ srodki przedzia-
- przedzialow ki = .
e e asowych — oznaczone symbolem xi — obliczamy
Sul by
mi=e—Ui=i, 2 .., %), (2.3)

Wzor na srednia ar
; tm
lﬂwego jest nastgpuiq:;;: ytmetyezng z szeregu rozdzielczego przedzia_
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R A
— xint+xal Rk :
=_ : i2 Xk Mk 5 _ (2.4)
N N

Jezeli zamiast liczebnosci absolutnych w obliczeniach zostana wyko-
rzystane procentowe wskazniki czestosci, to wzor na srednia arytmetyczna

przyjmuje postac:
k o
D xi wi
1
f

=

I:_——-

N

(2.5)

: 1,
gdzie: w; = N -100.

Przy obliczaniu éredniej arytmetycznej z SZETegowW rozdzielczych prze-
dzialowych arbitralnie wybiera sie wartosci reprezentujace poszczegolne
klasy. Do tego celu wykorzystujemy wzor (2.3). Oznacza to przyjecie zalo-
senia o rownomiernym rozkladzie jednostek w poszczegolnych przedzia-
lach klasowych. Zalozenie to nie zawsze jest jednak spelnione. Obliczona
¢rednia arytmetyczna bedzie wowczas wielkoscia przyblizona. Ogolnie moz-
na stwierdzi¢, ze dokladnosé sredniej arytmetycznej obliczonej z szeregow
rozdzielczych przedzialowych bedzie tym wigksza, im przedzialy klasowe
beda wezsze.

Spos6b obliczania éredniej arytmetycznej 2 5zeregu rozdzielczego
przedzialowego ilustruje przyklad podany w tab. 2.1.

Srednia arytmetyczna obliczona z podanego W tab. 2.1 szeregu roz-
dzielczego przedzialowego Wynosi:

X = 955- = §,125 minuty.
40

Tab. 2.1. Rozklad czasu trwania obslugi w banku X (w minutach)

Obliczenia pomocnicze

20,0 20,0 50,00
1500 500 | 37500 |
= ia7n 27,5 343,75

17,5 2,5 4375

[ ogoem | 40 | X 'i 325,0 _ 812,50

Zrodlo: dane umowne.
Wykorzystujac do abliczenia sredniej arytmetycznej czgstoscl wzgle-
dne — wzor (2.5) - otrzymujemy:

< 812,50 _g 155 minuty.

100
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Uzyskane wyniki sg rownowazne, gdyz u-nrt::ul-.‘ sredniej arytmety-
cznej nie zalezy od liczebnosci absolutnych poszczegolnych klas, ale od pro.
porcji migdzy nimi. T :

Sredniej arytmetycznej nie mozna Inl‘-llczyc 2 szeregu 1‘uzdzmiczegu
o otwartych przedzialach klasowych. Jesli ut_'.m-'at‘h? Frzmjmn!-j,f klasowe majg
niewielkie liczebnosci, to przed obliczeniem sredniej mozna je umownie do-
mknac. Przyjmuje sie, Ze otwarty przedzial mozna dmnkn‘.}é.’ gdy liczba jed-
nostek w tym przedziale nie przekracza 5% liczebnosci (czyli 0,05N).
Ze wzgledu na to, ze glowna przyczyna niedomkniecia [.Tr;i_r:dzin_!(nv jest wy-
sokie rozproszenie skrajnych wartosci cechy, trudno jest trafnie wybra¢
wartosci reprezentujace otwarte klasy.

Czesto zdarza sig, Ze znamy srednie arytmetyczne dla pewnych grup
i na tej podstawie chcemy obliczyc srednig arytmetyczng dla wszystkich
grup lacznie. Wykorzystujemy wowczas nastepujacy wzor:

l 1o
Z,\'i n;
= .‘;:'.\?_, (26]
gdzie: X, jest srednig arytmetyczng i-tej grupy, natomiast n; — liczebnoscia
i-tej grupy (N=n;+nz+...+ny).
Srednia arytmetyczna posiada wiele wlasnosci. Najwazniejszymi
z nich sa:
1) jako miara klasyczna jest wypadkowa dzialania wszystkich wartogci
badanej cechy i spelnia nieréwnoscé: K S XS X
2) suma odchyleri poszczegolnych wartosci zmiennej od sredniej
arytmetycznej wynosi zero, czyli:

=1l

(% —x) =0 w przypadku szeregu wyliczajacego,
i=1

i“‘; =X):1;, =0 w przypadku szeregu rozdzielczego punktowego,

i=]

:{x.-f) -1 =0 w przypadku szeregu rozdzielczego przedzialowego;
3:! jesli pomnozymy srednig ary
badanej zbiorowosci, to otrzymamy s

tzn. NI: o

i=l =
4) srednia arytmetyezna r (rozni i ¢ i i
(roznicy) ich éredn}i’ch ar);tnlet;é:::;cﬁ;ﬂzmcy} T
5) jezeli wszystkie wartosci Zn
podzielimy lub pomnozymy)
bedzie réwna sumie
cznej i stalej c:

tmetyczng przez ogélng liczebno$é
ume wartosci wszystkich jednostek,

liennej powickszymy (pomniejszymy,
(t62mi .0 Pewng stalg ¢, to rednia arytmetyczna
roznicy, ilorazowi lub lloczynowi) §red niej arytmety-
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1 =
Eg’“i +C) =X +¢

6) na poziom sredniej arytmetycznej silny wplyw wywieraja wartosci
ekstremalne (skrajne), przy czym wplyw ten jest silniejszy w przypadku wy-
sokich wartosci zmiennej;

7) srednia arytmetyczna — jako wypadkowa wszystkich zaobserwo-
wanych wartosci cechy - jest wielkoscia abstrakeyjna. Oznacza to, ze w nie-
ktorych przypadkach moze ona przyjmowac wartosci w ogole niewyste-
pujace w zbiorowosci;

8) srednia arytmetyczna jest miarq prawidlowa tylko w odniesieniu do
zbiorowosci jednorodnych, o niewielkim zréznicowaniu wartoéci zmiennej
u poszczegolnych jednostek. W miare wzrostu asymetrii i dyspersji roz-
kladu, a takZze w rozkladach bi- i wielomodalnych nalezy do opisu wykao-
rzystywac przecigtne pozycyjne.

Srednia harmoniczna

Srednia harmoniczna jest odwrotnoscia sredniej arytmetycznej z od-
wrotnosci wartosci zmiennych. Z szeregéw wyliczajacych érednig harmoni-
czng obliczamy ze wzoru:

H=—", (2.7)

gdzie: H jest symbolem sredniej harmonicznej.

Przy obliczaniu sredniej harmonicznej z szeregéw rozdzielczych
(punktowych i przedzialowych) zachodzi koniecznos¢ stosowania wag (czyli
uwzgledniania liczebnosci). Z szeregow rozdzielezych punktowych sredniq
harmoniczna obliczamy nastepujaco:

N
H=——.
i%n;

i=1 4§

(2.8)

Z szeregow rozdzielczych przedzialowych srednia harmoniczng obli-
czamy wedlug wzoru (2.8) z tym, Ze konkr-:itne warianty cechy (x;) za-
stepujemy srodkami przedzialow klasowych (xi). :

Srednia harmoniczna stosuje si¢ wéwczas, gdy wartosci zmiennej
podane sa w jednostkach wzglednych (.lamanych”), np. km/godz., kg/osobe,
wagi za$ — w jednostkach licznikow tych jednostek wzglednych. Przyklado-
wo mozna tu wymienic takie zmienne, jak: *

+» predkosé pojazdu (zmienna - km/godz., waga - liczba kzlofnetréw?,

%+ gestosc zaludnienia (zmienna — mieszkancy/km®, waga — liczba mie-
szkancow),



36 Statystyka. Aspekly praktyczne i leoretyczne

% spozycie artykulu X na glowe ludnosci (zmienna - kg/osobe, waga -
liczba kilogramow).

Przykladowo, jesli turysta jechal rowerem przez 2 godziny z predko-
écig 15 km/h, a przez nastepne 4 godziny z predkoscia 9 km/h, to $rednia
predkosc jazdy obliczymy za pomocd sredniej harmonicznej nastepujaco:

H = _?”_J'Eb_ =11 km/h,

L 304236

15 9
gdzie: 30 jest przebyta droga w ciagu 2 godzin, 36 - pokonang odlegloscia
w czasie 4 godzin. Predkosc jest bowiem ilorazem przebytej drogi i czasu,
Przebyta przez turyste droga wynosi: 2- 15 + 4 -9 = 66 km. Na pokonanie tej
drogi turysta zuzyl 6h (2 h + 4h). Stad tez srednia predkosé wynosi:
66:6 =11 km/h.

Srednia geometryczna

Srednia geometryczna jest pierwiastkiem k-tego stopnia z iloczynu

k zmiennych, czyli:
: [EE
CT - L -I-I g .1-.'! fan -..‘-k = "‘I-LI .l-r i (2. 9)

el
gdzie:  jest znakiem iloczynu okreslonej liczby wyrazow.
Wzor (2.9) wykorzystywany jest do obliczania sredniej geometrycznej

z szeregow wyliczajacych. Srednig geometryczng dla szeregu rozdzielczego
punktowego oblicza sie ze wzoru;

(2.10)
i
gdzie: N =Z”r

i=1
Obliczfr:qu geometryczng dla szeregow rozdzielczych przedzialowych
¢ na podstawie wzoru (2.10) z tym, Ze konkretne wartosci zmiennej

(x1,%2, ..., xi) zastepuije sie rodkami przedzialéw klasowych xi (i=1,2,..k),

gdzie k oznacza liczb ialow k
e ¢ przedzialow klasowych w danym szeregu rozdziel-

Srednia geometr jduj
: comelryczna znajduje zastosow
tempa Zmian zjawisk, ktérych rozwj przedst
BOW dy1:1a+mlcznych. Stad tez do §redni
Sze] czesci podrecznika,

anie przy badaniu $redniego
_ awiony jest w postaci szere-
€] geometrycznej powrdcimy w dal-

Dominanta (modalna, wartoé¢ najczestsza)

Dominanta jes o
w szeregu Siatystyc]z]-,t ::10 gEIC%':sclea powtarzajaca sig warto§é zmiennej
ym. Okresla ona najbardziej typowa wartoéé zmiennej

Opisowa analiza struktury zjawisk masowych 37

w badanej zbiorowosci. Charakterystyczng cecha dominanty jest mozliwose
jej wyznaczania zarowno z szeregow dotyczgcych cechy mierzalnej, jak i nie-
mierzalnej. Wartosé dominanty mozna ustalié jedynie z rozklad6w jednomo-
dalnych.

W szeregach wyliczajacych i rozdzielezych punktowych dominanta
jest tq wartoscia cechy, ktorej odpowiada najwigksza liczebnosé.

W szeregach rozdzielczych przedzialowych bezposrednio moina
okreslic¢ tylko przedzial, w ktérym znajduje si¢ dominanta. Jest to przedzial
o najwigkszej liczebnosci. Konkretna wartosé liczbowa, nalezacg do tego
przedzialu i bedaca dominanty, wyznacza si¢ za pomoca nastepujacego
wzoru interpolacyjnego:

Hp = Mpy ;

g
(np = npy) + (11p = Mpy)
gdzie: D - symbol dominanty, xp — dolna granica klasy, w ktorej znajduje sie
dominanta, np - liczebno$é przedzialu dominanty, np-1 — liczebnosc prze-
dzialu poprzedzajacego przedzial dominanty, np+1 — liczebnosé przedzialu
nastepujacego po przedziale dominanty, ip — interwal (rozpigtosc) prze-
dzialu dominanty.

Przy wyznaczaniu dominanty za pomocg wzoru (2.11) wskazany jest
bezwzgledny wymog, by rozpigtosc przedzialu dominanty i obu prze-
dzialéw bezposrednio z nim sasiadujacych byly jednakowe. Technike wy-
znaczania dominanty z szeregow rozdzielezych przedzialowych zilustruje-
my przykladem liczbowym (dane w tab. 2.2).

D=xp+ (2.11)

Tab. 2.2. Liczba podmiotéw gospodarczych dzialajacych
w gminach wiejskich w wojew6dztwie L

| Liczba podmiotow Liczba gmin j
4-8 18
9-13 24 |
1418 8 *
19-23

Zrodlo: dane umowne.

Z danych liczbowych zawartych w tab. 2.2 wynika, ze dominanta znaj-
duje si¢ w przedziale 9-13. Wartoéé dominanty, wyznaczona za pomoca
wzoru (2.11) jest zatem rowna:

pe9s——A18 5103610,
(24-18) +(24 - 8)

Otrzymany wynik oznacza, ze najczesciej spotyka'na liczba Pndnﬂu-
téw gospodarczych w badanej zbiorowosci gmin oscyluje wokol liczby 10.
Wartoé¢ ta miesci sie w przedziale najliczniejszym.
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—_—

dzialow przed i za przedzialem dnmindnly 54
réwna érodkowi klasy dominujacej. W przy-
przedzajace] jes! wigksza od liczebnosci klasy
blizsza dolnej granicy przedzialy,

Jezeli liczebnosc prze
indnnknwc, to dnmingntu jest
padku, gdy liczebnosc klasy po ja
nastepujacej, dominanta bedzie \\*lﬂrln.ﬁu:m
w ktorym jest zawarta i odwrotnie.

7 szeregow rozdzielezych przu.'dzmlnw_ | '
wyznaczyc graficznie. Graficzne wyznaczanie Inmdlzim-] spnjn-';-ud 2 sig do
wykreslenia histogramu liczebnosci i polaczenia u.ilwnmn fu_lj;.mk.mu wierz-
cholkow najwyzszego prostokata, po przekatnej, z najblizszymi wierz-
cholkami sasiednich prostokgtaw. Rzul punktu przecigcia tych odcinkéw na
o0& odcigtych wskazuje wartosé dnmimnl}-".

ych dominante mozna réwniez

Kwantyle

Sposrod kwantyli najezesciej uzywanymi miarami sq kwartyle, wsraod
ktorych wyrdzniamy kwartyl pierwszy (dolny), kwartyl drugi (zwany tez
mediang lub wartosciq srodkowq) oraz kwartyl trzeci (gﬁrn_v)z. Kazdy
2 kwartyli dzieli zbiorowos¢ uporzadkowang niemalejgco pod wzgledem
liczebnosci na dwie czgsci, przy czym:

= kwartyl pierwszy dzieli zbiorowosc na dwie czgsci w ten sposab, ze
25% jednostek zbiorowosci ma warlosci zmiennej mniejsze lub rowne kwar-
tylowi pierwszemu, a 75% - rowne lub wieksze od te £0 kwartyla;

«+ mediana dzieli zbiorowosc na dwie czesci w ten slmﬁfub: ze 50% jed-
nostek ma wartosci mniejsze lub rowne medianie oraz 50% - rowne lub
wigksze od mediany;

- w kwartyl trzeci dzi.:eli z}*-iomwm‘zf na dwie czesci w ten sposob, ze
_5)’5 jednostek ma wartosci zmiennej mniejsze lub rowne kwartylowi trze-
ciemu, a 25% - rowne lub wigksze od kwartyla trzeciego. g

o Tfjizerugéw v\jyiic:@jqcych (skladajacych si¢ zazwyczaj z niewielkiej
l:;z(;gﬁ::n;:ri;L‘l;)q:m?i:n:;mu:] \tv}rz,ns:-::;.cn sig. mediang. ‘\Tu' ‘pr;’_ypadku, gdy licz-
arytmetyczna dw-:'u.:h ‘%rn‘dkuw ’CLI'; - F:“l:F:""u}f"'*a % ""L‘dm_“ﬂ L 51"3‘31“!"!
R “;ylicza‘ 1) : wat t.'lh("l .cmw:nw;. Sp(lasnb Wyznaczania

Jacych mozna Zapisac nastepujgcymi wzorami:

Me =xy,,, gdy N jest nieparzyste, (2.12)
2
M'-:'“l X : '
=5ty [0ogdy N jest parzyste, (2.13)

1
Por. M. Sobezyk, Statystuk Pods
T ¥ ystyka. Podstawy teoretyczne, przyklady i zadania, Wydawnictwo UMCS,

9
Pozostale kwantyle; kwintyle,

. d * i perce ki :
sblorowosé Jest wystaaefrce 1p-. ecyle i percentyle jest sens obliczaé tylko wiedy, gdy
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Wyznaczanie mediany z szeregu rozdzielezego punktowego sprowa-

dza si¢ do wskazania jednostki srodkowej i odczytania wariantu cechy
odpowiadajacej tej jednostce. Okreslenie srodkowej jednostki ulatwia
kumulacja liczebnosci, polegajaca na kolejnym, narastajgcym sumowaniu
liczebnosci dotyczacych poszezegolnych warianléw badanej zmiennej. Jesli
kumulacji podlegaja czestosci wzgledne, a nie liczebnosci absolutne, to
otrzymany zbior danych okresla si¢ mianem dystrybuanty empirycznej.
Graficznym obrazem ksztaltowania sig liczebnosci skumulowanych jest
histogram liczebnosci skumulowanej lub diagram liczebnosei skumulowa-

nej.
7 szeregow rozdzielczych przedzialowych kwartyle wyznaczamy wy-
korzystujac nastgpujace wzory interpolacyjne:

N S

i :
Q] - _\‘q o — 1 aal iy ;QL" (2-14}
”Ql
N ke
=
@, =Me=x, - 2 “Unger (215)
e
N - gui
: fw : 2.
Q =Xg, + — iy )
o
3

pdzie: Qi, Qa(Me), Qs - odpowiednio kwartyl pierwszy, kwart):rl drugi (me-
diana) oraz kwartyl trzeci, Xg, Xg, Xg, = dolne granice prze_dzmlﬁw, w kié.-
rych znajduja si¢ odpowiednio kwartyl pierwszy, mediana i kwartyl trzeci,

inj _ suma liczebnosci od klasy pierwszej do poprzedzajacej te, w ktorej
i=1 g
znajduja sie odpowiednio kwartyl pierwszy, mediar}a i kw.artyi trzeci, 1o,
Myer Mg, — liczebnosci przedzialow, w ktér_ych zr_xa;d!.ual sig odpowiednio
kwartyl pierwszy, mediana i kwartyl trzeci, ig,, Ier oy = interwaly prze-
dzialow, w ktorych znajduja sie odpowiednio Ikw.,-..ra!:rtyl pierwszy, mediana
i kwartyl trzeci. _ :
Technike obliczania kwartyli z szeregow rozdzielczych przedzialo-
wych pokazemy na przykladzie (tab. 2.3).
Pierwszym krokiem przy wyznaczant
sie odpowiedni kwartyl. W tym celu obliczamy kolejno: i

u kwartyli jest okreslenie Klasy,

w ktorej znajduje
N

N N' 3 I'l&'lStli.'PniE k@rzysta]'ny Z dystrybuanty Empil’_‘,"CZHEj (bﬁdi tez z sze-

icze i lgdnych).
regu skumulowanych liczebnosci bezwzg .
Korzystajqe z informacji liczbowych zawartych w tab. 2.3 mamy:
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et g et
) 4 4

-

4 4

Tak wicc, kwartyl pierwszy (Q1) znajduje sig w przedziale 200-300

tys. zl, kwartyl drugi (02 = Me) oraz kwartyl trzeci (Qz) W przedziale 300-40p
tys. zl.

N_l_l}l_izzﬁ ﬂ 100 SN:E“[_]=?5.
)

Thb. 2.3, Roczna sprzedai (w tys. zl) uzyskana przez przedstawicieli handlowych

Lil.'_".f,ljf-l_ . "_Ods_elq:k- I_).).zsl;'vbuam.n |
Sprzedaz w tys. 2| przedstawicieli | przedstawicieli | L_'mpiryczna

T e e - T
T T P 120 . of|
e o 8 g |+ R T |
300400 T s R T 750
wsw | 10 e S T |
B vy | w0 i 100,00l
Razem Y 50 | : IBU,'D_ ! X !

Zrodlo: dane umowne.
Wartosc kwartyla pierwszego jest rowna (wzor (2.14)):

25-12
Q, =200+ = -100 =250 tys. zl.

Oznacza to, ze 25% przedstawicieli handlowych uzyskalo roczng
sprzedaz w wysokosci nieprzekraczajacej 250 tys. zl, a pozostalych 75%
przedstawicieli - nie mniejsza niz 250 tys. zl. ;

Mediana wynosi (wzdr (2.15)):

Me =300+ 20-26
38

-100 = 363,158 tys. zl.

Ot 37 . P
rzymany wynik pozwala stwierdzi¢, ze 50% przedstawicieli han-

dlowych uzyskalo roczn 7 nie wi 15
us q sprzedaz nie wigksza niz 363,158 tys. —ni
mniejsza niz 363,158 tys. zl. i Sitysizl e DR

Wartos¢ kwartyla trzeciego obliczamy nastepujaco (wzor (2.16)):

o T
Q; =300+ = -100 = 428,947 tys. zI.

Okazuije sie wiec, ze 75% :
: ! przedstawiciel; g
na sprzedaz mniejsza lub réwn 1 handlow

przedstawicieli - wigksz
Kwartyle moz
sporzadzi¢ wykres s

: ych osiggnelo rocz-
a kwocie 428,947 tys. z1, a pozostal ych 25%
q lub réwng 428,947 tys. 2.

I?a rml.vmez wyzn.aczac' graficznie. W tym celu nalezy
umulowanego wieloboku liczebnogci (jesli do obliczen
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wykorzystujemy liczebnosci absolutne) lub dystrybuanty empirycznej (jesli
poslugujemy sie czestosciami wz.g]gdnymif.

Kwartyle (podobnie jak dominantg) mozna wyznaczac z szeregow
o otwartych przedzialach klasowych. Ponadto, w odréznieniu od Sredniej
arytmetycznej, nie reaguja one na wartosci ekstremalne (skrajne).

Srednia arytmetyczna, mediana i modalna jako miary tendencji cen-
tralnej powiazane sq ze sobq odpowiednimi zaleznosciami, ktore wyrazaja
sic rownosciami lub nieréwnosciami (decyduje o tym typ rozkladu empi-
rycznego). Zaleznosci te zostang oméwione przy miarach asymetrii, W tym
miejscu podajemy jedynie, Zze w rozkladach symetrycznych miary te s sobie
rawne (¥ = D=Me). W rozkladach asymetrycznych, czgsto wystepujacych
w praktyce badan statystycznych, zwiazek migdzy wymienionymi charakte-
rystykami jest okreslony wzorem:

X — D =3(x — Me). (2.17)

Wzorem (2.17) mozna posluzy¢ sie do obliczenia nieznanego para-
metru, gdy znane sa dwa pozostale.

2.2.2. Miary zmiennosci

Wartoéci érednie nie wystarczaja do scharakteryzowania struktury
sbiorowoéci. Badana zbiorowos¢ statystyczna moze bowiem charakteryzo-
wac sie réznym stopniem zmiennosci (rozproszenia, zréznicowania, dys-
persji) badanej cechy. Dyspersja nazywamy zroznicowanie jednostek zbio-
rowosci ze wzgledu na wartoéc badanej cechy. Zmienno$¢ ocenia si¢ za
pomocq wielu miar statystycznych, wér6d ktoérych wyréznia sig miary kla-
syczne i pozycyjne oraz bezwzgledne (absolutne) i wzgledne (relatywne,
stosunkowe). Klasyczne miary zmiennosci obliczane sa na podstawie
wszystkich wartosci badanej cechy, pozycyjne — na podstawie nie}déryc}f
(stojacych na okreslonej pozycji) wartosci. Do klasycznych rni'ar zm.lennoﬁt:{
zaliczamy odchylenie standardowe, wariancje 1 WSP&]CZ}"I:II‘I].]( zmiennosci
(obliczany przy uzyciu odchylenia standardowego i s’.r‘ednie‘\ a_rytmetycznen.
W. grupie pozycyjnych miar zmiennosci wyréznia sig: empiryczny obszar
zmiennosci (zwany tez rozstepem), odchylenie ¢wiartkowe oraz pozycyjny
wspolczynnik zmiennosci. i

Bezwzgledne miary zmiennosci (fj. rozstep, odc.hylt.eme_ -:wmrtkows:*,
wariancja oraz odchylenie standardowe) sa wielkosciami mianowanymi,
posiadajacymi miano badanej cechy. Wzgledna miara dyspersji jest
wspolezynnik zmiennosci, wyrazany w procentach.

3 Por. M. Sobezyk, op. cit., 5. 51
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Rozstep

Rozstep jest roznica miedzy najwigksza i najmniejsza wartoscia cechy,
Oblicza si¢ go ze WZoru:

R = Xnax ~ Ymin: {2-18}

Jak wynika z relacji (2.18), wartosc rozstepu zalezy jedynie od dwach
skrajnych wielkosci: najmniejszej 1 najwigkszej. Brakuje zatem informacjj
o zraznicowaniu pozostalych jednostek zbiorowosci pod wzgledem l"'c'ldanej
cechy. Dlatego tez rozstep stosowany jest glownie w przypadkach, gdy
niezbedna jest wstepna orientacja 0 obszarze zmiennosci cechy.

Qdchylenie ¢wiartkowe

Odchylenie éwiartkowe oblicza si¢ na podstawie kwartyli. Definiuje
sig go jako polowe roznicy migdzy kwartylem trzecim i pierwszym, czyli:

LlehEoN
=)

Q (2.19)

Réznice Qs - 1 okresla sig mianem rozstepu kwartylowego lub roz-
stepu migdzykwartylowego.

Odchylenie cwiartkowe mierzy poziom zroznicowania jedynie polo-
wy jednostek (50%), pozostalych po odrzuceniu 25% jednostek o wartos-
ciach mniejszych od kwartyla pierwszego (x; < Q1) i 25% jednostek wig-
kszy:ch od kwartyla trzeciego (x; > Q). Miara ta nie jest wiec wrazliwa na
skrajne wartosci zbioru. Z tego tez wzgledu nie nalezy do zbyt czesto wyko-
rzystywanych miar zmiennosci.

w Jezeli do Opisu tendencji centralnej uzyto mediany, a do opisu zmien-
nosci odchylenia éwiartkowego — to mozliwe jest okreglenie typowego ob-
Szaru zmiennosci i : 4 i ierd
ok nosci badanej cechy. Obszar ten okresla nastepujgca nierow-

Me - Q< x,,, <Me + Q. (2.20)

: N‘letyp.nwe W danej zbiorowosci s3 jednostki o wartosci nizszej do roz-
nicy Me-Q i wyzszej od sumy Me-Q
Odchylenie ¢wiartkowe

z jest szczegdlnie przydat T <
tycznej szeregd . = przydatne w analizie statys
yeane) szeregow rozdzielezych przedzialowych o klasach otwartych. Od-

chylenie éwiartkowe i o

e interpretuje sie jako i S :
; > 5 rzecigtne z 2 =
nych jednostek woksl mediany, ] jol etne zréznicowanie bada

Wariancja | odchylenije standardowe
Najczeéciej i
St ;nii Sta]nggrr;;zystwapym_i miarami zroznicowania sq wariancja
we. Wariancja jest to $rednia arytmetyczna kwad-
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ratow odchylen poszczegolnych wartosci cechy od ich Sredniej arytmetycz-
nej. Oznaczamy ja symbolem s* i obliczamy w nastepujacy sposob'.
i |

Si=es i(,\', - E}z dla szeregdw wyliczajgcych, (2.21)
N a1

(=]

l ." PR, |
883 i(.‘r, - X)"n; dla szeregow rozdzielczych punktowych,  (2.22)
N sl

1 i. g —— ), » . 1]
§° =— i[r. - ¥)*n, dla szeregdw rozdzielczych przedzialowych. (2.23)
IN' fai
Niektorzy statystycy twierdza, Ze obliczana z szeregow rozdzielczych
przedzialowych (o réwnych rozpigtosciach klas i liczbie przedzialow mniej-
szych od 12) wariancja jest przeszacowana. Dlatego tez zaleca si¢ — w takich
J 3
przypadkach - stosowanie poprawki Shepparda, ktéra wynosi ;—z Nalezy

wtedy poslugiwaé sie wzorem?:

2 i o T AN
5% =—= ) (Xi—X)ih —=—
N & g
Wariancja jako miara zrdznicowania ma dwie wazne wlasciwosci,
a mianowicie:
1) wariancja jest roznica migdzy §rednig arytmetyczna kwadratow
wartosci zmiennej i kwadratem jej Sredniej arytmetycznej, czyli:
= —
s =% — (7}, (2.25)
2) jezeli badang zbiorowos¢ podzielimy na k grup, to wariancja ogélna
(calej zbiorowosci) jest suma dwach skladnikéw: wariancji wewnatrzgrupo-

wej i wariancji migdzygrupowej:
2 At
; sim, i(.\i—x) n,
’

52 =S--2 +52(I-)'—' |-1N + i=1 -

(2.24)

(2.26)

gdzie: N = in,-, i=1,2 ..,k,s} - wariancja i-tej grupy, x; — Srednia
f=1

arytmetyczna i-tej grupy, % — érednia ogolna (érednia ze Srednich wszystkich

grup). . . PRt -
Wiasnoéé okreglona wzorem (2.26) nosi nazwe réwnaosci wariancyjnej.

tws znej zami lu N uzywa sie . Jesli wariancja jest obliczana
W statystyce matematycznej zamiast symbolu ¥ g ) ariancj
z praby mah:.:'j (?: < 30), to pr:?;v jej obliczaniu sume kwadratéw réznic dzieli sig nie przez it, tyiko
przez n - 1, Por. np. A. Zelias, B. Pawelek, S. Wanat, Metody statystyczne. Zadania i sprawdziany,
PWE, Warszawa 2002, 5. 46.

5 por. A. Zelia§, Metody statystyczne, PWE, Warszawa 2000, s. 60,
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Technike obliczania wariancji z réGwnosd }variancyjnei zilustrujemy
przykladem. W przedsiqbiorst\-.'ie skladaiqc]:'m sig z trzech wydzialéw, ze.
brano nastepujace informacje dotyczace stazu pracy: ;

zaklad I: m, = 50 pracownikow, n=121at, 5y =3 (lata)s; )

zaklad II: n, =120 pracownikow, X, =8lat, 5; =2 (lata)7;

zaklad IIL: ny =70 pracownikow, X3 = 10 lat, s3 =4 (lata)™.

Obliczyc zroznicowanie stazu pracy w calym pr?.t‘d."-igbinr:‘.t“-ie_

Sredni staz pracy w calym przedsiebiorstwie obliczamy nastepujaco:

= 12-50+8-120+10-70 =‘_’,;"{-|n 5o ATAT
50+120+70 240
Wewnatrzgrupowe zréznicowanie stazu pracy jest rowne:

, 3.50+2.12044.70 670

s? = = =28 (lat)*.
50+120+70 240
Miedzygrupowe zréznicowanie stazu pracy wynosi:
2o (12-9,4)%-50+(8-9,4)° 120 +(10-9,4)* - 70 _589,4
() (e BV S0 S8 0370, 9940 oeiieN
50 +120+ 70 240

Wariancja ogélna jest suma wariancji wewnatrzgrupowej i migdzy-
grupowej, czyli:
2 - s )
s°=2,8+2,5=53 (lat)".

j Wy.mka stad, ze na wariancj¢ ogdélna nieco wigkszy wplyw ma zréz-
nicowanie wewnatrzgrupowe niz miedzygrupowe. Ponadto, wariancja
ogolna jest zawsze wigksza anizeli wariancja poszczegélnych grup.

ol We:lnan_qa jest x}ri!elkoéciq nieujemna (s> 2 0) i mianowana. Jej mianem
Jtesi ‘;:a‘ rat.|e_dnostk1dhzycznq, w jakiej mierzona jest badana zmienna. Stad
riancja jes cznej i i i

i z;nie]]-l ] 't_ tru e n.:lo merytorycznej interpretacji. W celu uzyskania

y noscl 0 mianie zgodnym z mianem badanej cechy, oblicza sig

do:gialm pie::wiastel-f kwadratowy z wariangji. Otrzymana w ten sposéb mia-
ra jest okreslana mianem odchylenia standardowego:

2

Olchvian: =52, (2.27)
zbiorowoi;gl:{;;ﬁiSfasl-ldalgl[}}ve C'}il'les'ia, 0 ile - srednio biorgc — jednostki
zbiorowosc jest bﬂ?d;ig-o Sredniej arytmetycznej badanej zmiennej. Im
Standnrdsioys Z1€) Zroznicowana, tym wariancja (a wigc i odchylenie

e) jest wieksza. Jesli wartosci badanej cechy mierzone sa w skali

porzadkowej (tzn. s3 ran i
obliczamy “aﬁtepujgco; gowane za pomoca liczb naturalnych), to wariancjg

a.n-1
T : (2.28)
Odchyleni 5
ylenie standardo ; :
obszaru zmiennogci badanei‘ge mozna wykorzysta¢ do budowy typowego

w przedziale: echy. Typowy obszar zmiennosci za warty jest
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X=8S X, SX 48 (2.29)
Z odchyleniem standardowym wigze si¢ taw, regula trzech sigm.
Zgodnie z nig, wystgpienie obserwacji o wartosal cechy spoza praedeaialu
(x —3s ¥ +3s) jest malo prawdopodobne. W przypadku rozkladow o nie-
wielkiej asymetrii, tylko ok. 0,.3% obserwacji wykracza poza przedzial:
X =38 X< X +3s. (2.30)
W rozkladach regularnych (symetrycznych, jednomodalnych) ok, 68%
obserwacji odchyla si¢ od sredniej arytmetycznej o mniej niz iL‘n‘lnn odchyle-
nie standardowe, ok, 95% obserwacji odehyla si¢ 0 mniej niz 2 odehylenia
standardowe i niemal wszystkie - 0 mniej niz 3 odchylenia standardowe,

Standaryzacja wartosci cechy

Odchylenie standardowe moze by¢ wykorzystane do standaryzacii
wartosci cechy. Standaryzacja jest przeksztalceniem plerwotnych wartoscl
cechy v w wartosci nowej cechy 2z wedlug wzoru:

7 ==, (2.31)
5
gdzie: ¥ i s sq odpowiednio drednig arytmetyczng i odehyleniem standar-
dowym pierwotnych wartosci cechy.

Wartoé¢ standaryzowana informuje o tym, o ile odchylen standardo-
wych pierwotna wartosc cechy jest wigksza lub mniejsza od sredniej arytime-
tycznej. Standaryzacji podlegaja wylacanie cechy ilosciowe, pdy# tylko
wtedy mozna obliczyc éredniq arytmetyczng i odehylenie standardowe,
Wartogci cechy wigkszej od Sredniej arytmetycznej odpowiada dodatnia
wartoé¢ standaryzowana (zi > 0), a warto$ciom niZszym - ujemna warlosc
standaryzowana (z < 0).

Srednia arytmetyczna zbioru danych standaryzowanych wynosi zero,
a odchylenie standardowe jest rowne jednosdei. Wynika to z nastgpujacych

przeksztalcen: 5

T-x 2 ;ﬁéfﬁg - i(xi ~%)=0, (232)
oraz
sk = it i(z ~Z)= o iz'z g i[ﬂ:_*f )z=—]--z- i{-‘?‘ = ==f-:- =1.(233)
. N = : N = N w8 Ns® =1 8

Dane standaryzowane pochodzgce 2 raznych rozkladéw moga byd ze
sobg poréwnywalne. Zalozmy, e uczen otrzymal 50 punktow z egzaminu
7 jezyka angielskiego, podczas gdy srednia arytmetyczna dla Ffﬁiei klasy wy-
nosila 45 punktéw z odchyleniem standardowym 5 punktow. Ten sam uczen
otrzymal 60 punktow z epzaminu z matematyki przy Srednicj klasowej row-
nej 55 punktéw i odchyleniu standardowym 10 punktow. W ktarym z wy-
mienionych przedmiotow uczen jest lepszy w pordwnaniu do reszty Kklasy?
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wiedzi na ppstawiunu pytnnio wymaga d”km'lania

Udzielenie odpo . _
andaryzowana ocena z jezyka angielskiego jest

standaryzacji wynikow. 5t
rowna 1 50445 =1], a slandar},rzownna ocena z malunm{}fki wynosi 0.5

.

( 60-55 _ [},5]. 7 obliczen wynika wigc, Ze na tle klasy uczen jest lepszy z j-
10
zyka angielskiego niz z matematyki.

Wspdlczynnik zmiennosci

Przedstawione dotychczas miary nie pozwalajag na poréwnywanie
zmiennosci tej samej cechy w roznych zbiorowosciach, czy kilku cech
wyrazonych w odmiennych mianach. W takich przypadkach wyknrzystuje
sie niemianowang (najezesciej wyrazang w procentach) miar¢ zroznicowa-
nia — wspolczynnik zmiennosci. Wspolczynnik zmiennosci jest ilorazem
absolutnej miary zréznicowania i przecigtnego poziomu wartosci cechy.
Z uwagi na fakt, ze przy analizie rozkladu wartosci cechy poslugujemy sie
roznymi miarami dyspersjii przecigtnymi, wspolczynnik zmiennosci mozna
obliczy¢ kilkoma metodami, a mianowicie:

5

V. ==-100;

S G
)

V.= Q -100,
Q Me (2.35)

Qﬁ _Ql
s ), 2.36
% 0.0 it

date: V' o : . "
? ie .1 jest syn_1b01em wspolezynnika zmiennosci, a indeks przy nim in-
c-rmu‘]‘fl;.o r;:dzam.bezwzglednej miary dyspersji uzytej w obliczeniach.
T spolezynnik Zmiennosci obliczony za pomoca wzoru (2.34) nosi mia-
Klasycznego, relacje (2.35) i (2.36) okreslaja pozycyjne wspolczynniki
zmiennosci. 2 e
ezel Z el o .
. fakg IE;I'S,::?P‘:]CZ)’I""‘L_'5“""3““05':' przyjmuje wysokie wartosci liczbowe,
S ladczy 0_111§]et:lr1orod11méci badanej zbiorowosci statystycznej.
chy wykazlfxl'zyllr'nu]ii“?‘ 2e jezeli wspolezynnik V nie przekracza 10%, to ce-
S CU}?'ZL::!I.:}:LHI:Q zroznicowanie. Takg zbiorowosé uznaje sie za jed-
, poprawne wyniki anali i
Ponizej podaj d0e 2 ooy aRceng,
: podajemy przyklad i 5
s nien s przy praktycznego zastosowania wspolczyn-
Analiza wysokogci miesi
sokosci miesiecz : éwi
¢eznych wplywow za §wiadczenie uslug noc-

le
gowfgﬁ;ﬁ: ‘::i}’t htngeleldc:star::zyla nastepujacych informacji:

i : wartosci us ; i :
(W tys. z1): 60, 30, = ug w hotelach A, B, C byly réwne odpowiednio

* odchylenia standardowe wartosci s

powiednio (w tys. l): 11, 9 oraz 12, przedanych uslug wynosily od-
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W ktorym hotelu wystgpuje najmniejsza dyspersja miesigcznych
wplywow za swiadczenie uslug noclegowych?

Podane w tym przykladzie wartosci odchylen standardowych nie
moga stanowic podstawy do wyciggania wnioskéw o stopniu zmiennosci ze
wzgledu na znaczne réznice w Srednim poziomie wplywow w poszcz-
egolnych hotelach. Do tego celu nalezy wykorzystac klasyczny wspolezyn-
nik zmiennosci. Podstawiajac odpowiednie dane liczbowe do wzoru (2.34)
olrzymujemy:

- dla hotelu A: V, =%-'100='18,33‘}’q

L&
- dla hotelu B: V, =—-100=30%
30
- dla hotelu C: V, =E-IUU = 24%.
50
Tak wiec najmniejsza dyspersja miesigcznych wplywow za Swiad-
czenie uslug noclegowych wystepuje w hotelu A.

2.2.3. Miary asymetrii

Z punktu widzenia potrzeb analizy struktury zjawisk masowych istot-
ny jest nie tylko przecietny poziom 1 wewnetrzne zroznicowanie zbioro-
wosci, ale takze to, czy przewazajaca liczba jednostek tworzacych badana
zbiorowos¢ ma wartosci cechy wyzsze czy nizsze od przecigtnego poziomu.
Problem ten wiaze sie z ocena kierunku asymetrii (sko$nosci) rozkladu.

Asymetrig rozkladu najlatwiej jest okresli¢ przez poréwnanie takich
jego charakterystyk, jak srednia arytmetyczna, mediana, oraz modalna.
W rozkladach symetrycznych srednie te sa sobie rowne.

W rozkladach asymetrycznych wymienione srednie rozniq sie miedzy
soba, a roznice migdzy nimi sa tym wigksze, im empiryczny rozklad badanej
cechy bardziej odbiega od symetrycznego. Jesli spelniona jest nieréwnosc:
7> Me> D, to rozklad charakteryzuje si¢ asymetria prawostronng (dodatnia).
Jeéli natomiast zachodzi nieréwnosc: x < Me< D, to moéwimy o asymetrii le-
wostronnej (ujemnej).

Wskaznik asymetrii

Do okreélania kierunku asymetrii (tzn. czy asymetria jest prawo-
stronna czy lewostronna) rozkladu wykorzystuje si¢ wskaznik asymetrii
(skosnosci) okreslony wzorem:

W.=x-D. (2.37)

L]
Jesli réznica X — D jest dodatnia, mamy do czynienia z as_',rmerriq.gra-
wostronna. W przypadku asymetrii lewostronnej wsk_qzﬂ:k skosnosci jest
ujemny. W rozkladzie symetrycznym zachodzi rownosé: X =D.
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Kierunek asymetrii rozkladu mozna rawniez okreslié na podstawie
kwartyli. Zachodzq wéwezas nastepujace zaleznosc:
& przy rozkladzie symetrycznym:

(Qs ~-Q,)-(Q; -Q)=0, (2.38)
< przy rozkladzie o asymetrii prawostronnej:

(Q -Qy)—(Qa - Q)>0, (2.39)
% przy rozkladzie o asymetrii lewostronne:

(Q-Q)-(Q -Q)<0. (2.40)

Wakaznik skognosci jest liczbq mianowana. Okresla jedynie kierunek
asymetrii, a nie informuje o jej sile, gdyz jest wielkoscia nieunormowana.

Moment standaryzowany trzeciego rzedu

Miara okreslajaca zarowno kierunek, jak i sile asymetrii jest
wspolczynnik asymetrii. Jest on definiowany za pomoca momentu standa-
ryzowanego trzeciego rzedu i okreslony wzorem:

Hla
y=— (2.41)

PE
Licznik wzoru (2.41) wyraza przecigtng wielkos¢ trzecich poteg od-
chylen wartosci cechy od $redniej arytmetycznej, czyli:
L&, 3y ' y
My =— ) (x; —X)" dla szereg iczajaceg
b= (x; —x)" dla szeregu wyliczajacego, (2.42)

i=1
k

Ll =3
My —EZ(J; - X)" n; dla szeregu rozdzielczego punktowego, (2.43)

=]

1 et 3 a
s =Ei[x.-—x] n; dla szeregu rozdzielczego przedzialowego. (2.44)

Mianownik wzoru (2.41) j : .

A1) jest trzecia potegsg .
go badanej cechy. 1 potegg odchylenia standardowe
Stronn“g ifz}’Pﬂdku rozkladow o asymetrii prawostronnej A, > 0, a lewo-
i s‘!la :V = Uidw rozkladach symetrycznych A; = 0. Znak wspolczynnika
e ‘Estmc erunek asymetrii, jego modul wskazuje na sile asymetrii. Im
tria ruzk]IaduwT;;g:;‘ic :Si,zg;gr?@d oA ‘_stétzzynnika, tym silniejsza jest asyme-

; 2 1a mie jest zbyt silna, to wartos¢ =
NEgo momentu trzeciego rzedu zawiera sie w granicach: S Stend Ol

“lsA, <41 (2.45)

Jedynie przy ekstremalnie silne;
; : alnie siln ¥ 1o
wspblezynnika asymetrii przekracza 2_E} asymetrii, bezwzgledna wartosc

Wspotczynnik asymetrii

Najpopularniej
g jsza wzgled » = y
metrii 0 nastepujacej pUStacE €dna miarg asymetrii jest wspolczynnik asy-

Opisowa analiza struktury zjawisk masowych 49

aoak=k (2.46)

Wzor (2.46) okresla, ile odchylen standardowych zawiera réznica mig-
dzy sredniq arytmetyczng a dominants. Wiasnosci tego wspolezynnika
asymetrii sa takie same jak wspélczynnika okreslonego wzorem (2.41). Pod-
kresli¢ jednak nalezy, ze wspolczynnik obliczony za pomoca relacji (2.46) jest
przyblizona miara asymetrii. Za precyzyjniejszq miare asymetrii uznaje si¢
moment standaryzowany trzeciego rzedu.

Pozycyjny wspofczynnik asymetrii

Pozycyjny wspolczynnik asymetrii wykorzystuje sie zazwyczaj wte-
dy, gdy rozklad empiryczny nie spelnia warunkéw niezbednych do obli-
czenia dominanty czy éredniej arytmetycznej. Wspélezynnik ten jest okres-
lony wzoren:
ok = Me) - (Me - Q) 2 (Q; —Me) - (Me - Q) 5 Q5 +Q, —2Me

T (Q -Me)+(Me-Q)) Q-4 2Q

7 konstrukeji wzoru (2.47) wynika, ze pozycyjny wspolczynnik asyme-
trii okreéla kierunek i sile asymetrii jednostek znajdujacych si¢ w drugiej
i trzeciej ¢wiartce obszaru zmiennosci, a wiec w zawezonej ,przestrzeni”.
Z tego tez wzgledu pozycyjny wspolczynnik asymetrii traktowany jest jako
miara uzupelniajaca.

W odniesieniu do szeregéw wyliczajacych, uzytecznym narzedziem
oceny asymetrii rozkladu z wykorzystaniem kwartyli jest tzw. wykres pu-
delkowy (zwany tez ramkowym). Na wykresie tym zaznacza sie piec synte-
tycznych charakterystyk rozkladu: kwartyl pierwszy, mediang, kwartyl dru-

gi, najmniejszy i najwiekszy wynik obserwacji (por. rys. 2.1).

£

. (2.47)

Me-Qr  Qs—Me
(__"A__

Rys. 2.1. Wykres pudelkowy
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Wykres pudelkowy sklada sig¢ z I‘_-,!-r'mstnkqta, ktorego szerokosc wyzna-
czaja kwarytyle Q11 Qs a jego.\«rysokosc jest dowolna. Wewnatrz prostokata
znajduje sig mediana. W liczniku wzoru ‘(2.4?‘] mamy roznicg prawej i lewej
czesci prostokata, na jakie dzieli go mediana. Przy pl'm-v{fstrmu.m asymetrij
rozkladu réznica ta jest dodatnia, przy lewostronnej — ujemna. Przy
rozkladzie symetrycznym jest ona rowna zeru. Maksymalng wartos¢ réznicy
okresla mianownik wzoru (2.47), czyli dlugosc calego pudelka. Tak wigc po-
zycyjny wspolczynnik asymetrii jest miarg unormowana, przyjmujaca
wartosci z przedzialu [-1; +1].

Jak wynika z rys. 2.1, wyznaczony prostokat uzupelniaja dwa odcinki,
zwane wasami. Jeden z nich laczy prostokat na poziomie Q1 z minimalng
wartoscia zmiennej, drugi zas - laczy Qs z maksymalna wartoscia cechy.
W ten sposob wykres pozwala na ocene zroznicowania wartosci cr-_'::hy,

2.2.4. Miary splaszczenia i koncentracji

Zbiorowosc statystyczng analizuje si¢ takze ze wzgledu na stopien
skupienia poszczegolnych wartosci cechy wokol sredniej arytmetycznej.
Skupienie to jest — w duzym stopniu - uzaleznione od poziomu dyspersji. Im
wigksze jest zroznicowanie, tym mniejsze skupienie i odwrotnie. Miarg sku-
pienia poszczegolnych wartosci cechy wokdl jej sredniej arytmetycznej jest
wspolczynnik skupienia (kurtoza).

Kurtoza

Wspolezynnik skupienia (kurtoza) jest standaryzowanym momentem
centralnym czwartego rzedu, czyli:

ny

K= = (2.48)

dzie: my jest mome
g j lentem centralnym czwartego rzedu, okreslajacym

przecigtng wielkosc czwartych poteg odchyler g : o
arytmetycznej. Tak wiec: Al st Wartoacl cecy od Sl

my =1 i{r,— —f)“ dla szeregu wyliczaj
N 2 szeregu wyliczajacego, (2.49)

= 1 ; = d
m, -ﬁz('li =) n; dla szeregu rozdzielczego punktowego,  (2.50)

Tk
My =— 'T-_'T . .
= B g( G "] n; dla szeregu rozdzielezego przedzialowego. (2.51)

Im wyzsza wartosé j ;
; s C wWspolcz DiEn; : i
jest bardziej wysmukla. Ozne?cxa ynnika skupienia, tym krzywa liczebnoscl

L '0 wigksze skupienie wartosci cechy wokol
e spolezynnika skupienia wskazuja na splaszczenie
€jsze skupienie wartosci cechy wokol sredniej arytme-
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tycznej. Przyjmuje sig, ze jesli zbiorowosé ma rozklad normalny (por. roz-
dzial 111), to K = 3. Jesli natomiast K < 3, to rozklad jest bardziej splaszczony
niz normalny. Taki rozklad nosi nazwe platokurtycznego. W przypadku, gdy
K = 3, rozklad empiryczny badanej cechy jest bardziej wysmukly, a skupie-
nie jest silniejsze od normalnego. Méwimy wowczas o rozkladach leptokur-
tycznych.
Wspolezynnik skupienia podaje si¢ zazwyczaj w postaci:
L
K' = .;_: - (2.52)
i okreéla mianem wspolezynnika ekscesu. Wspolezynnik ekscesu jest rowny
zeru, jezeli rozklad badanej cechy jest normalny. W rozkladach splasz-
czonych (plaktokurtycznych) K* < 0, zas w rozkladach wysmuklych (lepto-
kurtycznych) = K* > 0.
Wspolczynnik ekscesu informuje zatem o tym, czy skupienie wartosci
badanej cechy wokol Sredniej arytmetycznej w danym rozkladzie jest wigk-
sze czy mniejsze niz w zbiorowosci o rozkladzie normalnym.

Wspofczynnik koncentracji Lorenza

W przypadku cech o charakterze zasobow (powierzchnia ziemi, do-
chody, kapital, produkeja itp.) wazne znaczenie ma analiza rozkladu ogol-
nej sumy wartosci badanej cechy (lacznego funduszu cechy) pomigdzy
poszczegolne jednostki zbiorowoéci statystycznej. Méwimy wowczas o kon-
centracji badanego zjawiska. Koncentracja jest bezposrednio zwigzana z asy-
metria i dyspersja badanej cechy. Im silniejsza asymetria i wigksze ZroZnico-
wanie wartosci zmiennej -- tym koncentragja jest wieksza.

Zupelna (catkowita) koncentracja wystepuje wtedy, gdy laczny fun-
dusz cechy przypada na jedna jednostke zbiorowosci (np. if'[czn}r areal po-
wierzchni ziemi w wojewdédztwie pozostaje W posiadaniu ]edrfego gospo-
darstwa rolnego). Z brakiem koncentracji mamy do czynien'ifl wowezas, gdy
na kazda jednostke zbiorowosci przypada taka sama czesc ogolrwq_ sumy
wartosci cechy (np. kazdy pracownik w przec}sigbiorstme otrzymuje t.akq
samg czesc lacznego funduszu plac). W badamach_ Stafyst}'CZI:'.}'Ch z_]aw§s%ca-
braku koncentracji i koncentracji zupelnej raczej nie w_ystepu]q. Najczescie]
mamy do czynienia z roznym natezeniem kom:entrat:]; (por. rys. ?..2).'

Do oceny stopnia koncentracji stosuje sig¢ d.“f'lE n}etody: graficzna
i analityczna. Metoda graficzna polega na wykrgslemu. wieloboku koncen-
tracji Lorenza. W tym celu na osi odcietych odmler‘za sie skumulowane cze-
stosci wzgledne liczebnosci (w %), natomiast na osi rzednych — pmcent:;ve
skumulowane czgstosci wzgledne lacznego funduszu CECh.}:'. Laczac pu tt;:
o tych wspolrzednych otrzymujemy Krzywa knncentrac_]ll (nlazywaanut:lz-
krzywa Lorenza). W przypadku niez:éwnomigrnego ro.zdzla u q-:;the;D’cI; o
duszu cechy pomiedzy jednostki sbiorowosci wszystkie punkty lezalyty r
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A. Koncentracja calkowita B. Koncentracja duza

C. Koncentracja slaba D. Brak koncentracji

Rys. 2.2 Rézne przypadki koncentracji
Zrédlo: A. Zelias, Metody statystyczne, PWE, Warszawa 2000, s. 73.

p‘rzekatn_ej kwadratu o boku 100. Przekatna tego kwadratu nosi nazwe linii
rownomiernego rozdzialu. Powierzchnia zawarta miedzy liniag réwnomier-
nego rozdzialu a krzywaq koncentracji Lorenza jest powierzchnia koncent-
racji. Im wigkszy jest stopien koncentracji, tym bardziej krzywa Lorenza od-
Ch}'li?. sie nc‘i linii réwnomiernego rozdzialu, a tym samym wigksza jest
pUWII‘ErZ.ChI'i‘la koncentracji. Maksymalna wartos¢ powierzchni koncentracji
fcfl?btme. rowna polowie kwadratu, tj. 5000, gdyz dwa boki prostokatnego
Tojkata rownoramiennego maja dlugosé 100, stad jego pole jest réwne 5000.
Stosunek pola zawartego miedzy linig rownomiernego rozdzialu

a krzywa koncentracii do pol i :
wspélezynnika kon rl:entr pola polowy kwadratu (pola tréjkata) nosi nazwe

postac: acji Lorenza. Wspolezynnik ten ma nastepujaca

Fraid e

o K 5000 (2:53)
e E‘sl}z ngu'k](%ﬁs) jest miarg niemianowang, przyjmujaca wartosci
e przedzialu: 0< k <1. Przy braku koncentracji k = 0, natomiast

B P-r—aktw)-'stepu]e i_:oncentracja zupelna (calkowita) i
torairase g’;z‘;}}' 5P'}3f5°b Postepowania przy pomiarze sily koncentracji me-
4 1 analityczng Zaprezentujemy na przykladzie (por. tab. 2.4).
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Tab. 24. Liczba ludnosci w gminach w Polsce w 1977 .

powyzej2 | 15 | 234 07 0.2 07 02
| 25 || 4% |Tim5 237 133 | 244 13,5‘\
I 57 | & | 39513 32,0 2,6 56,4 40,1
[ 72100 /[ set 4551,0 2,6 30,6 83,0 707
| powyzej 10| 351 | 43643 170 29,3 100,0 100,0

* paczng liczbe ludnosc w poszczegilnych przedzialach podano na podstawie danych
indywidualnych, gdyz umowne domkniecie przedzialow i korzystanie ze srodkow Klas
prowadziloby do duzych bledow.

Zradlo: Rocznik Demograficzny 1978, s. 7-8.

Juz na podstawie pobieznej analizy danych zawartych w tab. 2.4
oina stwierdzié, ze wystepuje koncentracja liczby ludnosci w gminach.
Odczytujac parami odsetki liczby gmin i odsetki lacznej liczby ludnosci,
zauwazamy do§¢ znaczne réznice. Swiadezy to o wystepowaniu koncen-
tracji. Potwierdza to rdwniez wykres wieloboku koncentracji (rys. 2.3).

A

2
T

=
S
|

skumulowane odsetki funduszu cechy
=3
T

s
=
|

20

| -
>

20 40 a0 B0 3 _100 5
skumulowane odsetki liczebnosci

P

Rys. 2.3. Wielobok koncentracji

klady i zadania,
dlo: M. Sobczyk, Statystyka. Podstawy teoretyczne, pray
g 5 UMCS, Lublin 2000, s. 68.
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Do obliczenia wspdlczynnika koncentracji za pomoca wzoru (2.53) pje
zbedna jest znajomosc powierzchni a. W tym celu nalezy uprzednio Ustali;f
l-n:-wiurzclmig znajdujaca si¢ ponizej krzywej koncentracji Lorenza. Doklag.
ne ustalenie tej powierzchni wymaga znajomosci analitycznej postaci funkgi
krzywej koncentracji. W badaniach empirycznych powierzchnig te Znajdu‘L
si¢ w sposob przyblizony jako sume pol tréjkata i trapezow (por. rys. 2_3])

Powierzchnig pod krzywa koncentracji mozna zatem obliczy¢ jﬂku-.

P=R+YE,
=1

gdzie: Py - pole trGjkata, Pi — pole i-tego trapezu (L= 2, 374 KN
Korzystajac ze znanych wzorow na pole trojkata i trapezu, otrzymuje-

(2.54)

my:
2.0.7
e 0,2-0,7 _ 0,070,
2
0,2+13,5
Pz = —j'—-""- e 23,? = 62,345.-
13,5 + 40, .
B =22t 38576
40,1 + 70,
p=2ULHT0T o e 147364
p 7074100
= 17 = 145095

5 ﬁg:\lma;g;l: 311::;::;)1 iE'frl rowna: P = 3944,605. Pole a wynosi zatem: a = 5000 -
605 = 5,395. Wspalezynnik koncentracii : o

e mwn}y-_ ynnik koncentracji Lorenza obliczony ze wzo-

1055395,

5000

Wartos¢ ta wskazuije i
Wigiieh, Zuje na niezbyt silng koncentracje liczby ludnose

0,21.

2.2.5. Kompleksowa analiza struktury

Statystyczna anali
) naliza struktur i :
pleksowo, tzn. z jednoczesny ¥y powinna by¢ przeprowadzona kom-

mozliwych d : - m uwzglednieniem duzej liczby parametrow,
2 fal-:tu,yée kgiodt:l;im: u; danym typie rozkladu em pilryczngg];). W;'lrﬁka to
asymetrii, splaszczenif i lfc;lliéztifr}’fl}fk Fmi.a Iy przecigtne, zr6znicowania,
dzenia. Ograniczenie si acji) opisuje rozklad z innego punktu wi-
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Jak wiadomo, do opisu struktury zbiorowosci wykorzystuje sig dwie
grupy miar: klasyczne i pozycyjne. Miary klasyczne oparte sq na wszystkich
wartoéciach badanej cechy. Jest to zaréwno ich wada, jak i zaleta. Wada tych
miar ujawnia si¢ w przypadku wystepowania obserwacji skrajnych (niety-
powych), odbiegajacych znacznie od pozostalych. Przykladowo, wielkosci
ckstremalne znieksztalcaja poziom Sredniej arytmetycznej, a tym samym
i innych miar klasycznych, do obliczania ktérych wykorzystuje si¢ te srednia
(np. odchylenie standardowe, wspélczynnik asymetrii). Z tego tez wzgledu
nie nalezy wowczas stosowac miar klasycznych. Tego rodzaju miar nie
nalezy réwniez stosowac w rozkladach skrajnie asymetrycznych, majacych
wiecej niz jedno maksimum, jak tez w szeregach rozdzielezych o otwartych
przedzialach klasowych. Ogélnie mozna stwierdzi¢, ze miary klasyczne sto-
sowane sa przy opisie struktur rozkladow typowych (jednomodalnych,
o slabej asymetrii lub symetrycznych).

Miary pozycyjne sa mniej dokladne, gdyz oparte s3 na wybranych
wartogciach cechy, stojacych na okreslonej pozycji. Dlatego tez sa one wy-
korzystywane do opisu struktur rozkladéw nietypowych (skrajnie asyme-
trycznych, bi- lub wielomodalnych o otwartych przedzialach klasowych).
Obliczanie miar klasycznych z rozkladow nietypowych nie jest wskazane.

Tak wiec w opisie struktur rozkladéw typowych pierwszenstwo maja
miary klasyczne. Miary pozycyjne mozna oblicza¢ dodatkowo. Rozklady
nietypowe sg opisywane miarami pozycyjnymi; miary klasyczne nie sa tutaj
wykorzystywane.

W przypadku poréwnywania dwéch lub wiecej struktur zbiorowosci
o typowych rozkladach wykorzystujemy miary klasyczne oraz, dodatkowo,
pozycyjne. Jesli poréwnuje sie sbiorowosci o nietypowych rozkladach — sto-
sujemy wylacznie miary pozycyjne. Wreszcie, przy poréwnywaniu dwoch
rozkladéw, z ktérych jeden jest typowy drugi za$ nietypowy — wykorzyst-
ujemy tylko miary pozycyjne. Wybdr parametrow opisowych narzucony jest
tutaj przez rozklad nietypowy.

Przy poréwnywaniu struktur réznych zbiorowosci Zna.jdl:le zastoso-
wanie wzgledny wskaZnik podobienstwa struktur. Jest on okreslony naste-

pujaco:

i min(w;)

Z=dsl (2.55)
imax(wi)
i=1
W liczniku wzoru (2.55) znajduje sie suma mniejsz‘yc.:h wskaznikow
struktury, w mianowniku za§ — suma wieksz_ych' wskazmk.dw stmkt‘ury
poréwnywanych rozkladéw. Wskaznik Z przyjmuje wartoscl Z przedzialu
[0:1], przy czym jesli Z=1, to poréwnywane struktury sa identyczne.
W przypadku, gdy Z = 0, poréwnywane struktury sa krancowo odmienne.
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obliczania wzglednego wskaznika po.

ilustrowania sposobu
e poniZszym przykladem (tab. 2.5).

dobienstwa struktur posluzymy si¢

Tab. 2.5. Pracownicy zakladow A i B wedlug wieku

s oz | T ZakadB
Wiek w latach _hiiczebngﬁ?_‘_ :,ka_?mﬁ = Ecub_n_n_éu . ws;ka;‘.nikj__
bezwzgledne | struktury (w %) | bﬂfgllrﬂn_u struktury (w %)
T e ] . 14.66
S| T | 1895 | 355 5o
35-44 S e e | ST
554 320 a9 | e
5559 201 T T [T PR I
60-65 18 T (T T
Razem 33 | 10000 | 189 | 100,00

Zrodlo: dane umowne.

Wskazniki struktury (zwane tez cz¢stosciami, liczebnosciami wzgle-
dnymi, frakcjami lub odsetkami) sa ilorazami liczby jednostek o danej war-
tosci cechy do liczebnosci calej zbiorowosci statystycznej (N). Wskazniki
struktury mogg by¢ wyrazane w ulamku, w procentach lub w promilach,
a mianowicie:

M,
w=—=, 0w <1

N’
@=%Jm,usnsmm
"i
IUE — ﬁlﬂﬂﬁ, U 5 fUr' 5 1[}00, (2.56}

1=il2 ek tw,-z] (1001ub 1000y,

i=1
t i =N.

=1

Obliczone na podstawie dan i
Obl : ych liczbowych zawartych w tab. 2.5
wskazniki struktury wieku pracownikéw zakiad{t A sg réwr{z: i

204 264

S An0= =

356 )

1393 100 = 25,56% Eﬁ 100 =22,97%,
201

—_— e 48

1393 1['0 —-14;43% ‘]3;3 * 100 = 3;45%
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W analogiczny sposob obliczono wskazniki struktury dla zbiorowosci
Pmcnwnik;‘-w zakladu B.

Wykorzystujac dane liczbowe zawarte w tab. 2.5, wzgledny wskaznik
podobienstwa struktur obliczamy nastepujaco:
_ 14,64 +18,95 + 25,25 + 22/95+14,43+3,45 99,67
"7 14,66 +18,99 + 25,56 + 22,97 + 14,50 + 3,65 100,33
Otrzymany wynik oznacza, ze migedzy strukturg wieku pracownikow
zakladéw A i B istnieje duze podobienstwo.

=1(,993,

ZADANIA

2.1. W pewnym miescie badano zbiorowoSc sklepow spozywczych ze wzgle-
du na powierzchnig uzytkowa w m?. Otrzymano nastepujace wyniki:
[70 6265 [e8]71]75 |
67 |78 | 72 |74 [ o1 [ 80|
81 |67 74 |9 | 77|54 |
%53152'154 68 | 85 99_[
57 |52 |56 | 70| 63 51‘

Utworzy¢ szereg rozdzielczy przedzialowy o interwale rownym 8 m”, Obli-
czyé — za pomocq Srednie] arytmetycznej — przecigtna powierzchnig sklepu spo-
Zywczego.

2.2. Ponizszy szereg rozdzielczy skumulowany przedstawia powierzchnig

(w m?) 70 magazynow:

Skumulowana liczebnost

Powierzchnia magazynu magazyn6w
ponizej 50 8
ponizej 80 20
ponizej 110 45
ponizej 140 65

70

ponizej 170

Obliczy¢ srednig arytmetyczna powierzchni magazynu, jezeli najmniejszy jest
magazyn o powierzchni 20 m-.
2.3. U 18 robotnikéw nie zaobserwowano zadnej usterki w‘w:,r[':n_:du!-.wwanycl.\
przez nich wyrobach, u 28 co najwyzej jecl‘nsg usterke, u :33 co najwyzej ;i;me uzﬁ:ek:
u 37 co najwyzej 3 usterki, u 38 co najwyzej cztery .usterk.s, au4l mbc]:ctm ww zrao{iuko-
wowano co najwyzej piec usterek. Jaka jest przecigtna ];CZ]:IE usterek w wWyp
wanych wyrobach w badanej zbiorowosci rohc:-tmkﬂw: . _
2.4. W firmie budowlanej zatrudniajacej 80 0s6b srednia placa brutto w maju

wynosila 2326,50 zl. Jaka byla wysokoS¢ funduszu plac w tym miesigeu?
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5.5, Oblicz $rednig arytmetyczna liczby nieobecnosci na zajeciach z matematy-

ki w semestrze zimowym W 25-osobowej grupie studenckiej majac nastepujace

informacje: . —— S|

e _Lit:zba nieobecnosci
Liczba studentéw w semestrze Zimowym |
7 ik 0 |
0 ' [l _I
T e 2
e (D S
1 E
L Fres 3_ = :

2.6. Rozklad spalek akeyjnych wg wysokosci dywidendy wyplaconej akgjo-
nariuszom przedstawia sip nastepujaco:

Ildziai spolek (w %) Dywidenda w_ zi_qi:
5 7.8 W 1_—2— 5%
& 20,0 S

e | 34

s [ 45

00 g
I 67 T R
', 55 '| 7-8

| —

2.7 lSlruktura zatrudnienia wedlug wieku w spélce X w pewnym miesigcu
przedstawiala sig nastepujaco:

Wiek pracownikow (w latach) | ponizej 20| 21-30 | 3140 | 41-50 | 51-60 | powyze] 60]
Udzial pracownikow (w %) 3 l 2 | 27 31 |

10 | 6

o C!blicz srednig arytmetyczna wieku zatrudnionych w tej spolce. Z ilu os6b
sklada sie cala zaloga spdlki, jesli wiadomo, ze 36 0s6b przekroczylo 60 rok zycia? Za

W alu Z 18 .E ) ar i :
t s kl : pl pl qc ].a[, natomiast za gUI“E‘ g[.

2.8. W czteroosobowej rodzinie $rednia miesigczna placa wynosi 850 zl. Jakie

wynagrodzenie otrzymuje cérka, jesli : -
! Lo , jesli wynagrodzeni .
dziny wynosi: ojca — 900 2}, matki 750 z{ sygn 5 n{}ez![:;oznstalych czlonkéw 1o

2.9. Za wzorowe wykonanie zadani Sci
Z 0 r ania szeéciu studentéw otrzymalo premie
w wysokosciach rownych odpowiednio (w zl): 65, 84, 91, 53, 48 oraz ?%‘1 Oblicz §red-

nig arytmetyczna wyplaconych i, N : : :
wlasnosci §redniej arﬁmet}’z:nl!ﬁrem". Na tym przykladzie sprawdz nastepujace

) 1) suma odchylen
Nnej Wynosi zero,

2) suma kwadratéw od i ‘
arytmetycznej stanowi minimcjltﬁl_en poszczegdlnych wartosci cechy od jej Srednie)

poszczegllnych wartosci cechy od jej éredniej arytmetycz-
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. 2.10. Pieciu prqcuwnik(‘n:w: sklepu otrzymalo premig za ubiegly miesiac. Premia
pierwszego pracnwmkn byla nizsza od sredniegj premii w grupie 0 23 zl, drugiego niz-
sza ULiI T"rcdmr:i 0.52 zl, Premie n:?.ecin-ego i czwartego pracownika byly wyzsze do
¢redniej grupowej premii odpowiednio o 98 zl oraz 42 zl. Czy premia piatego pra-
cownika byla wyzsza czy nizsza od Sredniej premii i o ile?

2.11. W pewnej grupie uczniow srednia wieku wynosi 11 lat. Najstarszy z ucz-
niéw ma 17 lat, a srednia wieku pozostalych wynosi 10 lat, Hlu uczniéw liczy ta grupa?

2.12. W pewnym zakladzie zbadano staz pracy pracownikéw bezposrednio
produkeyjnych. Okazalo sig, Ze 25% sposrad nich pracowalo krocej niz 6 lat, polowa
od 6 do 12 lat, a najdluzszy staz pracy pozostalych pracownikow byl rowny 18 lat.
Gredni staz pracy pracownikow administracyjno-biurowych w tym zakladzie wy-
nosil 12 lat. Jaki jest Sredni staz pracy ogélu pracownikéw tego zakladu, jesli grupa
pracownikow bezposrednio produkcyjnych jest 2,5-krotnie liczniejsza od adminis-
tracyjno-biurowych?

2.13. W dwach dzialach firmy pracowalo po 2 osoby, W pierwszym dziale
miesieczne zarobki brutto kazdej z osob wynosily odpowiednio 1400 zi i 1600 zl,
a w drugim dziale — 2000 zI i 4000 zI. Pracownicy obydwu dzialow domagaja sig
werostu Srednich zarobkow w obydwu komérkach. Jak to zrobic, nie zwalniajac ni-
kogo i nie wydajac ani grosza na podwyiki?

2.14. Sredni miesieczny zarobek 25 pracownikéw w pewnej spolce wynosil
2000 z1, gdyz 20 0s6b zarabialo po 1400 21, 4 osoby po 3000 zl, a 1 osoba 10 000 zI. Dwu-
dziestu najnizej zarabiajacych pracownikow zazadalo podwyzki plac do poziomu
éredniej placy w spolce. Zadanie ich zostalo spelnione. Czy po podwyzce zarabiaja
oni ponizej poczatkowej sredniej?

2.15. W pewnej grupie studenckiej liczacej 30 osob Srednia ocena uzyskana
z egzaminu ze statystyki wynosila 3,8. Druga i trzecia grupa otrzymaly z tego egza-
minu oceny dajace Srednie rowne odpowiednio: 4,2 oraz 4,6. Jaka byla srednia ocena
z egzaminu we wszystkich grupach lacznie, jesli w grupie drugiej bylo 28 studentow,
a w trzeciej 267 :

2.16. W czterech bankach zbadano czas obslugi klientow. Srednie arytmetycz-
ne czasu obslugi w trzech bankach byly rowne odpowiednio: X, = 10 minut, ¥; =12
minut, ¥, =8 minut. Rozklad czasu obslugi w czwartym banku przedstawial sig
nastepujaco:

Czas obslugi w minutach I. 1-3 35 ! 57 |
Liczba Klientéw 2 | 0 | & |
Oblicz $rednia arytmetyczng czasu obslugi we wszystkich b.anka_ch lacznie,
jesli stosunek liczby Klientow w I, 11, TIL i IV banku wynosil odpowiednio: 2:4:.3:1.
2.17. Obliczajac Srednig arytmetyczna stazu pracy pewnej grupy robc:-t_mkéw
otrzymano nastgpujace rezultaty: xang = 210, X515 = 225, yene = 110, N = 1_0[1: X= 68
lat. Wyznaczy¢ pozostale iloczyny czastkowe n':ezl:rg_clne do wyzna_czema. sredniej
arytmetycznej stazu pracy, jesli wiadomo, Ze spelniaja one pTOpDI‘?]I:: 163[]
2.18. W firmie pracuje 25 o0sab. Cztery z nich zarabiajz! nig wigcej ‘mg_‘lﬁﬂﬂ zl,
osiem zarabia nie wigcej niz 2000 zl, pietnascie 0s0b otrzymu)e nie wiecej niz 2400 _z.l
oraz dwadziescia jeden 0s6b zarabia nie wigcej niz 2800 2l. Pozostale u§oby stanowia
kierownictwo firmy, ale sadna z nich nie zarabia‘wlecg} niz 4_1200 zl_. QOblicz miesigczny
fundusz plac w tej firmie oraz wysoko§¢ przecietne] miesigcznej placy.
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219, Oblicz érednia powierzchnie indywidualnych gospodarstw: rolnych

W woiewédztwic L, jesli rozklad tej cechy przedsla wia sig l‘la.‘;tQBuI:.u-_‘(j;

owiersdhula gospodarstwa w o | Skumulowany odsetek gospochiiy
= g2 A
e D R
T e gL
= T e e |
s T R B
| %0

30 ha.

2.20. W ostatnich 10 meczach koszykarz zdobywal §rednio po 22 punkty. Po je-

denastym spotkaniu jego grednia liczba punktow uzyskiwanych w jednym meczu
wzrosla do 24. Tle punktow zdobyl koszykarz w jedenastym meczu?

2.21. Srednia arytmetyczna szesciu liczb jest rowna 4,5. O ile zmieni sig Sred-

nia, jesl:
a) do sumy szesciu liczb dodamy 8,4,
b) do kazdej z szesciu liczb dodamy 8,47

2.22. Pewien inwestor kupil za 5000 zI dwa rodzaje akcji: A i B. Na akcjach A za-
robil 24% kwoty, ktéra w nie zainwestowal, zas na akcjach B stracil 16% kwoty, ktora
na nie wydal. W rezultacie inwestor zyskal 800 z1. Jaka byla érednia cena akgji, jesli in-
westor nabyl 200 akeji A i 50 akeji B?

‘ 2.23. W hurtowni sa dwa rodzaje cukierkéw czekoladowych po 15 zl za 1 kg
i po 20 21 za 1 kg. Ile kilogramow cukierkow kazdego gatunku nalezy wymieszac, aby
otrzymac 40 kg mieszanki po 18 zl za 1 kg?

2'..'214. Za pomoca Sredniej arytmetycznej ocen przecigtng wielkosc gospodarst-
wa, majgc nastepujacy rozklad:

Powierzchnia gnspod;rstwa |' Liczba
(w ha) gospodarstw
ponizej 2 2
24 WV
4-7 6
7-10 ]
10 i wigcej 3

Dod : : : : E
atkowo wiadomo, ze érednia powierzchnia dwoch gospodarstw liczacych

ponizej 2 ha wynosi 1,5 ha, : SRR L !
Felarzibnia 61 .‘;'m- a, a gospodarstwa liczace 10 ha i wigcej zajmuja razem po-

E ‘ :
rnwycl:-?vsif::sipglwugqi spolce przecigtna placa pracownikéw administracyjno-biu-
zl, a pozostalych pracownikéw (bez zarzadu) 1820 zl. Jaka jest

przecigtna placa wszystkich pracowni 1 T . 2
stracyjno-biurowi stanowig BP% zalogi]f‘kﬁw W tej spolce, jesli pracownicy admini-

Za gospodarstwo rolne przyjeto obszar uzytkéw rolnych o powierzchni co
najmniej 1 ha. Najwigksze obszarowo gospodarstwo rolne w wojewodztwie L mialo
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2.26. Motocyklista przez pierwsze dwie godziny podrézy jechal z przecigtn
predkoécia 70 km/h, a przez trzy pozostale godziny z przecigtng predkoscia 60 km;‘l'?
Jaka byla srednia predkosé motocyklisty podczas tej podrézy? ;

2.27. Gdyby §rednia predkosc samochodu zwigkszy¢ 09 km/h, to przebylby on
droge 180 km w czasie 0 40 minut krotszym, Jaka jest srednia predkosé samochodu?

2.28. Polowe drogi z miasta A do miasta B rowerzysta przebyl z predkoscia 40
km/h, a druga polowe z predkoscig 30 km/h, Oblicz érednia predkose rowerzysty.

2.29. Pociag przeiechal 2 km w ciggu 3 minut, a samochdd 3 km w ciagu 2 mi-
aut. Tle razy predkosc samochodu byla wigksza od predkosci pociggu?

2.30. Oblicz przecigtng ceng targowiskowa towaru X zaobserwowana w czte-
rech punktach miasta, jesli dysponujemy nastepujacymi informacjami:

T paniy A [T O R T
| Cena w alfkg 8 9 10 11
| Utarg w zl 360 450 300 220

2.31. Makroregion sklada si¢ z pigciu wojewddztw: A, B, C, D i E. W woje-
wodztwie A zamieszkuje 700 tys. 0s6b, w wojewddztwie B - 520 tys. osob, w wo-
jewadztwie C - 490 tys. 0s6b, w wojewodztwie D - 680 tys. os6b, a w wojewodztwie E
— 580 tys. 0s6b. Gestosé zaludnienia (tj. liczba ludnoéci przypadajaca na 1 km®) w po-
szezegolnych wojewodztwach jest rowna odpowiednio: 70, 60, 50, 68 oraz 63
osob/km?. Obliczy¢ érednig gestosc zaludnienia w tym makroregionie.

2.32. Za 120 zl zakupiono towar, ktdrego cena wynosila 3 zl za sztuke, a za 200
71 towar, ktérego 1 sztuka kosztuje 5zl. Oblicz érednia cene zakupionych towarow.

2.33. Czterech sposrod dziesigeiu robotnikéw potrzebuje na wykonanie jed-
nego wyrobu 0,4 godziny, trzech 15 minut, a pozostalych trzech 1/3 godziny. Jaki jest
przecigtny czas potrzebny na wykonanie jednego wyrobu?

2.34. Na targowisku ceny 1 kg gruszek ksztaltowaly sie nastepujaco: I gatunek
~1,80 zl, I gatunek — 1,40 z1, 111 gatunek -1 zl. Sprzedawca uzyskal ze sprzedazy gru-
szek w ciagu dnia 56 zl, z tego 18 zl za | gatunek oraz 24 71 za 11l gatunek. Oblicz sred-
nig ceng sprzedazy 1 kg gruszek.

2.35. Czwarta czes¢ drogi rowerzysta jechal z predkoscia 20 km/h, pnh_:wg dro-
gi z predkoécia 24 km/h, a pozostala czesc drogi z predkoscig 12 km/h, Oblicz prze-
cietng predkos¢ rowerzysty na calej trasie.

2,36, W miescie Z zamieszkuje 50 tys. os6b, a w miescie W 70 tys, osab. Ge-
stoé¢ zaludnienia w tych miastach jest réwna odpowiednio: 1500 oséb/km™ oraz 1000
o0séb/km?, Oblicz laczng gestos¢ zaludnienia w obu miastach. el

2,37. Dla trzech gmin woj. lubelskiego zamieszka}lych przez mslpomedm_n 15.
tys., 45 tys. oraz 30 tys. mieszkanicow, gestos¢ zaludnienia ksztaltuje si¢ nastepujaco:
30 os6b/km?, 67,5 osobyfkmz oraz 60 osab/km™. Oblicz .é_-requ gestos¢ zaludnienia
w trzech gminach lacznie oraz 0goina powierzchnig zajmowana przez te BT

2.38. Wydajnos¢ pracy grupy robotnikéw (mierzona w szt/h) ksztaltowala si¢
nastepujaco: =
e 815 (1419 |17 |19 |17 2 17 | 17
R E B E BT L B

15 | 16 | 16 | 12 1920|1912 18
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Utworzyc szereg rozdzielezy punktowy i szereg rozdzielczy I"'Zﬂdzialowy
o interwale rownym 2. Obliczy¢ i zinterpretowac Sredniq arytmetyczng, dominange
i kwartyle. Wykorzystac obydwa rodzaje szeregow.
2,39, Strukturg rodzin wedlug liczby jej czlonkow charakteryzuje ponizszy
rozklad: : h
Odsetek rodzin

15[a0]20[15][10]5]5s |
| |

|
i A 8 |

[J{;;;.-_h.-. czlonkow rodziny _
Za pomoeq miar przecigtnych scharakteryzowacd ten rozklad. Wyniki zinter-
pretowac,
2,40, lle wynosi dominanta i mediana wagi 10 uczniow Klasy [, dla ktorych
dane indywidualne (w kg) sa nastgpujace: 19, 21, 19, 23, 24, 25, 23, 22, 231 20¢
2.41. W pewnym miescie dokonano klasyfikacji urzedow pocztowych pod
wzgledem liczby zatrudnionych. Okazalo sig, ze 6 urzedow zatrudnia od 2 do 5 osab,
8 urzedow od 5 do 8 osob, a 10 urzedow od 8 do 11 osob. Oblicz i zinterpretuj miary
tendencji centralnej.
242, Koszty handlowe w 200 firmach ksztaltowaly si¢ nastepujaco:
[ Liczba firm [ 10 ‘ 0 [ 30 [ uo | a0
1-3 | 35 | 57 | 7-9 | 911

[Kus;r.ly w tys, zl
Wyznaczy¢ i zinterpretowad Srednig arytmetyczna, modalng i kwartyle.
2.43. W wyniku pomiaru wzrostu grupy studentow otrzymano nieco asyme-
tryczny rozklad wzrostu, dla ktorego wartosé srodkowa byla tylko o 2% wyzsza od
§redniej arytmetycznej wzrostu réwnej 171 cm. Jaki wzrost dominowal w badanej
grupie?

2.44. Rozklad kosztéw produkeji pewnego wyrobu charakteryzuje umiarko-
wana asymetria, Najczgsciej spotykany koszt jednostkowy wynosi 28,2 zl, a koszt
pﬂilnwj,' wyrobow byl wyzszy od 44 1. Jaka jest wartos¢ sredniej arytmetycznej kosz-
tu jednostkowego?

2.45, Wyznaczy¢ miary tendencji centralnej, charakleryzujace ceny artykulu X
0 nastepujgcej strukturze sprzedazy:

_{_l:nn__w zl : l ' ﬁ'_ i 15" “2{; ]
150 | 315 | 400 |
s 2.46.‘1l.§kknallu.lkn wykonala serig skokow w dal. Najezesciej, bo 15 razy, uzys-
5 prl?.;‘.;:'.:':::. (1: !';mm[:‘i;wh .od 7m dku 7,5 m. Osiem skokdw lekkoatletki mialo dlugosc
- preedzialu 6,5-7 m. Dominanta skokéw w dal byla réwna 7,3 > skokd 5
BOSci 7,5-8 m wykonala lekkoatletka? ) il

iWﬂrlns‘.ﬁf sprzedazy w zl

2.47. W j spoldzielni mi iowej
R £:Tl1f| hPl‘l'ld?.ltll‘I‘l'L mieszkaniowej dominujg mieszkania o powierzch-
: . Najwigcej, bo 30% mieszkani, ma powierzchnie rowng 50 m?, a 20%

mieszkan ma powierzchni i
e v ¢ W granicach 42-48 m% Jaki 2 ieszkan €]
spoldzielni zajmuje powierzchnig od 54 do 60 m*? Hitir o

2.48. Badai; s
rmsls;pujqc;_-li:d;!;!;. ';_V{(tll]rmsf pracy przy produkeji pewnego wyrobu otrzymano
nych przy Pmﬂuk':' = Me =D =11szt /godz. Jaki odsetek pracownikéw zatrudnio-
wickszy odsetek {;ggzigsriﬁzﬁ?k:zwkal "I:}"""'in‘-"ﬁé od 8 do 10 szt./godz., jesli naj-
. & € [ W UzZvVs I i g2 1n. T i 1
nosc 12-14 szt/godz. osiagnelo 20% rwrﬂg‘nw1-|1i:r(¥‘3?ll1nhc Mz e eor ANt

Opisowa analiza siruktury zjawisk masowych 63

2.49. Mediana wieku zatrudnionych w pewnym przedsigbiorstwie zawarta
jest w przedziale 40-50 lat i wynosi 44 lata. W przedziale tym mieSci si¢ 25 pracowni-
kow. W I'-'_-lai,-"-.a!.vns';ci :f..ltrudﬂi[‘lﬂch‘h w tym przedsigbiorstwie 40 pracownikow liczy
mniej niz 40 lat, Ilu pracownikow jest zatrudnionych w tym przedsigbiorstwie?

2.50. Mediana zarobkow 120-0s0bowej grupy pracownikow znajdowala sig
w przedziale 1000-1500 zl, do ktdrego nalezalo 20 pracownikow i wynosila 1300 zl.
[lu pracownikow w tym przedsigbiorstwie zarabialo mniej niz 1500 217

2,51, Miesigezne zuzycie gazu (w m’) przez 12 gospodarstw domowych wy-
nosilo: 96, 135, 82, 116, 84, 101, 90, 68, 106, 118, 122, 130. Za pomocy klasycznego
wﬁluah--;,ynr-.ik.u zmiennosci ocenid zroznicowanie zuzycia gazu w pospodarstwach
domowych.

2.52. Czas rozwigzywania pewnego zadania (w minutach) przez grupg 200
uczniow charakteryzuje ponizszy rozklad:

0 | a8 -) g2 | 46 | 12 1
46 | 68 | 810 | 10-12 | 12-14

Wyznacz granice liczbowe obszaru zmiennosci dla typowych jednostek ba-
danej zbiorowosci, Jaki odsetek uczniow uzyskal wyniki typowe?

7 53. Zbiorowosé 500 malZenstw zbadano pod wzgledem liczby dzieci (x) i cza-
su trwania malzenstwa (y). Okazalo sig, ze érednia arytmetyczna dla kwadratow
warloéci cechy y wynosi 149, x =2, y =10, s(x)=0,5. Pod wzgledem ktorej cechy: cza-
su trwania malzefistwa, czy liczby posiadanych dzieci, malzenstwa sq bardziej zroz-
nicowane?

2.54. W jednym z domow akademickich przeprowadzono badanie dotyczice
miesiecznych wydatkéw na cele kulturalne. Otrzymano nastgpujace wyniki _

40-80 * 80-120 120-160 | 1e0-200 |

| Liczba uczniow | 1

24

i(‘ms rozwinzywania 1 '[Lz

| Wydatki miesigczne w_zl |
Odsetek studentow

Tew e S 40 l 20 |

Za pomaca Klasycznychii pozyeyjnych miar ocenié zréznicowanie tej zbioro-
woéci pod wzgledem badanej cechy.

2.55. Lekkoatleta A uzyskal w skoku w dal nastepujace wyniki na zavn_mdach
w calym sezonie (w m): 6,82; 6,96; 7,23; 7.05; 7,8{{; 7,75, Le}ckcatleta B, slartulqc?f na
tych samych zawodach, uzyskal takie wyniki, ze ich $rednia arytmetyczna wyniosla
7,5 m, a suma ich kwadratow 450,2592 m*. Ktéry z lekkoatletow osiagnal regular-
niejsze wyniki? : .

2,56. Rozklad klubéw sportowych w wojewddztwie K wedlug liczby sekeji
przedstawia sig nastgpujaco:

(T g | 25 10 5
| Odsetek Kiubsw o | B L e
Liczba sekeji w klubie 1 2 3 4

Badanie klubow ;purmwych pod wzglgdem liczby sekeji w wojewadztwie P

. : iki: ¥ = skeii, § = keji. Wyznaczyc typowe obszary
dalo nastepujace wyniki: X =2,6 sekcji, s = 1,1 se / ok
zmiennosci dlla badanej cechy. W ktér%rm wojewddztwie kluby sa bardziej zrozni
cowane pod weglegdem badanej cechy _

2.57. W pierwszej grupie pracownikow, liczacej 20 osob, Sr.;:n;:o Ip;l:i?e]natt?'
wynosila 1675 zI z odchyleniem standardowym B0 zl, a w drugiej, 25+ pru
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pie, srednia placa netto byla réwna 1800 zl przy typowym obszarze zmiennosci 1650
< xyp < 1950 zl. Oblicz typowy obszar Zmiennosci plac w obu grupach lacznie,

2.58. W dwoch wydzialach zbﬂdnn? wyc]njnnf.é Prn‘cj‘.f, kt()rl:j miernikiem byl
procent wykonania normy. W wydzial-)e I s'r'c-dma wydajnosc h'\,I:Ia‘ rowna 103%, prz
wariangji 81 (%) W wydziale [T wydajnosc pracy 10 pracmwnklnw ksztaltowala sie
nastepujaco (w %): 102; 105; 109; 93; 91; 115; 131; 100; 88; 98. W ktorym wydziale zrgz.
nicowanie wydajnosci pracy bylo mniejsze?

2.59. W pewnym miescie zbadano male i érednie firmy pod wzgledem za.
trudnienia. Otrzymano nastepujacy rozklad zatrudnienia (w osobach):

—Eatrudnienie 0-5 5-10 | |n_15—[_15—20 | 2025 | 2530
= ceanll el o

| Liczba firm BT | [ v T

Obliczy¢ wspolczynnik asymetrii. Wynik zinterpretowac.

2.60. Lekkoatleta wykonal serie skokow w dal. Co czwarty skok byl krotszy od
7.2 m, a co czwarty dluzszy od 7,8 m. Wiadomo ponadto, Zze polowa wykonanych
przez lekkoatlete skokéw byla nie wigksza niz 7,4 m. Obliczy¢ i zinterpretowaé
wspolezynnik asymetrii.

2.61. Srednia premia w zakladzie wyniosla w [ kwartale 250 zl, przy odchyle-
niu standardowym réwnym 50 zl. W IV kwartale kazdy z pracownikow otrzymal

premig wyzsza o 100 zl. lle wyniesie srednia premia w IV kwartale, a ile odchylenie
standardowe?

‘ 2.62. W dwoch grupach pracownikow liczacych po 100 osob zbadano mie-
sigczne wydatki na artykul X. Otrzymano nastepujace wyniki:
grupa I: Me = 50 zl, Vg = 24%, (1 = 30 zI;
grupa ll: Qs = 48 zl, Vg = 25%, Me = 45 zl.
' IPOTOWna(E wzgledna i bezwzgledna dyspersje wydatkow w obu grupach oraz
sile i kierunek asymetrii.
1 dz.ﬁa. W dwoch hurtowniach przeprowadzono badanie pracownikéw pod
wzgledem dotychczasowego stazu pracy. Otrzymano nastepujace wyniki:
hurtownia I: ¥ = 14 lat, Vs = 20%; 2
hurtownia II: ¥ = 10 lat, Vs = 25%.

Oblicz wspélezynnik zmiennosci dla calej zbi Sci i
: : § ej zbiorowosci robotnikow, jesli w hur-
towni I bylo zatrudnionych 120 0s6b, a w hurtowni IT - 80 0sab. :

S 64 Sdtu pracnwmkqw pewnego przedsiebiorstwa (70 mezczyzn i 30 kobiet)
0 po »:.rzgledem wieku i otrzymano nastepujace informacje:
mezczyzni: ¥ = 40 lat, D = 35 lat, As = +0,5;
kobiety: ¥ = 30 lat, D = 33 lata, A; = -0,5 :

Oblicz wsp6lezynnik zmiennosci i
wosci 100 pracownikaw. i

2.65. W dwustu skle
kosztéw miesieczne

typowy obszar zmiennoéci dla calej zbioro-

pach spozywezych przeprowadzono badanie dotyczace

R0 zuzycia paliwa silni .
IEEzt)' handlowe 1-3 : Qlkoweg&::‘rzyma e zodcac
| Liczba sklepow 10 20 0 ) e
Z analo 2 =

sklepow hand]ﬁczniﬁn s -kﬂszmw handlowych przeprowadzonego wsréd
Jacych artykulami gospodarstwa domowego otrzymano nastepujace
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syntetyczne charakterystyki: X =5 tys. zl, Vi = 20%, A; = +0,3. Dokonaé wszech-
stronnej analizy poréwnawczej badanych grup sklepow pod wzgledem wysokosci
kosztow handlowych.

2.66. W pewnej ':_Jilnliotece zbadano zbiorowosc 120 losowo wybranych czytel-
nikow pod wzgledem liczby przeczytanych w ciggu miesigea ksiazek. Strukture czy-
telnikow wedlug I_gj-i.iechy ilustruje ponizszy rozklad:

e Rl e = 1|

| Liczba przeczytanych ksiazek II - -_I_F]_ 2 k 3 \ Z80|s 3 \
: Zbadaé sile i kierunek asymetrii rozkladu.
2.67. Wykorzystujac odpowiedni miernik, zbada¢ asymetrie plac w pewnym
przedsigbiorstwie wiedzac, ze placa érodkowa wynosi 1080 zl, 25% najnizszych plac
nie przekracza 800 zl, a 25% najwyzszych plac przekracza 1800 zl.
2.68. Na stacji meteorologicznej mierzono — o godz. 12" kazdego dnia kwiet-
nia — temperature powietrza. Otrzymano nastgpujacy rozklad:
Memperatura w°C || 0. [52 | 50 (06 i iir0 iz} oo et Ea ey !
| Liczba dni ERErE MEEEEE

' L"lc'f.brl] czytelnikow

]a- ki odsetek dni kwietnia mial nietypowe temperatury?

2.69. Analiza wydajnosci pracy, liczonej w % wykonania normy, dla dwadch
wydzialéw produkeyjnych dostarczyla nastgpujacych informacji:

wydzial [; ¥ =D =Me, Ve = 20%, s = 22%,

wydzial II: ¥ = 120%, D = 100%, Me = 110%, s = 24%.

Poréwnac strukture robotnikow obu wydzialow ze wzgledu na procent wy-
konania normy.

2.70. Badanie wieku mezczyzn i kobiet bioracych udzial w wycieczks‘lch za-
granicznych dostarczylo m.in. nastepujacych informacji: a) ér?dni wi.‘ek kobiet wy-
nosil 45,23 lat, zas mezczyzn — 45,37 lat, b) najwigcej bylo kobiet w queku 48,48 lat,
a mezczyzn w wieku 52,78 lat, c) odchylenie standardowe wieku kobiet bylo rowne
10,52 lat, a wieku mezczyzn — 10,75 lat. ;

Dokonac analizy poréwnawczej wieku kobiet i mezczyzn bioracych udzial
w wycieczkach zagranicznych. y .

2.71, Dokona¢ analizy porownawezej wieku_studentc')w studiéw dziennych
i zaocznych, jesli dysponujemy ponizszymi danymi:

studia dzienne: D = 19 lat, x = 20 lat, Vs = 10%,

studia zaoczne: D = Me = 25 lat, s = 2 lata. : ;

2.72. Réznica wzrostu w 25-0so0bowej grupie stucl.entév_w m_lgdzy éred_ma_
arytmetyczna i dominanta wynosi 12 cm na korz}réé_éredni_e]. Wariancja :\rzric;sztu Lezst
rowna 196 (cm)?. Czy wigkszos¢ studentow W t€) grupie ma warost ni y czy
wyzszy od $redniej? Jaka jest <ila i kierunek asymetrii?

2.73. Czas opbinienia (W minutach) autobusu nr

ksztaltowal si tepujaco:
ztaltowal sig nastepuja . 15_3]]3
)

12-16
iCzas opéZnienia 0-4 s =l 3
ll,iczba opoznien 8 :

24 w ciggu miesigca
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Parametry opisowe rozkladu op(‘-;inieﬁ autobusu nr 30 byly réwne: ¥ = § i

nut, 6 < xiyp < 10, As = -0/45. Dokona¢ kompleksowej analizy porownawczej czasy

npfyz’nienia dwach autobusow.
2.74, Czas oczekiwania {(w min) na wizyte u lekarza opisuje ponizszy rozklad:

Czas oczekiwania 04 —I 4-8 J §-12 | 12-16 | el
(GzabigczeRiALe - | —————— [ : |
Liczba 0s6b s 0 miEEET | 10 | a

Dokonac — za pomoc parametrow opisowych — kompleksowej analizy struk-
tury rozkladu czasu oczekiwania na wizyte u lekarza.

2.75. Na trzech zmianach przeprowadzono badanie dotyczace wykonania
normy wéréd robotnikow. Na pierwszej zmianie bylo zatrudnionych 200 robotni-
kow. 14 sposrod nich wykonywalo od 85% do 95% normy, 40 od 95% do 105% normy,
92 od 105% do 115% normy, 14 od 125% do 135% normy, a pozostali — od 115% do
125% normy. Na drugiej zmianie pracowalo 100 robotnikow. Rozklad wykonania
normy w tej grupie byl nastgpujacy:

[% wykonania normy 85-95 | 95-105 | 105115 | 5125 | 154300
Eir.'Zba rubptnikbw 3 | 19 | X 2% - = |. .13

Na trzeciej zmianie stwierdzono, Ze WSZyscy robotnicy wykonuja norme
w granicach od 85% do 135%, przy czym 5% robotnikéw wykonywalo do 95% nor-
my, 52% badanych wykonywalo do 105% normy, 64% robotnikéw wykonywalo do
115% normy, a 79% robotnikow zatrudninnych'na tej zmianie - do 125% normy.

Przeprowadzi¢ wszechstronna analize poréwnawcza struktury robotnikow
zatrudnionych na trzech zmianach ze wzglgdu na procent \xf}rkonanfa normy.

e 2.76. W dwach zakladach produkcyjnych przeprowadzono badanie wydaj-
nosci pracy. W kazdym z zakladéw zatrudnionych bylo po 100 robotnikéw. W za-
k].adzm I przecietna wydajnosé na 1 zatrudnionego wynosila 10 szt./godz., a odchyle-
n']]e 3l.andardm1.re.stanc:-wi’m 40% sredniej, srodkowa wartos¢ wydajnosci ]:Jracy mies-
EI ::}sng W prz_edzlale 8-10 szt./godz., w ktérym znajdowalo si¢ 40% robotnikéw, 30%
aa?;rr;}rch os.viﬁgnelolvydaj.lméé nizszq niz 8 szt./godz., 25% — nizsza niz 7 szt/godz.,
s:;;uo a l':IIMZSZC_I niz 12 Szt,p’go.dz.. Naiczeéciei spotykana wydajnos¢ wynosila

godz. Wyniki badania wydajnosci w 11 zakladzie przedstawia ponizszy rozklad:

Wydajno¢ w szt/godz. |ponizej 2| 2-4 46 6-8 8-12 |powyzej 12
| Odsetek robotnikéw | 5 10 15 40 20 10

Dokona¢ wszechstronnej i
2j analizy poréwnawczej iké
zakladach 2 punktu widzenia wydainzé}::i pracy. i

2.77. 5 i
T EJSPS;::-::nm af;ytmepfczna- zarobkow w grupie 70 mezczyzn byla réwna 1750
o 5;“;“ u zl;mennnm 126, Srednia placa w grupie 30 kobiet wynosila
place, WSPﬁlczypnnig?nEe;z;:::i ?Tiennnécit 1350 < xpyy <1550 z1. Obliczy¢ rednia
(mezczyzn i kobiet lacznie). i typowy obszar zmiennosci dla calej zbiorowosci
2.78. W grupi S
e bad%l::gl: ;lﬂg osgb majacych dodatkowe — poza gléwnym — miejsce pracy,
eku. Otrzymano nastepujace parametry rozkladu wieku: D =

3 iy L Figlidl | P 5'
= P LS A 8 7 m ‘:IEHC 1 CEIItlﬂ‘“E 0 :
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2.'79' Grupe 300 pract.:wnikéw .ﬁl"my zbadano pod wzgledem czasu dojazdu do
pracy. Otrzymano nastepujace wyniki:

dojezdzajacy wlasnym srodkiem lokomogji: ¥, =30 minut, Dy = 32 minuty,
As = 045

dojezdzajacy komunikacja miejska: x; = 45 minut, D2 = 50 minut, As = -0,4.

Obliczy¢ wspolezynnik zmiennosci dla obydwu grup lacznie, jeshi proporcije
liczebnosciowe w grupach sq okreslone relacjq 3:2.

2.80. Zbadac sile i kierunek asymetrii, jesli Q1 = 1,5; Qa = 8,5; Vg = 0.,6.

2.81. Ocenic silg i kierunek asymetrii, jesli drugi moment centralny wynosi
3600, a trzeci moment centralny jest rowny 90 000.

2.82. W grupie 50 studentow zbadano miesieczne wydatki na prase. Otrzyma-
no nastepujace wyniki: D = 38,7 zl, Vs = 25,6%, As = 0,04. Wyznacz typowy obszar
zmiennosci wydatkow.

2.83. W grupie 120 wybranych jednostek statystycznych dokonano badania
cechy X. Ustalono, ze suma wariantow cech jest rowna 1258, suma kwadratow waria-
ntéw cech 10860, za§ suma szeScianow wartoéci cech wynosi 175 600. Oblicz mozliwe
do wyznaczenia parametry struktury.

2.84. W wybranej grupie 10 pracownikow zebrano informacje o czasie spoZ-
nieft do pracy w okresie tygodnia. Otrzymano nastepujace informacje (w minutach):
40, 50, 37, 52, 64, 75, 48, 62, 72 1 70. Czy na tej podstawie mozna stwierdzic, ze:

a) érednie spoZnienie jest rowne 56 minut,

b) spoznienie polowy os6b nie przekracza 64 minut,

c) rozklad spoZnien jest symetryczny,

d) wzgledna dyspersja rozkladu wynosi 22,4%?

2.85. Wydatki na reklame w dwoch zakladach w ciagu roku charakteryzuja
nastepujace parametry:

zaklad I: ¥ = 3000 zl,

zaklad [: D = 2500 I, Me = 2000 zk

W ktorym z zakladow wydatki na reklame byly — rednio biorgc —_wyisze?
W ktérym z zakladow wydatki na reklame byly bardziej zroznicowane, jesli warian-
cje wydatkéw w obu zakladach byly jednakowe?

2.86. Wykorzystujac ponizsze dane dokonaj za
renza oceny koncentracji ludnosci w miastach:

pomoca wspolczynnika Lo-

[‘Eﬁmby Liczba miast Laczna 'ii‘:c:::;s.ludnns&
udnosci s

[ ponize] 5000 o eer 8403
ponizej 10 000 455 i 21284
ponizej 20 000 632 4678,0
ponizej 0000 | m 8906,1
ponizej 100 000 22 12333.3
ponizej 200 000 153;:1.:

|powyzej 200000
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2.87. Zbiorowosé 50 pracownikow za rzadow hankﬁht w miescie L zbadano ze
miesiecznej placy. Otrzymano ponizszy _“‘Tfk]aﬁd:
—r e R T T T
T | i . &)

wzgledu n&l_i}f&}!}gﬁt‘

r[’lnce w tys. 2l 4]

!-E{.L'Zbil pracownikéw | | |Te
~ Czy rozklad plac jest leptokurtyczny czy platokurtyczny?
2.88. Struktura obiektow turystycznych w wojewddztwie L wedlug liczby

miejsc noclegowych przedstawia sig nastgpujaco:
2 iy o i R Pt e

_Lic;ha miejsc I'lOCk.',g_l.J\:"FE_j th_-’bﬂ %_:b_ie_’h_;}dw £ E;!C?-"ﬂ |_'f-'b"" “}_i_t."r;‘if-‘_l'_i_f_lcl_eg_l:iwych

e do 40 66 2365

b, AL o T TF L e e T
TELun . R e T s |

T T g S S . 910

s 1 [ 10

LTI . e e T

Zbada¢ graficznie i rachunkowo sile koncentracji miejsc noclegowych
w obiektach turystycznych wojewddziwa L.
2.89. N podstawie badania 56 magazynow otrzymano ponizsze informacje:

Powierzchnia w m’ 2040 40-60 , 60-100 | 100-150 | 150-200 | 200-300

Liczba magazynow 14 L ) 8

I 3
Wyznaczy¢ graficznie i analitycznie sile koncentracji badanego zjawiska.
2.90. Krzywa koncentracji Lorenza charakteryzuja cztery punkty o nastep-
ujacych wspolrzednych okreslonych przez skumulowane wartosci lacznego fundu-
szu cechy i liczebnosci: (0,4;0,1), (0,8;0,4), (0,9;0,5), (1 ;1,0). Co na podstawie powyz-
szych informacji mozna sadzic o sile koncentracji?

2.91. Rozklad gimnazjow pod wzgledem liczby uczniéw przedstawia sie
nastepujaco:

| Liczba uczniow w szkole | 0-40 40-80 | 80-120 | 120-160 | 160-200

| Liczba szkol 10 g0 | 70 65 100
Zbadac sile koncentracii. o

pujqcu-lgz. Rozklad powierzchni sklepow (w m®) w miescie L przedstawia sie naste-

Powierzchnia 30-50 | 50-70 | 70-90 | 90-110 | 110-130 | 130-150

Liczba sklepow 9 19 23 14 9 7

Jak silna jest koncentracja powierzchni sklepow w miescie L?

_ 2.93. Z wykresu wieloboku koncentrac

skiej zamieszkalej w gminach wo

tracji dzieli pole trojkata

korzys¢ pola pod krzywa
badanego zjawiska?

t kon Ji Lorenza dotyczacego ludnosci miej-
ojew6dztwa lubelskiego wynika, iz krzywa koncen-
pod 11n1s|‘rﬂwnumiernegn rozdzialu w stosunku 1:4 na
- Czy mozna na tej podstawie okreéli¢ sile koncentracji

2.94. Czestosé zamieszczonych

4. Czes W prasie reklam przez klientéw agencji X
W ostatnim miesigcu przedstawia sie n & S

astepujaco:
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'-I,;c;rj:l-a r}’_!_""ﬂ'_-"_ Ex'_) e _1 ] 2 3 4 5
Copstosé (w) 012 | o014 0,22 0,36 0,16

Wyznaczy¢ wspolezynnik kurtozy i ekscesu,

2.95, Czy dla trenera kadry siatkarzy korzystniejszy jest rozklad wzrostu kad-
rowiczéw charakteryzujacy sig mniejszym, czy wigkszym skupieniem wokol war-
tosci éredniej niz normalne?

2.96. W powiecie £ zbadano powierzchnig plantacji chmielu (w arach), otrzy-
mujac nastgpujacy rozklad:

[Powierzchnia | 05-35 35-65 6,5-9,5 9,5-12,5
IrL'tc'.r.ba plantacji | 33 59 27 5

Sporzadzi¢ wykres wieloboku koncentracji Lorenza i obliczyé wspolczynnik
koncentracji Lorenza.

2.97. W badaniu koncentracji miesigcznych zarobkow stwierdzono, ze zarobki
jednej trzecie] najnizej za rabiajacych pracownikow stanowily 20% lacznego fundu-
szu plac. Zarobki trzeciej czgsci pracownikow o najwyzszych pensjach stanowily na-
tomiast 50% lacznego funduszu plac. Oblicz wartosc wspalezynnika koncentracji Lo-
renza.

2.98. Rozklad zawartosci tluszczu w serach twardych ksztaltowal sig naste-
pujaco:

[ Zawartosé tuszezu w % | 20-22 22-24 24-26 26-28 28-30
| Liczba zakladéw [RE 8 11 19 6

Oblicz wspolczynnik ekscesu. Wynik zinterpretuj.

2.99. Skumulowane wskazniki struktury liczby malych i srednich przedsie-
biorstw oraz lacznej liczby pracujacych w nim pracownikow ksztaltowaly sie naste-
pujaco:

Skumulowane wskazniki | Skumulowane wskazZniki struktury
liczby przedsigbiorstw lacznej liczby pracujacych
89,5 24,5
98,5 43,5
99,0 48,7
99,5 57.3
99, 8 70,7
999 85,7
100,0 100,0

Obliczy¢ i zinterpretowac wsp6lczynnik koncentracji Lorenza. y i
2.100. Rozklad ocen uzyskanych na egzaminie z matematyki przez
studentéw dziennych ksztaltowal sie nastepujaca: .
3 4

Oceny Z
200
]i..iczba studentdw 100 i o ; kupieniem
Czy rozklad ocen charakteryzuje si¢ wighszym i i Eaal el
wokdl wartoéci éredniej niz normalne?




Rozdziat Il

PROBABILISTYCZNE PODSTAWY
WNIOSKOWANIA STATYSTYCZNEGO

Jak juz wczesniej stwierdzono, wnioskowanie statystyczne obejmuje
procedury wlasciwe badaniu czeéciowemu. Badanie czgsciowe obejmuje tyl-
ko czes¢ populacji generalnej, a jego wyniki sq uogdlniane na cala zbio-
rowoéé, Podzbiér elementéw populacji objety badaniem czesciowym na-
zywamy préba. Fundamentalng sprawa w badaniu czeSciowym jest to, aby
praba byla reprezentatywna, tzn. jej struktura pod wzgledem badanej cechy
byla zblizona do struktury populacji. Brak jest jednak metody wyboru, ktora
gwarantowalaby pelna reprezentatywnosc proby (populacja generalna jest
nieznana, a dopiero badanie czeSciowe ma dostarczyc informacji o niej).
Ogdlnie stwierdza sig, ze proba jest reprezentatywna, jesli spelnione sa dwa
warunki:

1) elementy populacji generalnej pobierane sa do préby w sposcb
losowy,

2) préba jest dostatecznie liczna.

Préby reprezentatywne z populacji skoniczonych otrzymuje si¢ w wy-
niku losowania. Losowanie proby statystycznej ze zbiorowosci o skoniczonej
liczbie elementéw nazywamy metoda reprezentacyjna.

3.1. Losowy dobdr proby

Wyréznikiem losowego doboru proby jest to, Ze stwarza on jednako-
wa szanse (takie samo prawdopodobieﬁst\-\m) dostania sig do PE‘é!'Jy za-
rowno wszystkim poszczegdlnym jednostkom populacji genersilne;,. jak tez
wyréznionym w danym badaniu zespolom (grupom) elementow.

Model postepowania prowadzacy do losowego wyboru gréby nazy-
wamy schematem losowania. Wsrod wielu schematéw losowania wyroznia
sig m.in.:

« losowanie niezalezne i zalezne,

& losowanie indywidualne i zespolowe,
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4 losowanie jednostopniowe i wielostopniowe,

& losowanie nieograniczone i ogra nic-,:mw.. -

Losowanie niezalezne (zwane tez lusnwem!cn'! ze mvrm:anlmn;l to ta-
kie, w ktorym losujemy jednostke po ]Ednuﬂ,ﬂ‘. If.:l ]:m_?idy,n:lr'wm“.z tej 5;1Imei
populacjii przy jednakowych P”.] -.\-Tlnl_wu.:l-.i}wblut\hE\\ ac .1 :.«.-_1,‘ n:'m.'..Tﬂ sama jed-
nostka moze by¢ wylosowana wielokrotnie, gdyz po jej pierwszym wylosg-
waniu zostaje ona ponownie wlaczona w sklad populacji.

W losowaniu zaleznym (losowaniu ze zwracaniem) jednostka raz wy-
losowana do proby nie bierze udzialu w dalszym losowa n.iu, lL;d)_f.'F: nie jest
zwracana do danej populacji generalnej. W miarg |'E15L1‘.\'dl‘l|.‘l kj:ﬁl@||1y::h jed-
nostek do préby prawdopodobienstwo dostania si¢ elementow do proby
ulega tu zmianie.

Losowanie jest indywidualne, gdy z populacji generalnej pobiera sig
do préby poszczegolne elementy. Losowanie zespolowe (grupowe) polega
na pobieraniu okreslonych zespolow, skladajacych si¢ z wigcej niz jednego
elementu (np. losowanie do préby calych rodzin).

W losowaniu jednostopniowym stosowane jest jedno stadium: jed-
nostki do praby sa pobierane od razu z calej populacji generalnej. W losowa-
niu wielostopniowym, np. trzystopniowym, cala populacja generalna dzie-
lona jest najpierw na M duzych grup, zwanych jednostkami losowania
pierwszego stopnia. Z kolei kazda jednostka losowania stopnia pierwszego
sklada si¢ z L mniejszych grup, zwanych jednostkami losowania drugiego
stopnia. Wreszcie, kazda jednostka losowania drugiego stopnia zawiera po K
Jednostek populacji. Losowanie wielostopniowe polega na tym, Ze najpierw
losuje sie m jednostek stopnia pierwszego, z kolei z kazdej jednostki stopnia
pierwszego pobiera sie I jednostek stopnia drugiego, a nastepnie z kazdej
jednostki stopnia drugiego - losuje sie k jednostek. Ostatecznie proba losowa
liczy m -k 1 jednostek, przy czym m < M, | < L, k < K.

Losowanie jest nieograniczone, jezeli odbywa si¢ od razu z calej
populacji, podezas gdy losowania ograniczonego dokonuje sie z poszcze-
SU!“YCh czesci populacii, zwanych warstwami. Podzialu populacji general-
M%) ha wewngtrznie jednorodne warstwy dokonuje si¢ przed przystapie-
niem do losowania. Po ustaleniu, ile jednostek losujemy z kazdej warstwy,

losowania dokonujemy niezaleznie 2 kazdej warstwy. Probe stanowia zatem
jednostki wylosowane ze wszystkich warstw.

Do losowania ograniczone
tyczne. Polega ono na tym, ze do
poczynajac od losowo wybraneg
tu przedzial losowania, ktér
proby.

Przedstawione powyzej schematy
czonych, ktérych elementy mozna ponu
operacie losowania. Proby losowe 2z

go zalicza si¢ réwniez losowanie systema-
proby wiaczamy co k-ty element populacji,
NE€EO J-tego elementu. Symbolem k oznaczono
y Jest ilorazem liczebnogci populacji i liczebnosci

losowania dotycza populacji skori-
merowac. Méwimy woweczas 0 tZw-
Populacji skoficzonych otrzymuje si¢
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w wyniku zastosowania okreslonych technik losowania (np. tablic czy
gcnuralm‘{lw liczb losowych). : .

Losowanie indywidualne, nieograniczone, niezalezne nazywamy lo-
sowaniem prostym, a otrzymang probe okreSlamy mianem préby Iosowf:i_
prostej. Uzywajac skrotowo pojec: proba losowa czy proba, mamy na mysli
prabe losowa prosta.

3.2. Zmienne losowe i ich rodzaje

Mozliwosé¢ uogolniania wynikow otrzymanych z proby losowej na cala
populacjg generalng, z ktorej ona pochodzi, daje rachunel_c prawdupod{)-
bienstwa. Rachunek ten stanowi teoretyczng podstawe j.«.rmoskm\._'ama sta-
tystycznego. Przejscie od opisu islat}rstycznegp .clo wmqskm«r.ama sEtys-
l;-c;f.'ncg,u wymaga rozrc’:iniams} uzymfa‘nych pojec, w zaleznosci od zakresu
}:u-zupmwadmnui analizy, a mianowicie:

STATYSTYKA

———> wnioskowanie statystyczne

opis statystyczny !
cechy zmienne (mierzalne ——> zmienne losowe (skokowe i ciagle)
i niemierzalne)

— > realizacje zmiennych

> prawdopodobienstwa teoretyczne

warianty cech
czestosci empiryczne
rozklady empiryczne —> rozklady teoretyczne
parametry —> statystyki

eciem wnioskowania statystycznego jest t‘f)‘;’:;;i
zmienna losowa. Zmienng losowa nazywamy JEdn?z.r;f;:brul:Ewi;:z}g:nienne
kowanie kazdemu zdarzeniu elementarnemt wartosaclle o aicatua liczbg
losowe przyjmujace skoriczona 1ub mesmnmrilq;ﬂ rzypadku, gdy moz-
wartosci nazywamy skokowymi L dyskretl‘ljtﬂll .e zgioru liczb rzeczywis-
liwe wartosci zmiennej losowej tworza .Pl'z‘fdma Zi i skakowelalicas
tych — nazywamy jq ciagla. Preykladami zmienn€) 0 ey ik
ba dzieci w rodzinie, liczba ziaren w Klosie itp: F;:iell-osowe ciagle (w od-
itp. W zastosowaniach metod statysty cznych zmi

Fundamentalnym poj
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r6anieniu od zmiennych losowychl skokow _VC|}) nie \l\-'}istq,-pui aw Swfijei
czystej, matematycznej postaci. Wynika E(‘-.stqd, n;i ]_‘r(‘himjijll lleg.;.y i;.}jpu Zmien.
nych odbywa sie z okre§long dﬂk%i}dﬂﬂﬁt-:h:-_l I:n]-.'n, q i‘.\\‘L:.I.J-: 1 miejsc po prze.
cinku). Nie zmienia to faktu, Zze 'If:bICII‘ ?no:cIm.ry;.h wartosci zmiennej losowej
cigglej jest mocym continuum (jest nieprzeliczalny).

Zmienna losowa skokowa

Przyjelo si¢ oznaczac zmienne losowe duzymi litcrami z konca alfabe-
tu, np. X, Y, Z. Konkretne wartosci przybierane przez te zmienne (zwane re-
alizacjami) oznacza si¢ odpowiednio malymi literami: X, y, 2. Przyporzad-
kowanie wszystkim mozliwym wartosciom (realizacjom) zmiennej losowej
X odpowiadajacych im - su mujacych sie do jednosci — prawdopodobienstw,
okredla rozklad zmiennej losowej skokowej. Przyporzadkowanie to nosi
rdwniez nazwe funkeji rozkladu prawdopodobienstwa zmiennej losowej
skokowej. Oznaczajac przez Xxi (i =12, ..,k mozliwe wartosci zmienngj
losowej X, jej funkcje prawdopodobienistwa zapiszemy nastepujaco:

PX=x)=p; (1 =12, .., n) (3.1)
gdzie: p; 2 0, im =1,
f=1

Przykladowo, zmienng losowq skokowa jest liczba oczek otrzymanych
w rzucie kostka do gry. Zbiér wartosci przyjmowanych przez te zmienng jest
skonczony i rowny 6. Zmienna ta kazda wartos¢ przyjmuje z jednakowym

= 1
prawdopodobienstwem z Rozklad prawdopodobienstwa tej zmiennej moz-

na przedstawic tabelarycznie (por. tab. 3.1)

Tab. 3.1. Rozklad prawdopodobienstwa liczby wyrzuconych oczek

[ 5
lz!a 4|5 e |- 2

"‘_ i=1

B o
|Mlel6|5|5% |

Rozklad prawdopodobieristwa zmiennej losowej skokowej mozna

rowniez przedstawi¢ graficznie za pomocq diagramu (rys. 3.1)
Na osi

X

o |
o

odc.itgtych odklada sie wartosci przyjmowane przez zmienng lo-
sowa X, a na osi rzednych - odpowiadajace im prawdopodobienstwa.

Do charakterystyki rozkladu zmiennej losowej mozna réwniez uzy¢
d.ysh'ybuanty. Dystrybuanta - oznaczang symbolem F(
cj¢ okreslajaca prawdopodobienstwo tego,
wartosci mniejsze od ustalonego x, czyli:

F(¥)=P(X<x), xeR. (3.2)

X) — nazywamy funk-
ze zmienna losowa X przyjmie
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R

i

Rys. 3.1. Rozklad prawdopodobienstwa liczby wyrzuconych oczek
Zridlo: Opracowanie wlasne.

7akladajac, ze zbiér wartosci zmiennej losowej X zostal uporzadkowa-
ny rosnaco, dystrybuantg mozna zapisac nastepujaco:

dla X < Xy
" dla x;<x=<x,
+ Py dla x;<x<Xx
F(x) = Pr7Pa A ¥ (3.3)

PrtpyHpPar dld X <XSX,

P+ Pyt tp, =1 dla X>X,

Z relacji (3.3) wynikaja nastepujace wlasnosci dystrybuanty zmiennej
losowej skokowej:

1) 0< F(x) =1, ; ;

2) jest funkcja niemalejqcg i przedzialami stala,

3) jest funkcja lewostronnie ciagla,

4) lim F(x)=0oraz Ilirpw F(x)=1,

5) P(a< X <b)=P Xﬁb]—P(X<a)=F(b)_—F(a].. _ : :
Z)nagqc mzkl.'a)d pr(awdopodobieﬁshma zmiennej losowej X mozna wy
znaczy€ jei dystrybuante i odwrotnie. ; ! 5
}*:N ]dii::-é\iiad}i:zeniu polegajacym na rzucie kostka do gry, zapis dystry
buanty przyjmie postac (por. tab. 3.1):
dla xSl

dla 1<x<2
dla 2<x<3
F(x) = dla 3<xs4.
dla 4<x<5

dla 5<x<6
dla x>6

Hoy o [ gy WOy | oy [ O

-
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76 Statystyka. Asp
Graficzny obraz dystrybuanty rozpatrywanej zmiennej losowej przed-
o o
stawia rys. 3.2.
Fix) &

Rys. 3.2. Dystrybuanta liczby oczek w rzucie kostka
Zrédlo: Opracowanie wlasne

Znajac rozklad prawdopodobienstwa lub dystrybuante zmiennej lo-
sowej mamy pelng informacj¢ o niej. Niekiedy interesuja nas tylko niektore
wlasnosci, charakteryzujace zmienna w sposéb syntetyczny. Tego rodzaju
charakterystyki nosza nazwe parametréw rozkiadu. Podstawowymi para-
metrami rozkladu zmiennej losowej X sa: wartos¢ oczekiwana, wariancja
i odchylenie standardowe.

W przypadku zmiennej losowej skokowej, wartos¢ oczekiwana -
oznaczana symbolem E(X) — dana jest wzorem:

E(X) = i-‘:ipi- (3.4)
=1
‘ Dla zmiennej losowej X okreslonej jako liczba wyrzuconych oczek w
rzucie kostka do gry, wartos¢ oczekiwana wynosi (por. tab. 3.1):
S 1 1 1 1 1 1
EX)=1-—+2-—+3.—+4-—+5-—+6-—+=3,5.
6 6 6 6 6 6

War.to.r;u?' oczekiwana jest §rednia wartoscia zmiennej losowej X. Cha-
rakteryzuje si¢ ona ponizszymi wlasno§ciami:

1. Wartos¢ oczekiwana stalej réwna sie tej stalej: E(C) = C.

?._Warto§c oczekiwana sumy dwoch zmiennych losowych jest suma
WﬂT.tOSfl UCZ‘Ekl_‘iﬂ:'-'an)’Ch tych zmiennych: E(X+Y) = E(X) + E(Y). Wlasnosc¢ t¢
mozna uogolni¢ na dowolng liczbe zmiennych.

3. Wartosc oczekiwana iloczynu stalej i zmiennej losowej jest rowna

iloczynowi tej stalej i wartosci oczekiwanej zmi ¢ €) J i
E(C) - E(X) = CE(X). nej zmiennej losowej X: E(CX)

Probabilistyczne podstawy wnioskowania statystycznego 77

4. Wartos¢ oczekiwana iloczynu dwéch niezaleznych zmiennych lo-
sowych jest rowna iloczynowi wartosci oczekiwanych tych zmiennych:
E(X‘.i’) — E(X) - E(Y). Wlasnosc t¢ mozna uog6lnic na iloczyn dowolnej liczby
niezaleznych zmiennych losowych.

Niech zmienna losowa X ma wartos¢ oczekiwana rowna 10. Mamy ob-
liczy¢ wartosc oczekiwana zmiennej losowej Y = 2X + 5.

: Korzystajac z wlasnosci wartosci oczekiwanej mamy:
E(Y) = E@X + 5) = E@X) + (E5) = 2E(X) + E(5) =2:10+5 = 15.
Wariancje zmiennej losowej skokowej X obliczamy ze wzaru:
DE[X) = E(X?) - [D(K“Jf = i‘.‘:f'pi —[E(X“}f. (3.5)

ae

Pierwiastek kwadratowy z wariangji jest jej odchyleniem standardo-

D(X)={D*(X). (3.6)

Wariancja i odchylenie standardowe sq miarami zréznicowania w roz-

Kkladzie zmiennej losowej.
W przykladzie dotyczacym rozkladu liczby wyrzuconych oczek pa-

rametry te wynoszg:
21y 2 1 2 1 2_1 1_1 2‘]_ 63‘1]_3’52.:
D (J\)=(1 -E+2 -E+3 6+4 6-1-5 6+ =

wy me

=(1 L4,9,16,25 30) 52 _1517-12,25=292,
6 6 6. 6 GmGE
D(X) =+2.92 =171 _ '
‘."'J(a rtoé¢ wariancji nie ma interpretacji. Odchylenie standardowe ml;
formuje natomiast o tym, ze érednie odchylenie liczby wyrzuconych ocze
od wartoéci oczekiwanej wynosi 1,71. . =
Wariancja zmiennej losowej ma nastn:zpu;qce Svlasnn ci:
1. Wariancja stalej jest rowna zert: D-(C} =il i :
2. Wariancja iloczynu stalej i zmienne) ios_o\;_;] zowna S;EF 1{1;313’“0‘“
kwadratu tej stalej i wariancji zmiennej losF)we]: {CX’} = ] w.a oo
3. Wariancja sumy stale] i zmiennej losowej jest 1O

zmienne losowej: DA(C + X) = D}(X): _

%T. Eivariancj,; surf‘ly (roznicy) niezfleinych zm;e;n{ghiﬁ;g&%{ih Bgma
sie sumie wariancji tych zmiennych: D (X.+ Y) = D ( 1S o

Niech zmienne X i Y beda niezaleznymi zmiennymi ’
czym DX(X) = 2, DX(Y) = 8. Obliczy¢ D(X - Y).

Korzystajac z wlasnoéci wariancji mamy:

D*(X -Y)=D*(X)+ D*(Y)=2+8=10

D(X - Y)=+10.
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Zmienna losowa ciagfa

Dla zmiennej losowej ciaglej niemozliwe jest przypisanie wszystkim
jej wartosciom prawdopodobienstw sumujacych si¢ do jednosci. Mozliwe
jest natomiast przyporzadkowanie ta kich prawdopodobienstw przedzialom
liczbowym typu: P(x< X< x+ Ax), gdzie Ax jest dlugoscia przedzialu o po-
czatku w punkcie x.

Jesli przy Ax — 0 istnieje granica f(x) o postaci:

X< X<x+Ax
lim E(.._K 8 A. _"1 = f(x), (3.7)

e Ax

to granice tg nazywamy funkcja gestosci prawdopodobienstwa zmiunnei lo-
sowej ciaglej X (uzywa si¢ rowniez terminu: gestos¢ prawdopodobienstwa).

Gestosé prawdopodobieristwa zmiennej losowej cigglej X mozna za-
tem okreslic jako Srednia ,ilos¢ prawdopodobienstwa” przypadajch na
jednostke dlugosci przedzialu (x,x+Ax), gdy dlugosc tego przedzialu
zmierza do zera.

Okreslong na zbiorze liczb rzeczywistych funkcje gestosci prawdo-
podobienstwa f(x) zmiennej losowej cigglej X charakteryzujg nastepujqce
wiasnosci:

itz {’(1] 20,
2. [ f(x)dx=P(a< X < b)=P(a< X< b) = P(a< X< b),

3. [ f(x)dx =1 lub Tf(x)d.\' =1

Dystrybuante zmiennej losowej cigglej X definiuje si ie j
‘ | ‘ ] cigglej X definiuje si¢ podobnie jak
dystrybuante zmiennej skokowej, przy czym sume zastepuje I;ie calka: ;

F(x) = P(X<x)= j‘_f{u)dn, (3.8)

gdzie: f(u) jest funkcja gestosci zmiennej losowej X.

Okreslona wzorem (3. . Te) : _
ST L (3.8) dystrybuanta jest funkcjq ciagla i spelnia

1. 0< F(x)<1,

2. F.(J.':] jest funkcja niemalejaca,

3 Jll.l‘_l‘lw F(x)=0oraz lim F(x)=1.

Jezeli gestosé f ennes | X i

lacja: BesStosc f(x) zmiennej losowej X jest ciagla, wowczas zachodzi re-
T Fi(3) = f(2) 39

gdzie: F'(x) oznacza pochodng dystrybuanty F(x). 4

Dla zmiennej losowej cigglej zachodzi:

=l (3.10)
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oraz
b
P(a< X <b)=P(a< X< b) = [ f(x)dx=E(b) - F(a), (3.11)

gdzie: a i b sq stalymi (a < b).
Przykladowy wykres funkeji ggstosci i dystrybuanty zmiennej losowej
ciaglej przud:ﬁtm\rm rys. 3.3.

i rdl L
S
1 L) =T
__,__?_,44___ 7 M e A
! "I- K: | x_‘ "-I X xl xz 7‘3 x‘ %
Plx<x) Py <x<x3) Px<x,)

Rys. 3.3. Wykresy funkcji gestosci i dystrybuanty zmiennej losowej ciaglej
Zridlo: M. Sobezyk, Statystyka..., s 115.

Zalozmy, ze gestosé prawdopodobienstwa zmiennej losowej cigglej X
jest okreslona wzorem:

0 dla =xs0
f(x)={Cx dla 0<x<4
0 dla =x>4

Naszym zadaniem jest wyznaczenie stale] C, okreslenie dystrybuanty

oraz obliczenie P(1£ X < 2).
Stala C wyznaczamy z zaleznosci:

+xm

jf(.l‘)d:c =1

—{E}

Mamy wigc:
0

Tf(.t)d.r = j Odx + T Cuxdx + TD&.\‘ =T Cxdx = CIE lea =8C=1,
—mn —m 0 4 0

1
stad C==;
& 8

Dystrybuantg wyznaczamy ze Wzoru (3.8):

X 1'1 ] 5 -l 1
)i == _ L 2 ——x? dlaO<x<4
F(.‘t}—_Lf(lt}dH isudu lﬁx iy
g dlasesd
F(x) = EIE'TZ dla 0<xs4

1 dla x>4
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Szukane |‘-|'.1wdnpntl-::l'oivn.tilwc1 nhiigmmy nastepujaco:
P< X<2)=F@) - F() =1 ~7: " 1¢

Warlo§¢ oczekiwana zmiennej losowej typu ciaglego jest okre§long
wzOoren:

E(X) = ]x_f (x)dx. (3.12)

Wariancja zmiennej losowej cigglej jest dana wzorem:
D*(X) = [[x- ECO f(x)dx. (3.13)

Wilasnosci wartosci oczekiwanej i wariancji zmiennej losowej typu
cigglego sa takie same jak dla zmiennej losowej d;,fskrvtmq.

Niech zmienna losowa ciagla X bedzie okreslona dystrybuanta;

8
. |-— dla x22
Ny = a
F(x) = ¥ :

0 da x<2

Naszym zadaniem jest wyznaczenie warlosci oczekiwanej i wariancji
tej zmiennej.

Jak wynika ze wzoréw (3.12) oraz (3.13), do wyznaczenia E(X) oraz
[*(X) niezbgdna jest znajomos¢ postaci funkeji gestosci zmiennej losowej X,
Do wyznaczenia f(x) wykorzystujemy wzor (3.9). Mamy wigc:

2

fR=F@)={7 dla x2 2.
0 dia x<2
Stad tei:

: ¥ m : 24 l _rn 24 : m | .
209~ [r 2] B L s
11n2 3 -_3 3
D:(X] = I ._i(ri—)‘_ dr=3
2 X

3.3. Rozklady teoretyczne zmiennych losowych

Rujalizacje zmiennych losowych mogg by skoriczonymi lub nieskon-
czonymi zbiorami informacji liczbowych, wystepujacych z okreslonymi
prawdﬁpn‘dobimﬁstwami. Informacje te tworza rozklady teoretyczne, W sta-
tystyce opisowej ich odpowiednikiem sq rozklady empiryczne, bedace zbio-
rem informacji o wariantach cech i ich czgstosciach.,

Wstatystyce matematycznej, najezesciej wykorzystywane sy rozklady:

:':- dla zmiennych losowych skokowych: rozklad dwumianowy (zwa-
ny tez binomialnym lub Bernoulliego) oraz rozklad Poissona:

Probabilistyczne podstawy whioskewania statystycznego
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& dla zmiennych losowych cigglych: rozklad normalny Gaussa-La-
Jace’a i jego transformacje (rozklad chi-kwadrat, rozklad t-Studenta,
],-.,;,L-LuI Fishera-Snedecora).

Rozkiady teoretyczne zmiennej losowe] skokowej

Rozklad dwumianowy opiera sig¢ na tzw. schemat doswiadezen Ber-
noulliego. Rozpatruje sig w nim n (n=2) _niczale;'r.nych Eksl::terymenlﬁw,
ktorych rezultatem moze by¢ 5llkCl-.“.:i lub pura‘zka. Prawdupudubll_:ﬁfslwn suk-
cesu w pojedynczym doswiadezeniu wynosi p, a pra.wdor:-odubsenstwo po-
cazki 1 = p = q. Zmienng losowq X definiuje sig tu jako liczbe uzyskanych
sukcesow. Jest to zatem zmienna losowa sk:nk-:awf"u, przyjmujgca wart?'é.c.t:
.;\- =0, 1,2 .., . Prawdopodobienstwo tego, ze zmienna losowa X przyjmie
warlogc k, wyraza sig wzorem:

P(X =k)= (:);;*q"‘ Lo (3.14)

n! : ; Ry ; y »

e (1)= _iest liczba kombinacji k-elementowych z n-elemento
pdzie: (,L) TR jest liczba kom j y

o zbioru, .

i Okreélona wzorem (3.14) funkcja rozkladu pfawdupodobileﬁst}v:l
zmiennej losowej X nazywana jest rozkladem dwumtanu'wym [bmc:n\:lac
nym, Bernoulliego) parametrami 1 Oraz p. Rozklad‘dwumlanowy]E:ianga
rozkladem dwuparametrycznym. War_toéé oczekiwana o_ra:jz _waéwmjr
zmiennej losowej X o rozkladzie dwmm?m:wym sq odpowiednio 15
E(X) = np oraz D*(X) = npq. ; (3.15)
Zalozmy, Ze zmienna losowa skokowa X ma mzl_dad _d\a;u;!bl;?cr;c;:ii

7 wartociq oczekiwang 0,5 oraz n = 5. Naszym zadaniem jes
prawdopodobienstw: a) P(X =2),b) P(X2 2). BX) 05 b
=0,1.

W rozkladzie dwumianowym E(X) = np. Stad tez p=="==""

Wykorzystujae wzor (3.14) mamy:
a) P(X =2) =(3)-0,1%-0,9° =0,0729,
b) P(X 2 2) = P(X =2) + B(X =3)+ P(X =) + P(X =5)=
= 0,0729 + 0,0081 -+ 0,00045 + 0,00_001. = [ll,UBliﬁ. i
Jesli prawdopodobienstwo pojawienia si¢ su cesrowudzon}’Ch doé-
doswiadczeniu bardzo male (p €0,02) a liczba przep

: na jako liczba suk-
wiadczen duza (n2z 100), to zmiennd ]esowa‘}; ?;ff.]: animna losowa
cesow podlega - w przyblizeniu = rozkladow1 X0l '

ma rozklad Poissona, jezeli:

A L} Y (3.16)
PX=R)=rze (K= 0, 1, 2 s 1)
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gdzie A=npto jednoczeénie wartoéé oczekiwana i wariancja tego ruzkladu,
¢ zas jest podstawa Jogarytmow naturalnych (¢ = 2,718). Rozklad Poissona
zalezy zatem od jednego parametru: A il :

Zalozmy, ze centrala telefoniczna w malej firmie obsluguje 100 abo.
nentow. Prawdopodobienstwo tego, ze abonent zglosi si¢ do centrali w ciggu
godziny, jest rtowne 0,02. Obliczy¢ prawdopodobienstwo tego, ze w ciagu go-
dziny beda co najmniej cztery zgloszenia. ’ : .

Zmienna losowa X jest tu liczba abonentow zglaszajacych sie do cen-
trali w ciggu godziny. Zmienna ta ma rozklad Poissonaz A =2 (A =np =
100:0,02 = 2). Szukane prawdopodobieristwo wynosi zatem:

PX > 4)=1- [P(X =0) + P(X =1) + P(X =2) + P(X =3)]=

2 o e R
=1-| —e¢P+Z et st +—e" |=
0! 1! 2! 3!
1 - (0,1353 + 0,2707 + 0,2707 + 0,1804) = 0,1429.

Rozkfady teoretyczne zmiennej losowej ciagle

Kluczowa rolg w statystyce matematycznej odgrywa rozklad nor-
malny, zwany takze rozkladem Gaussa-Laplace’a. Jego znaczenie wynika
przede wszystkim stad, Ze przy nieograniczonym wzroscie liczby nieza-
leznych doswiadczen, wszystkie rozklady teoretyczne (zarowno zmiennych
losowych, jak i ciaglych) sa szybko zbiezne do rozkladu normalnego. Po-
nadto we wnioskowaniu statystycznym opartym na wynikach badan préb
losowych popelniane sa bledy, ktérych rozklad jest normalny lub granicznie
normalny.

Zmienna losowa ciagla X ma rozklad normalny, jesli jej funkcja gestos-
ci prawdopodobienstwa ma postac:

=(x-m)!
fR=——e %
o+2n

gdz}ie-): m=EKX), o =D(X), n=3,14, ¢ =2,718 (podstawa logarytmow natural-
nych).

: Ro;':k]ad normalny charakteryzuja dwa parametry: m i g, ktore sa od-
po:.«rmdnm wartosciq oczekiwana i odchyleniem standardowym. Dla zmien-
nej ]l?sowej X o rozkladzie normalnym z parametrem m i o stosuje si¢ ozna-
czenie N(m,o). Tak wigc zapis N(2;0,5) oznacza, ze zmienna losowa X ma
rozklad normalny o §redniej 2 i odchyleniu standardowym 0,5.

_ Wykres funkji gestosci prawdopodobienstwa zmiennej losowej X no-
Sl nazwe krzywej normalnej lub krzywej Gaussa-Laplace’a (por. rys. 3.4).
Z rysunku 3.4 wynika, e parametr m rozkladu normalnego przesuwa
krzyt«fq'wzdlufz osi odcietych, a parametr 6 powoduje, ze krzywa staje si¢
bardziej .splaszczona lub wysmukla. Im mniejsza jest wartoéé o tym bardziej
rozklad jest skupiony wokél wartosci oczekiwanej E(X) = m. :

,XeR, o3>0, (3.17)
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PIRSSRS
.I'{.\'}T —— XiN(my, ?) T — XiN(m, 74)
— == X:N(mj,7) === XiN(nt, 7,)
I Mg >ny - X:N(m, 75)
T‘J'_"p

7 1‘:?2‘-’-?3

Rys. 3.4. Rozklady normalne prey raznych i a

Dystrybuanta rozkladu normalnego jest okreslona wzorem:

x 'U"":':
F(x) = chzﬂ dt. (3.18)
ovin .

Wykorzystywanie dystrybuanty (3.18) do obliczania prawdopodobien-
stw natrafia na trudnosci rachunkowe. Dla uniknigcia tego mankamentu sto-
suje si¢ przeksztalcenie zwane standaryzacja. Jesli zmienna losowa mqgla‘X
ma rozklad normalny N(m,c), to zmienna standaryzowana Z ma postac:

e i, (3.19)
U -

Zmienna losowa Z ma standaryzowany ra:;zklad normalny okresl?ny
calkowicie przez dwa parametry: warto§c oczekiwang E(Z]= 0 oraz w;né;r:
cje i odchylenie standardowe D*(Z)= D(Z)=1_. co zaglsujemybwa: roz:
N(0,1). Wartosci funkcji gestosci prawdopodobienstwa 1 dystrybuanty
kladu N(0,1) sa stablicowane. ; :

Niech wzrost populacji mezczyzn ma ru_zl-*:iad normalny N(m;fq. rl':a-
szym zadaniem jest obliczenie prawdupodcblensWa teglt;.ﬂze “;ZQIEU CI[:'I y
padkowo wybranego mezczyzny bedzie zawarty ml@d.-’-b' cm :
Jeli zmienna losowa X ma roz{kia;l h;((m,)a} to:
P(x.< X< x,)=P(z< Z<2;)=Kz) - &) 3
l:Eth:resuie 13135 pr(zn:.rdopodnbieﬁstwn bedace roznica dY*"ig:Ll? ;:) t::ir;j
daryzowanych wartosci cechy. Wa rtoéci standaryzowanej zm ]
53 rowne:
_190-172
: jemy: F(z

Z tablic dystrybuanty rozkladu nnrma]negﬁdf:;(ﬂégoﬁggtt:}:‘?ggo,( ;;
= Ho) = Dasere F{‘L&?)' s Pr:v:lzif zawarty w przedziale
wzrost przypadkowo wybranego mezczyzny b
190 em a 200 cm, wynosi:

200-172 _ 4 o7

1 =3 Oraz z; =
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P(100< X< 200) = Pz < Z<zy)=F(z3)— F(z)=1- {LL}LJH? = n,um;_
Oznacza to, ze 13 mezczyzn sposrod 10 000 ma wzrost z interesujacego

nas przedzialu.

Jesli zmienna losowa ciggla X ma rozklad normalny, to ok. 68% j€ej re-

alizacji miesci si¢ W granicach jednego ud'ihqu:nin sl;u'zciarduwggn u::i -Sred-
niej, ok. 95% — w granicach dwoch odchylen standardowych od :-ir.l:d niej oraz
ok. 99,73% — w granicach trzech odchylen slnndﬂrdmvycl':. gdyz:

P{m —g< X<m+ n‘] = P(-—l-:: < '].}= FU) - F(—l] = [,8413 - 0,1587 =
0,6826; ; g

P(m—2o<X<m+ 26)=P(-2< Z<2)=F(2) - F(-2) =0,97725-0,2275 =
(0,99545;

P(m—-3c< X<n+ 36)=P(-3< Z<3)= F(3) - F(-3) = 0,99865 - 0,00135
= 0,9973.

Tak wiec niemal wszystkie realizacje zmiennej losowe;j cigglej zawiera-
ja si¢ w granicach trzech odchylen standardowych od Sredniej. W statystyce
wlasnosc ta nosi nazwe reguly trzech sigm. Regula ta jest czgsto wykorzysty-
wana do eliminacji obserwacji nietypowych. Za obserwacje nietypowe uzna-
je sie te, ktarych wartos¢ rozni si¢ od Sredniej o wigcej niz 3 odchylenia
standardowe.

Rozkfady zwiazane z rozkfadem normalnym

We wnioskowaniu statystycznym wazne znaczenie majq rowniez roz-
klady: chi-kwadrat (f), t-Studenta oraz Fishera-Snedecora (F). Rozklady te

s zwiazane z rozkladem normalnym.
Jezeli zmienne X; (i = 1, 2, ..., n) s3 niezaleznymi zmiennymi losowymi
o jednakowych rozkladach N(m,8), to zmienna losowa chi-kwadrat (3 *) jest

definiowana jako:
2 i K=y
L= [ ’Gm] =2 (3.20)

=1 fal

gdzie Z; sq niezaleznymi zmiennym o rozkladzie N(0,1).

Liczba niezaleznych skladnikow sumy (3.20) nosi nazwe liczby stopni
swobody. W tym przypadku liczba stopni swobody v wynosi n (v = n).

]?k wynika ze wzoru (3.20), zmienna losowa o rozkladzie y > przyjmuje
tylko nieujemne wartosci. Ksztalt wykresu funkcji gestosci zalezy jedynie od
liczby stopni swobody. Rozklad % * jest stablicowany, przy czym w tablicach
podawane s3 zazwyczaj wartosci x> dla 30 (i mniej) stopni swobody. W przy-
padku, gdy liczba stopni swobody przekracza 30, korzysta sig z rozkladu nor-
malnego, Ktory jest granicznym rozkladem 1. Jesli bowiem liczba stopni
swobody dazy do nieskoriczonosci (praktycznie juz wtedy, gdy liczba stopni
swobody przekracza 30), to dystrybuanta zmiennej losowej /2 * zmierzado
dystrybuanty rozkladu normalnego N(v2n-1; 1)
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Rozkladem t-Studenta’ nazywamy rozklad zmiennej losowej:
X
=2 1/n,
Y (3.21)
gdzie: X jest zmienng losowa o rozkladzie N(0,1), ¥ ma rozklad ® z v = n

.;mpni.'uni swobody (zmienne X i Y sg niezalezne)?,

. Funkcje gestosci tego rozkladu okresla tylko jeden parametr: liczba
stopni swobody. W przypardlfu rozkladu i'—Student_a liczba stopni swobody
wynosi n - 1. Krzywa gestosci r::-z,klad-:; l_—Stud_enta jest p_odobna do wykresu
gestosc rozkladu normalnego z tym, ze jest nieco bardziej splaszczona (por.

rys. 3.5).

f(t) & f(x)

~ hJ-“—“l—
S(U, n-3 )

— — = t-Studenta

N(0, 1)

—— normalny

33 2 Al DR X,

Rys. 3.5. Rozklad normalny i rozklad t-Studenta

Przy wzroscie liczby stopni swobody, rozklad t-Studenta ]es:; zlne‘;m{j’,r

do rozkladu normalnego N(0,1). Dla celow wq10§|'iﬁ';vzﬂ;ﬂ ;éﬁtYS ycznego,

rzyblizenie to mozna uznad za wystarczajace Juz - -

s Rozklad t-Studenta jest stablicowany. Nie ma Zat'm;I };UKE:EY *zf:’;‘::i

rzystywania dosc skomplikowanych postaci anahtyczngc tuzar{eg‘iablic.

czy dystrybuanty tego rozkladu. Wartosci krytyczne sq 0dczyty o ok
Rozkladem Fishera-Snedecora (rozkladem F) nazywamy

zmiennej losowej: (3.22)

yjski statystyk W, 5. Gosset (1867-1937), ktory swoje prace

o ; ujac od
apisujemy tradycyjnie mala litera, odstepuj

realizacji.

! Rozklad ten wprowadzil bryt
podpisywal pseudonimem Student.

& Zmienng okre§long wzorem {3:2’_1_] o
zasady odrézniania zmiennej losowej i j]
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Ll Vsa niezaleznymi zmiennymi losowymi o roz.

rdzie zmienne losowe P
k ach swobody. Rozklad F zalezy o

kladach ¥ * oraz odpowiednio kpika slnpni_ ; : lezy
dwoch parametrow: ki i kz, ktdre sa stopniami S\\’j.!l.‘lﬂd}f zwigzanymi z licz-
nikiem (k;) i mianownikiem (k2) zmienne) Insnwr_‘] E . A
Rozklad F jest stablicowany. W tablicach mozna ndczyilac wartosci kry-
tyczne dla roznej liczby stopni swobody licznika i |1‘|!m'1m\-'mka oraz danego
};rawdupndnbicﬁshva «. Dla réznych prawdopodobienstw a konstruowane

sa oddzielne tablice.

3.4. Rozklady statystyk z proby

Niech X oznacza badana ceche w populacji generalnej. Rozklad cechy
X okreslamy terminem: rozklad w populacji. Rozklad w populacji moze by¢
opisywaz'-y-Funkch prawdopodobienstwa (dla zmiennej skokowej) lub ge-
stoscia pmwdopndubieﬁstW:-I (w przypadku zmiennej cigglej). Alternatyw-
nym sposobem opisu rozkladu w populacji moze byc dystrybuanta, czy tez
takie parametry, jak: wartos¢ oczekiwana, wariancja itp.

W badaniach statystycznych opieramy sig zazwyczaj na informacjach
dotyczacych czesci jednostek populacji generalnej, wylosowanych w od-
powiedni sposob, Ta czes¢ jednostek tworzy probe. Zalozmy, ze populacja
generalna liczy N jednostek, a liczebnos¢ proby wynosi n. Zbior wszystkich
mozliwych do wylosowania prob nazywamy przestrzenia préb losowych.
Zbior ten jest rowny liczbie kombinacji n-elementowych z N, czyli ().

Niech ciag o postaci: xy, x2, ..., Xy, 0znacza wartosci cechy X u wyloso-

wanych do n-elementowej proby jednostek zbiorowosci. Jesli losowanie do
proby bedzie powtarzane, to za kazdym razem otrzymamy inny zbiér war-
tosci: xy, X2, ..., Xn. Oznaczmy przez {x;} zbior wartosci otrzymanych w pierw-
szym losowaniu do préby, przez {x;} — w drugim losowaniu, ..., przez {x} -
w n-tym losowaniu. Zbior wartosci {x;} mozna traktowac jako realizacje
zmiennej losowej X, zbior {x2} - jako realizacj¢ zmiennej X5 itd. W kazdym
losowaniu wybierane sa elementy z calej populacji (losowanie ze zwraca-
niem), kazda ze zmiennych losowych Xi, X, ..., X, ma taki sam rozklad jak
rozklad X' w populacji. Z tych tez wzgledéw zmienne losowe X1, X2, ..., Xn 52
niezalezne.
; Przy wrlmioskowaniu 0 parametrach populacji generalnej na podstawie
proby losowej poslugujemy sie funkcjami zmiennych tworzacych prébe: Xi,
X2, ..y X Fur"ukcje te nazywamy statystykami z proby. Statystyka z proby na-
Zywamy zmienng losowa, bedaca funkcja obserwowanych w prébie zmien-
nych losowych, okreslong na przestrzeni prob, czyli:

U = f(Xy, Xz, ..., Xa). (3.23)
Przykladami statystyki z proby sa:
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X5 (3:24)
s* J},E(“"i -X)’, (3.25)

czyli srednia arytmetyczna i warianc:}a. . ‘

Omowione w rozdziale drugun» parametry:_ sierZma .aryh:m.etycma
 wariancja, oznaczane byly OdpD'W.lEdnl(] sym}:m_lamn Xi 25 <Wle'lk05-.tl te byly
liczbami obliczonymi z n wartosm..?tatystykl X oraz § sq mfl.tmmast esty-
matorami parametru mw populacji g&gerain.q oraz wariancji w populacji
a one zmiennymi losowymi, posxadamcyn}l okreslony ruzklan:i.
. iz rozpatrywane estymatory sq obliczane na podstawie

ych: X ==(X; + Xp+...+X,). Stosujac schemat losowania
n

eneralnej. 5
Wynika to z faktu

zmien nych losow

rostego otrzymujemy konkretna, n—e}ementowq probe: x1, X2, e Xy gdzie xy
lj.eqt realizacja :‘f(], x, — realizacjg Xz itd. Srednia arytrne_t}_'cznq obhczcneg Z pro-
by oznaczamy symbolem ¥ i nazywamy oceng éredniej arytmetycznej w po

ii generalnej. '
pulaq;\_?;;; l.statjg,'}s.tylca z proby jako funkc].a zmiennych losowych, sama ]e;f
zmienna losowa o okreslonym rozkladzie. Rozklad ten }:lazyfzzll;r;{v ;::i ;
kladem statystyki z préby. W praktycznych zeistosowa;im;é wl:’fog )
statystycznego szczegdlnie czesto korzy.sta sig z rpc;z adow y
éredniej arytmetycznej z proby oraz wariancji z pro ¥

Rozkfady statystyk zwiazane ze ¢rednia w probie

Niech zmienna losowa X ma w popul.acji generalnej :oz&l}c{]ac:i:{ ::J’(mi%
Z populacji tej pobieramy n-elementowq p_robc losowa rﬁr?; ;14 : 1{( orz;'s!tajac
Srednia arytmetyczna z proby jest okreslona wzore
z wlasnogci wartosci oczekiwanej 1 warancj mamy:

o) {15 -1 R0 -

nmm =
1

nia
Ol’:'lz" 1 1 iDZ(X) =—l—'ﬂ52 =_5_2_'..‘
D“(X):D“[;éxi)=? 2 b s =

N O
D(X)=— _
Jn T fro 4 wartosci
Tak wiec wartosc oczekiwana sredniej prub&;.esé}g::‘;;fenie stan-
oczekiwanej zmiennej losowej W P':'Fglia qlziizzmsta;&ardowym bledem
dardowe $redniej arytmetyczne) Z prOY do odchylenia standardowego

i Proporcjnnalne rcjonalne do pien-viastka

oceny, jest natomiast wpra ?
4 A lacji i odwrotrie propo

zmiennej losowej w popu
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= G Eav : :
kwadratowego z liczebnosci pl'ﬁb}’[f\ : N[ mn, 7 ]] D(X) informuje o wiel-
B

kosci bledu popelnionego przy szacowaniu $redniej w populacji za pomocy
éredniej z n-elementowej proby. Standaryzujac zmiennq losowa X otrzymu.
jemy:

e (3.26)
(0]

Jesli odchylenie standardowe o w populagji nie jest znane, woweczas
wprowadzamy oszacowania S lub 5, tj. odchylenia standardowe z préby:

sz\fi Y% -X), (3.27)

m iz
5:\[._1_ i(\ %) (3.28)

Wielkosci S oraz S sa — podobnie jak X — zmiennymi losowymi. Jezeli
X1, Xa, ..., Xy 83 niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym roz-
kladzie normalnym N(m,o), to statystyka

X=-m — X-m —
b= =1 ="—"—n 3.29
: = (3.29)

ma rozklad t-Studenta z n - 1 stopniami swobody.

Badania statystyczne nie zawsze dotycza jednej populacji. W analizach
poréwnawczych zachodzi konieczno$é poréwnywania dwach lub wiecej
srednich. W przypadku dwoch populacji korzystamy z nastepujacego twier-
dzenia®: jezeli X1, Xz, ..., Xmoraz Yy, Yz, ..., Y2 s3 niezaleznymi od siebie ciggami

zmiennych losowych o jednakowych rozkladach normalnych N(m, o), to
zmienna losowa:

(3.30)

s A s s i
= X-Y \f(n, + 1, = 2)mn,

JSE + 1,52
ma rozklad t-Studenta z 1 +n, - 2 stopniami swobody.
" Statystyka (3.30) jest wykorzystywana do wnioskowania o roznicy
snedn.i.ch‘ar}-’tmetycznych z dwoch préb, gdy odchylenia standardowe po-
pulacji nie sa znane (zaklada sig jednak, ze sq one réwne). Jesli natomiast od-

chy:lm;:a star_udard?':vg w .PGPUIaCiEICh generalnych sa znane, wéwczas do
Wiioskowania o roznicy srednich z dwéch préb stosujemy wzér:

o+,

3 e
A, Balicki, W. Maka¢, L :
Gdanskiego, Gdarisk 139?:5 sﬁgg.d ¥ wnioskotwania statystycznego, Wydawnictwo Uniwersytetu
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S
= (3.31)
E.L il G_-"'
LT

pdzie O-f oraz qi sa odpowiednio odchyleniami standardowymi zmiennych
w obu populacjach. Statystyka (3.31) ma rozklad normalny N(0,1).

Rozktady statystyk zwiazane z wariancja w probie

Wariancja jest podstawowa miarg zmiennosci. We wnioskowaniu sta-
tystycznym rozklady zwiqzar'fe 7 warian:_:ia pelnia wigc istotng role.
: Jezeli X1, Xz, ..., X 53 niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednako-
wym rozkladzie normalnym N(m,c), to zmienna losowa:

Uzisai;_‘sf_:g(xl_f) (3.31)

ma rozklad chi-kwadrat (x*) z n — 1 stopniami swobody.
Jezeli natomiast Xy, Xz, ..., Xn1 0raz Yy, Ya, ..., Yi 5q niezaleznymi zmien-
nymi losowymi o rozkladach normalnych N(my, )i N(m,,c), to statystyka:
&2

Feit (3.32)

ma rozklad Fishera-Snedecora z m — 1 (stopnie swobody licznika) i r2 = 1
(stopnie swobody mianownika) stopniami swo_hody. Wykorzystujac wzor
(3.32) nalezy zwrGci€ uwage na rownosc odchylent sta_ndallrduwych w obu po-
pulacjach generalnych. Odchylenia te sa wpra_wdz-le nieznane, ale mozna
sprawdzi¢ ich rownos¢ wykorzystujac odpowiedni test statystyczny. Pro-
blem ten bedzie przedstawiony w rozdziale dotyczacym weryfikacji hipotez.

ZADANIA

o S i zmiennej losowej X: x1=-1; 2= 0;
3.1. Dane sq mozliwe realizacje dyskretnej zmiennej e =
x3 = 1 oraz wartosci oczekiwane tej zmiennej i je] k‘*?ﬂfil:?'t‘l: E(X]_ = Orl_- 152‘2(2&_ ;g‘g‘
Zapisaé w postaci tabelarycznej rozklad prawdopodobienstwa AT e ) 1.\:'1:‘
3.2. Zmienne losowe X 1Y sazniezaleéne.ﬁZnaleiuf wariancje zmiennej losowej
Z = 3X + 2V, jesli wiadomo, ze D*(X) = 51 D(Y) = 6. S
3.3. Wiadomo, ze E(X) = 10 oraz D(X) = 2. Obliczy¢ E(Y) oraz 4
domo, ze Y = 2X + 5. : 2 : P
3.4. Dany jest rozklad Prawdapodnbieﬁstwa zmiennej losowe] skokowe] Xt
= ‘ 10 20 30 40 | 30 i

m |01 | 02 |08 | 04 05 |

i wariancjg tej zmiennej.

j losowej X', jesli rozklad

jesli wia-

Obliczy¢ wartos¢ oczekiwang ; T
3.5. Znalez¢ wartosc oczekiwang i wariancjg zZmienne
zmiennej losowej X jest nastepujacy:
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[ 2
l_ p.'-_ 6,3 0,2 7 I 0,1

3.6, Zmienna losowa X ma rozklad:

17 T T
1_;. oz | 7 [ 05 | O
e I - ! I

Znalez¢ funkcje rozkladu prawdopodobienstwa zmiennejlosowej Y = 2X -1,
3.7. Rozklad prawdopodobienstwa zmiennej losowej skaokowej X przedstawia
sig nastepujaco:

e
= [ ‘ 3 3 1 |
i 8 8 8 B
| e ) SN A p - A !

Wyznacz dystrybuante zmiennej losowej X.
3.8. Dana jest dystrybuanta zmiennej losowej skokowej X:

0 dia x<-100

dla -100<x =100

Wt

f(x)=
1 dla x=>100

Wyznacz rozklad prawdopodobienstwa tej zmiennej.
3.9. Dana jest dystrybuanta zmiennej losowej skokowej X:
0 dla x=<-1

0,1 dla -1<x<0
0,6 dla O0<x<2
1 dla x>2

F(x)=

Obliczy¢ wartoS¢ oczekiwang i wariancjg zmiennej losowej X,

3.10. Dyskretna zmienna losowa ma rozklad prawdopodobieristwa okreslony
nastepujaco: {(L;m), (2i2), (3;p3)}. Wiadomo, ze E(X) = 2,3; D*(X) = 0,61. Jakie s wa-
rtosci p, pa i pa?

3.11. Skokowa zmienna losowa X przyjmuje dwie wartosci: x1 i x2, przy czym
(x1<x2). Prawdopodobienstwo tego, ze zmienna losowa X przyjmie wartosc xi, wy-
nosi 0,6. Znalez¢ rozklad prawdopodobiefistwa zmiennej losowej X, jesli E(X) = 1.4
D(X) = 0,0576.

3.12. Zmienna losowa X ma nastepujacy rozklad prawdopodobieristwa:
o [ T T
pi | 05 | 025 | 01 | o1 | 7

Uzupelnij ‘z.'naki zapytania liczbami, jesli E(X%) = 37. Wiadomo, Ze x1 < ¥2 <
X3 < x4 < xs5. Obliczyc odchylenie standardowe tej zmiennej.

3.13. Zmienna losowa skokowa X przyjmuje nastepujace wartosci: 1,2, 3,45
i 6z jednakowymi prawdopodobienstwami p = 7 Sporzadz wykres dystrybuanty tej

zmiennej oraz wyznacz odchylenie standardowe,
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3.14. Zmienna losowa X przyjmuje wartosci 0, 1, 2 3, kazda z prawdo
Jobieristwem (0,25. Oblicz prawdopodobienstwa: P(X <2) oraz P(X >1)I.] po-

R

3.15. Zmienna losowa skokowa X ma nastepujacy rozklad: {(—1;0],([];2.} (1-.1__]}
5 i)t

\.\!jrznac?.}'f rozklad pra wdopodobienstwa zmiennej losowej ¥ = X2 Obliczyé DE(Y]
oraz IJ(L,\'1 <0,5).

3.16. 7 biezacej produkgji pobrano losowa 5 elementow. Wadliwosé produkeji
wynosi 0,1. Znalez¢ rozklad pra -.».rc.lopod(‘!bieﬁ&:twa zmiennej losowej X definiowanej
jako liczba sztuk wadliwych. Obliczy¢ E(X).

3.17. W serii wyprodukowanych detali znajduje si¢ 10% niestandardowych.
W losowaniu zwrotnym wybrano 4 detale. Znalez¢ rozklad prawdopodobienstwa
i dystrybuante liczby niestandardowych detali wéréd czterech wybranych.

3.18. Prawdopodobiefistwo tego, ze zmienna losowa X przyjmie wartosci 1, 2,

3, 4, dane jest funkcja: P(X = x) = EII' Sprawdzi¢, czy jest to funkcja rozkladu

praxa*dnpmiobieﬁslwa. Jesli tak, to znalezé prawdopodobieristwo tego, Ze zmienna
losowa przyjmie wa rtoéé: a) mniejsza od 4, b) wieksza od 2, ¢) mniejszq niz 5 1 wiek-
sza Niz 2.
3.19. Prawdopodobienstwo tego, ze student jest przygotowany do éwiczen,
wynosi ?‘- Prowadzacy zajecia wywoluje 4 studentéw. Znalezé P(X = 3), gdzie X jest
: 3
zmienna losowa charakteryzujacq liczbe os6b nieprzygotowanych do cwiczen.
3.20. Niech X bedzie zmienna losowq skokowa o rozkladzie spelniajgcym wa-

runki: P(X =2) = l; P(X =3)=0,5 P(X =4)= % ZnaleZ¢ dystrybuante zmiennej lo-
3

sowej X. :
3.21. Niech X oznacza zmienna losowaq okreslajaca !icz’bg oc'zek w riucxe kostka
do gry. Znalez¢ rozklad prawdopodobienstwa zmiennej losowej Y =X —7X +10.
3,22, Wyznaczy¢ dystrybuante zmiennej losowej o rozkladzie prawdopodo-

biefistwa danym funkcja: P(X =x) =%' dla x & {1,2,--.5}

3.23. Niech F(x) bedzie dystrybuanta zadana wzorenu
0 dla x <1

Sl s
3

F(x)= % dla 4<x<6
a dla 6<x<10
(§]

|1 dla x>10

Obliczyc: a) P(2.5x <6) b) X =4} O BE=X <=b o 5 e

3.24. Prawdopodobienstwo wylosowania zlej puszki Z P

et sanna losowa ok-
kupujemy 5 puszek pochodzzlcych z tej partil. Niech X oznacza 2mie a
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redlajaca liczbe zlych puszek. Znalezé rozklad prawdopodobienstwa zmiennej |o.
Sl i 4

sowej X. ; i R

3.25. Zmienna losowa X przyjmuje trzy wartosci: x1 = 3, X2 = 2 0raz x3 odpo.-

lomel o v ~ . Yo e OE 1Y P i = ey :
wiednio z prawdopodobieristwami: p; 0,3 0,2. Wyznacz x3 i p, jesli E(X) = 5. Oblicz
wariancjg zmiennej losowej X. : 23 :

3.26. Zmienna losowa skokowa X przyjmuje trzy wartosci: 0,1i2. Wiadomo,
7e E(X) = 1 oraz E(X) = 1,5. Wyznacz rozklad prawdopodobienstwa zmiennej lo-
sowej X, _ e

3.27. Zmienna losowa X przyjmuje z jednakowym prawdopodobienstwem
wartoéei réwne trzem kolejnym wyrazom ciagu geomelrycznego o pierwszym wy-
razie 3 i ilorazie q. Oblicz g, jesli E(X) = 7.

3.28. Wyznacz rozklad prawdopodobienstwa zmiennej losowej X, majac jej
dystrybuantg o postaci:

0 dla xsl
0,2 dla 1<x=2
0,6 dla 2<x<5

1. dlas x>5

F(x)=

3,29, Zmienna losowa X ma nastepujacy rozklad prawdopodobienstwa:

] el 5 |
4 [ P I
| T A

Wyznacz dystrybuante tej zmiennej.

3.30. Zmienna losowa X ma rozklad dwumianowy z wartoscia oczekiwang 12
i wariancja 3. Znajdz n i p.

3.31. W partii skladajacej sig z 6 czesci 4 sq wadliwe. Wylosowano 3 czesci. Za-
pisz rozklad prawdopodobienstwa liczby wadliwych czeéci wsréd wylosowanych
oraz wykresl dystrybuante tej zmiennej losowe;j.

3.32. Liczba dni roboczych o normalnym zuzyciu wody w pewnej firmie pro-
d}lkcyinej jest zmienna losowa. Wiadomo, ze prawdopodobienistwo zaobserwowa-
nia nl_'irmalnega dziennego zuzycia wody wynosi 0,75. Oblicz warto§¢ oczekiwang
1 wariancje zuzycia wody w okresie tygodnia (n = 5 dni).

3.33. Oblicz prawdopodobieristwo tego, ze wérdd 100 elementow znajduja si¢
co najmniej 4 wadliwe, jesli wadliwos¢ elementow w tej partii wynosi 2%.

3.3-4. Po m}e:&cie jezdzi 10 000 samochodow. Prawdopodobienstwo wezwania
pl’.‘lg{)tﬂ\-‘\?l‘ﬂ EL’C]‘II‘IICZI’IE‘SG w Ciﬂgll dbby przez samochod W}'I‘lﬂﬁi (0,0001. Oblicz pl’aw-
dﬂpﬂdﬂblenflwn tego, ze w ciagu losowo wybranej doby pogotowie bedzie wzy-
wane: a) najwyzej 1 raz, b) co najmniej 1 raz.

3.35, Zmienna losowa X ma rozklad dwumianowy o parametrach: E(X) = 48
oraz D7(X) = 2,88. Oblicz: a) P(X = 0), b) P(X >0, c) P(X <4).

r 3.36. Zz]'.ienna losowa X ma rozklad Poissona o wartosci oczekiwanej E(X) = 3.
Oblicz: a) P(X = 0), b) P(X 21), ¢) Fd), d) P(0 <X <3).

' 3.37. I_’om_:,:lk_a przy P{oxfadZEniu rachunkéw klientéw w pewnym banku nié
F"DWII"I.TIE P‘D]a'l'l-'lc s1e CZgscie) NiZ raz na t}v’ﬂqc Jakig jest PTaWdeGdﬂbiEﬁSmﬂ tEgO:
ze w losowo wybranych 500 rachunkach wykryije sie co najwyzej 1 blad?
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3.38. Niech zmienna losowa ciggla X ma rozklad normalny N(4:2), a zmienna
e rozklad normalny N(3;1). Oblicz: a) E2X + 3Y); b) D*@2X - 3Y + 5);
o) DX - ar).

3,39, Jesli mankuei stanowia przecigtnie 1% ludnosci, to jakie jest praw-
dﬂpminbieﬁ:;lwo, ze wérod 200 wylosowanych 0sob znajdzie sie co najwyzej 2 man-
Lutow?

3.40. Zmienna losowa skokowa X ma nastepujacy rozklad prawdopodo-
bienstwa: { [ =13 i } ; L 0; :1 ] ;{ 1; l; ]} Wyznaczy¢ rozklad prawdopodobiefstwa zmien-
nej losowej Y = X, Obliczyé: a) DX(Y), b) P(IX| <1,5),

3.41. Prawdopodobienstwo wystepowania brakéw przy produkeji narzedzi
rolniczych wynosi 0,02. Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze w partii liczacej 200
narzedzi bedzie nie wiecej niz dwa narzedzia wybrakowane?

3.42. W rodzinie jest dziesigcioro dzieci. Przyjmujac, ze prawdopodobienstwo
urodzenia sie chlopca i dziewczynki jest takie samo, obliczy¢, Ze w rodzinie tej jest:
a) pieciu chlopcow, b) nie mniej niz trzech i nie wigcej niz oSmiu chlopcow.

3.43. W czasie transportu psuje si¢ 3% skrzynek owocow. Wylosowano
4 skrzynki. Niech X bedzie zmienng losowa okre§lajaca wylosowane skrzyn}d z ze-
psutymi owocami. Znalezé rozklad prawdopodobieristwa zmiennej losowej X.

3.44. Zmienna losowa X jest okreslona dystrybuanta o postaci:

0 dla ¥ =l
0,15 dla l<xs3
0,25 dla 3<xs5
0,50 dla 5<x<7
0,80 dla 7<x<10

1 dla x>10

Znalezé E(X) oraz DX(X). i

3.45, Zaklad ubezpieczeniowy ocenia, ze corocznie W wypa:.ik:ach dl‘ﬂgﬁ“’}'; ;
ginie 1% ubezpieczonych Kierowcow. Obliczy¢ prawd.opcu.do\:}ep_shvu tego, =
w ciagu roku zaklad bedzie musial wyplaci¢ odszkodowanie wigcej niz trzy razy, |
ubezpieczylo sie w tym zakladzie 100 kierowcow. -

3.46. W pewnym miescie wylosowano 400 rodzin i zbadano je pod wzgledem

liczby 0séb w rodzinie. Otrzymano nastepujace informacje:

F(x)=

28 12
[Iiczba rodzin 20 120 160 - 5 b
Liczba osdb w rodzinie 1 2 3

: ini ¢ rozklad
Niech X oznacza zmienna losowd: hﬂfba afiéh “; mdz:llan:éogobireﬁsmo
prawdopodobieristwa i dystrybuante tej zmiennej. Oblicz p

L i : 4 i iy 5 osob.
tego, ze wybrana losowo rodzina liczy nie mniej niz 5
- t kredyto-
3.47. Przypuszcza sig, ze 40% mieszkaficow kraju korzysta z kar

: ; konujacych za-
wych. Jakie jest prawdopodobieristwo tego, ze wéred 10 Klientow do Jacy’
kupéw pieciu z nich bedzie placilo karta kredytowa?
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3.48. Stwierdzono, ze 2 promile ksigzek dla gimnazjow ma uszkodzone
oprawy. Jaka jest wartoé¢ oczekiwana i odchylenie standardowe liczby ksigzek
uszkodzonych wéréd 500 wylosowanych? _ :

3.49. Znajdz taka wartosc stalej a, aby funkcja f(x) = ax’ dla 0 < x <1byla funk-
cja gestosci zmiennej losowej ciagle] X.

3.50. Funkcja gestosci prawdopodobienstwa zmiennej losowej ciaglej X jest
okreslona nastepujaco:

0,5 dla D<x<2

ﬂﬂh{ 0 dla pozostalych x

Znajdz dystrybuante tej zmiennej i oblicz P(X = 2).

3.51. Znalez¢ gestosc prawdopodobienstwa zmiennej losowej ciaglej X, jesli
ma ona rozklad normalny o parametrach: E(X) = 3; D(X) = 16.

3.52. Oblicz wariancje i odchylenie standardowe zmiennej losowej ciaglej X

o gestosci: f(x)= l.\'z dla 0<x<3i0dla pozostalych wartosai x.
= 9
3.53. Zmienna losowa ciagla X ma funkcje gestosci o postaci:
(-9’
I ] ;
f(x)= ﬁ;c 8 ; x e R Oblicz P(|X|>2).

3.54. Dla jakiej wartosci C funkeja:
0,75x(2-x) dla 0<x<C
ﬂﬂ{

0 dla pozostalych X

jest funkcja gestosci? Oblicz E(X) oraz D(X).
3.55. Funkcja gestosci zmiennej losowej ciaglej X jest okreslona wzorem:

0 dla =x<1
f(x)=40,5 dla 1<x<3.
] 0 da x>3

Zapisz dystrybuante tej zmiennej. Oblicz: a) P(X < 2); b) P(X > 2,5); c) F(1,5).

3.56. Zmienna losowa ciagla X ma rozklad normalny N(165;15). Wiadomo, ze
P(X = x) = 0,02018. Dla jakiej wartosci x prawdziwa jest ta rownosSc?

3.57. Wia.d(!mc, 7e wiek kobiet w chwili urodzenia dziecka ma rozklad
N(26,9;5,5). Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze dziecko urodzi kobieta w wieku
ponizej 30 lat.

3.58. Zaplanowane w firmie podwyzki wynagrodzer maja rozklad N(1 0%;5%)-
Ilu sposr6d 200 zatrudnionych pracownikéw otrzyma ponad 15% podwyzki?

3.59. Rozklad wynikow testu psychologicznego jest rozkladem N(80;10). Tlu
sposrad 500 studentéw uzyskalo co najmniej 100 punktéw?

3.60. Zmienna losowa ciagla X ma rozklad N(0,1). Oblicz: a) P

: /1). Oblicz: a) P(X >0), b) P(X >2),
¢) P(-1<X <0), d) P(X|<2), e) P(X|>1), f) P(-1 <X <3). LRl

3.61. Wskaznik rentownosci w przedsiebi J2

; ( gbiorstwach przemyslowych w woJe
wodztwie L ma rozklad IN(S,S% :1,5%). Oblicz prawdupodubief\s);wo tego, ze w l0-
sowo wybranym przedsigbiorstwie rentownosé nie jest wieksza niz 4%.

3.62. Sprawdzi¢, czy funkcja:

Probabilistyczne podstawy wnioskowania statystycznego
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Jﬂ dla x<0ix>6

f(I):l%r dla Uﬁl’i\f??

jest funkcja gestosci zmiennej losowej ciaglej X. Jesli tak, to obliczy¢ P(lxl“])
oraz podac analityczna postac dystrybuanty.

3.63. Znalez¢ wartos¢ oczekiwang zmiennej losowej ciaglej X, ktora jest okres-
Jona preez dystrybuante:
[ 0 dla x<0
F(x)=40,25x dla 0<x<4
l 1 dla =x>4

3.64. Zmienna losowa ciagla X ma rozklad N(4;9). Obliczyé: a) P(X >13),
b) P(IX -2|<14), 0 P(]X -3|>11).

3,65. Staz pracy pracownikéw ma rozklad N(11,4;5,2). Jaki odsetek pracow-
nikéw ma staz od 5 do 8 lat?

3.66. Zmienna losowa ciagla X ma rozklad N(2;4). Wyznaczy¢ wartosc a tak, by
P(],\’ -2|< 4a) =0,8.

: : {20
3.67. Zmienna losowa ciagla X ma gestosc: f{x):Tz_;c 2 Obliczy¢ P(X <3).

3,68, Zmienna losowa ciagla X podlega rozkladowi zgodnemu z funkcjg
gestosci:
0 dla x<0
f(x)=4Cx dla 0<x<4.
0 dla x=>4
Wyznaczy¢ stala C, poda¢ dystrybuante zmiennej losowej X oraz obliczyc
P(1<X <2).
3.69. Zmienna losowa ciagla X jest okreslona za pomocq dystrybuanty:
— —3 "
E(x)= 1-8x~ dla x :zz.
0 dla x<2
Wyznacz E(X) i D(X).
270, Nioch % ma rozklad N(0;1). Obliczyé: a) P(0<X <2),b) P(X>2)0)
P(X <-0,5), d) P(X|<1). _
3.71. Obliczyé P(]X|>2) dla zmiennej losowe] ciaglej X o gestosci:
1 =)}
= ' 8 _
f(x) St | .
3.72. Wyznaczy¢ stalq C tak, aby funkcja f(x) byla funkcja gestosci praw=
dopodobieristwa zmiennej losowej ciaglej X:
; £x<3
F)= Cx dla D=x :
0 dla pozostalych x

Podaé dystrybuante rozpatrywanej zmiennej.
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3,73, Zmienna losowa ciagla X przyjmuje wartosci z }1l'z['1d7.ia'tu (0.1). Funkcja
—x* Obliczy¢ E(X).

tym przedziale wynosi: f(x) = g

gestosc prawdopodobienstwa w

3,74, Znalezé E(X) oraz DZ{X} zmiennej losowej ciaglej X, jesli jej dystrybuanty
dana jest wzorem:
[ 0 dla x=0
3

F(x)= dla D<xs<L
1 1 dla «x>1
3.75. Dla jakiej wartosci C funkcja:
Cx* dla 0<x<3
f(x)= ‘ ,
0 dla pozostalych X

jest gestoscia prawdopodobieristwa? Oblicz P(1<X <4).

3,76, Znalezé gestosc prawdopodobienstwa zn:iennej losowej ciaglej X, ktora
ma rozklad normalny o parametrach: E(X) = 3,6; DA(X) = 16.

3.77. Zmienna losowa X ma rozklad N(10; 2). Oblicz P(15 <X <25).

3.78. Zmienna losowa X ma rozklad N(1,2). Oblicz P(|X|>3).

3.79. Rozklad odleglosci sobotnio-niedzielnych 1\'_}'jazd{lw turystow jest nor-
malny z wartoscia oczekiwana 20 km i wariancja 16 (km)". Jaki odsetek turystow wy-
jezdza na odleglosc przekraczajaca 30 km?

3.80. Zmienna losowa ciagla X moze przybiera¢ wartosci z przedzialu (04),
a jej funkcja gestosci w tym przedziale dana jest wzorem: f(x) = ax. Wyznaczyc¢ war-
tos¢ parametru a oraz obliczy¢ prawdopodobieristwo tego, ze X < 2.

3.81. Obliczyc:

a) P(0 <X <6)jesli X jest zmienna losowa o rozkladzie N(4,2),

b) P(|X|<3) jesli X jest zmienna losowq o rozkladzie N(1,2).

3.82. Waga produkowanych wyrobéw jest zmienna losowa X o rozkladzie
N(100 kg, 5 kg). lle - przecigtnie — wyrobow sposrad tysiaca wazy mniej niz 90 kg?

3.83. Zmienna losowa X ma rozklad N(5, 3). Obliczy¢: a) P(X > 6,5), b) s jeshi
P(X >s)=0,08.

3.84. Zmienna losowa X ma rozklad normalny N(0, 1). Obliczy¢: a) P(X > 2)
b) P(IX|> 2).

3.85. Mf"zrost studentow pewnej uczelni ma rozklad N(176, 10). Ilu sposrod
2000 studentow ma wzrost nizszy od 178 cm?

3.86. Zmienna losowa X ma rozklad N(0,1). Znalez¢ wartoéé z, jesli: a) P(X < z) = 0,95
b) P(X| <) =0,95. (jesli:a) P(X <2)

. %.87. llos¢ gazu w l:fu_lli jest zmiennq losowq o rozkladzie normalnym ze sred-
nig 12 jednostek objgtosci i odchyleniem standardowym 2 jednostek. Znalez¢ taka
ilosé gazu x, aby 14,92% butli zawieralo wiecej niz x gazu.

3.88. Zmienna losowa ciagla X ma rozkl : S tals ab
P(102 < X <x)=0,05, ag rozklad N(97;10). Znalez¢ takie x, aby

3.89. Niech X bedzie zmienng losowq o rozkladzie normalnym N(600; 100).

Znajdz takie dwie wartoci x; i xa, ab RS S i £
P(X <x;)=0,05. 1 x2 aby zachodzily réwnokci: P(X >x,) =001 or2
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3.90. Stwierdzono, ze wartos¢ kaloryczna porcji napoju di
odsetek tego napoju sposrad 100 000 porcji ma wigcej niz 6 kalorii? / 1 Jal

3.91. W pewnej kasie SKOK stwierdzono, ze wysokosc udzielonych w ci
pstatniego miesiaca poiyczek- ma rozklad normalny ze srednig 280 zl i W);ﬁancia‘i%}:
{zl}a_ Jaki odsetek klientow tej kasy zacigga pozyczki przekraczajace 300 zl, a jaki pro-
cent pozyczki nieprzekraczajace 260 zi?

3.92. Producent golarek elelftrj..rcznych marki X gwarantuje, ze ich czas uzy-
tkowania ma rozklad N(5 lat, 10 miesigcy). Jaki odsetek produkowanych golarek be-
dzie uiytkawnnych po okresie gwarancji wynoszacym 3 lata?

3.93. Stwierdzono, ze iloraz inteligencji (IQ) ma rozklad normalny o wartosci
oczekiwanej 100 i wa riancji 225. Wyznaczy¢ wartosc 1Q, ktdrej nie przekracza 70%
badanej |_'m!_1l.l'|acji.

3.94. Zgodnie z planem, czas lotu z Warszawy do Frankfurtu ma rozklad
N(90; 2). Oblicz diu goS¢ trwania lotu, ktéra nie jest przekraczana w 85% przelotow
na tej trasie.

3.95. Waga pewnej grupy 0s6b opisana jest rozkladem normalnym o wartosci
éredniej 75 kg i wariancji 16 (kg)®. Jaki odsetek os6b wazy wigcej niz 83 kg?

3.96. Ciezar jajek dostarczonych do skupu ma rozklad normalny ze Sredniq
2 dag i wariancja 0,01 (dag_}z. Jajko kwalifikuje sig do I gatunku, jezeli jego waga wy-
nosi co najmniej 2,096 dag. Jaki procent jajek dostarczanych do skupu mozna uznac
za jajka I gatunku?

3.97. Sredni czas zarzenia sie lisci tytoniu wynosi 17 sekund. Liscie tlace sie
krécej niz 12 sekund sa dyskwalifikowane. Jaki jest procent lisci przydatnych do pro-
dukcji, jesli wariancja analizowanej cechy wynosi 6,25 (sek)?

3.98. Aby zdaé egzamin ze statystyki, nalezy poprawnie rozwiazac co najmniej
70% zadan testowych. Przyjmuje sig, ze wyniki testu zdajacych w I terminie maja
rozklad N(76%; 8%). Jaki odsetek studentéw zda egzamin w I terminie?

3.99, Stwierdzono, ze czas spéZnien studentow na zajecia jest zgodny z roz-
kladem normalnym. Wiadomo, Ze co piate spéZnienie bylo krétsze od 2 minut, a wa-
riancja spoznien jest rowna 0,25. Ustali¢ éredni czas spoZnien.

3.100. Rozklad czasu dojazdu do pracy pewnej grupy 1:;1-;10:}-.-«:1il-::‘.‘w\:r jest nor-
malny z odchyleniem standardowym réwnym 15 minut. Jaki j_est__ﬁ'l'edm‘ czas do-
jazdu, jesli 75,8% ogdlu pracownikow dojezdza do pracy krécej niz 40 minut?



Rozdzial 1V

ESTYMACJA PODSTAWOWYCH PARAMETROW
POPULAC)I

4.1. Estymatory i ich pozadane wlasnosci

Estymacja — to szacowanie (ocenianie) nieznanych wartosci paramet-
6w rozkladu cechy statystycznej w populacji generalnej (estymacja para-
metryczna) lub postaci rozkladu badanych cech (estymacja nieparametry-
czna). Ponizej skoncentrujemy uwage na estymacji parametrycznej.

W ramach estymacji parametrycznej wyroznia sie estymacje punk-
towa oraz estymacje przedzialowa. W estymacji punktowej za oceng war-
toéci parametru przyjmuje si¢ jedna konkretna wartoé¢, otrzymang na pod-
stawie wynikéw proby losowej. W przypadku estymacji przedzialowej
wyznacza si¢ — w odpowiedni sposob — okreslony przedzial liczbowy, w kto-
rym z zadanym z gory prawdopodobienstwem zawiera sig wartosc szacowa-
nego parametru. Podstawowym narzedziem estymacji jest estymator.

Estymatorem parametru Q rozkladu zmiennej losowej X nazywamy
takq statystyke:

7, =R G ) (8
ktérej rozklad prawdopodobienstwa zalezy od szacowanego para_meiru-

Estymator jest zmienna losowq. Oznaczamy 50 wiec duza literq.

W Zzastosowaniach praktycznych interesuje nas konkretna wartosc
liCZl‘loWa:

(42)
b}' (.\'1; X2s orur xﬂ]'
nazywamy

zZ, =_f(.1'1,1'1,...,-1',,}r )
jakq przyjmuje estymator Z, parametru Q dla realizacji prot
[.g kﬂﬂkfe““] wartoéé z,, bgdch ]'Eﬁ]i?lﬂ‘:iq zm]llenll‘f::ﬁi losowe| A
ocena parametru (. Ocene te oznaczamy mala ftera. = ’
Do szac:owm?ia parametru Q wykorzystuje sie “’}’f“k‘ proby 1010':;];
Istnieje zatem mozliwoéé popelnienia bledu. Réznice miedzy EStyana;iare
a wartoscig parametru (tzn. Zx = Q) nazywamy blgdem szacunku. £a
tego bledu przyjmuije si¢ zazwyczaj wyrazenie:
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_______,,__—.-—-—“—-_"—_ T
A=EZ,-Q)"- (4.3)

W przypadku gdy E(Zy) = Q, wyrazenie {4";} jest wariancjq D%(Z,)
estymatora Zy. Pierwiastek kwadratowy z wariancji jest natomiast odchyle-
niem standardowym D(Z), kiore nosi nazwe standardowego bledu sza.
cunku parametru Q. lloraz standardowego bledu szacunku do estymatora
Zy jest nazywany wspalczynnikiem zmiennosci:

1_;(2 )= _n(:é‘i_
" Z” - [4.‘;}

Wspalezynnik zmiennoéci najczeéciej wyraza si¢ w procentach i okre-
éla mianem wzglednego bledu szacunku parametru Q.

Do szacowania parametrow populacji nalezy wykorzystywac najlep-
sze estymatory sposrod wielu dostepnych statystyk z proby. Przykladowo,
do estymacji sredniej w populacji m mozna uzyc sredniej arytmetycznej
z proby, mediany z proby, sredniej z pierwszej i ostatniej obserwacji w prébie
itp. Powstaje zatem problem wyboru .dobrego” estymatora, tj. takiego, ktéry
zapewnia otrzymywanie wynikow zblizonych do rzeczywistosci. Przy wy-
borze nalezy kierowac si¢ kryteriami okreslajacymi pozadane wlasnosci es-
tymatora. Sa nimi: nieobciazonosé, zgodnosc, efektywnosc i dostatecznosc
(wystarczalnosc).

Estymator Z, parametru Q jest nieobciazony, jesli jego wartosc oczeki-
wana jest réwna szacowanemu parametrowi, tj.:

EZ,)=Q. (4.5)

Wilasnos¢ nieobeigzonosci oznacza, ze wartosci estymatora (oceny pa-

rametru Q) uzyskiwane w powtarzanych prébach maja srednia réwna

warlosci szacowanego parametru. Tak wiec jesli estymator jest nieobcigzony,

to uzyskiwane przy jego zastosowaniu oceny parametru nie sa obcigzone
bledem systematycznym.

s Estymator niespelniajacy relacji (4.5) nazywamy estymatorem ob-
ciazonym, a roZnice:

b,=KZ)-Q (4.6)

nazywamy obciaZzeniem estymatora.
: E.stymata‘r ::)bcieiiony, dla ktérego obciagzenie b, maleje wraz ze wzro-
::l];arp _hczebnosc: proby, nazywamy estymatorem asymptotycznie nie-
obcigzonym. Dla estymatora asymptotycznie nieobcigzonego zachodzi wigc:
limb, =0. (4.7)

n—wn

Estymator Z, parametru Q naz jesli -
ywamy zgodnym, jeéli dla dowolnie
malego &> 0 spelniona jest relacja: Glia s

L{r:; P{|Z, - Ql< g} =1. (4.8)

o Warune‘k (4._8] Oznacza, ze wraz ze wzrostem liczebnosci proby uzys-
uje sie coraz wigksze prawdopodobiefistwo tego, ze estymator bedzie
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przyi"‘““’a'ﬁ \.\J{.{rmr_';::i 11i_e?fn§cznie r-::}‘in.iiice siv.g (tzn. o mniej niz&) od wartogci
Jrametru Jedli praba jest dostatecznie duza, to ryzyko popelnienia bledu
o ctosowaniu estymatora zgodnego jest niewielkie.
7 Pomiedzy wlasnosciami nieobcigzonosci i zgodnosci estymatora za-
chodza l‘LﬂHtQPUjE!"TE H.{Ill-_‘_fﬂl\(),‘:ici:

a) jesli estymator Zy parametru Q jest nieobcigzony (lub asymptotycz-
nie nieobciazony), a jego wariancja zmierza - w miare wzrostu liczebnoéci
proby - do zera, to Z, jest estymatorem zgodnym,

b) jesli estymator Z, parametru Q jest zgodny, to jest asymptotycznie
pieobciazony.

Zalozmy, ze dysponujemy dwoma nieobcigzonymi estymatorami pa-
cametru Q. Ktory z nich wybrac? Intuicyjnie mozna stwierdzic, ze nalezy wy-
brac ten z nich, ktorego wartosci — przy tej samej liczebnosci prob - wykazuja
silniejsza koncentracje wokol wartoéci szacowanego parametru. Krotko mo-
wiac, lepszy jest ten estymator, ktéry ma mniejszq wariancje. Problem ten
wiaze si¢ z kolejna wlasnoécia dobrego estymatora — efektywno$cia.

Jedli {Zl i i Z,f} jest zbiorem wszystkich nieobcigzonych estyma-

toréw parametru @, to ten sposéréd nich jest najefektywniejszy, ktorego wa-
riancja jest najmniejsza. Tego rodzaju estymator dostarcza ocen, ktore -
przecigtnie biorac — sa najblizsze wartosci parametru Q. Tak wigc estymato-

rem najefektywniejszym nazywamy estymator o najmniejszej wariancji.
Efektywnoscia estymatora Z! parametru Q nazywamy wyrazenie:

D*(Z,
E(Z,';) = —,_—(—ﬂ.l (4.9)
D*(Z,)
gdzie Z, oznacza estymator najefektywniejszy. Sl
Efektywnosé najefektywniejszego estymatora jest rowna jednosci,
w pozostalych przypadkach 0 < e < 1. Jesli zachodzi rownosc:
lim L’(Z:;) =1, (4.10)

to estymator jest asymptotycznie najefektywniejszy. o

Ostatnia sposrod pozadanych wlasnosci estymatora jest gojsta{teczrfnsc
(wystarczalnosc). Estymator Z, parametru Q jest dostateczny, ]?zeh zawy::_ra
wszystkie informacje, jakie na temat parametru Q wystepwja W pro il:_:-
Przykladowo, sposréd dwéch nieobciazonych estymatoréw wartosci oczexl-

wanej E(X) = m, ktorymi sa érednia arytmetyczna Z proby;

X = M X nie jest dostatecznym estymatoremt gdyz przy jego WY

2
Znaczaniu wzieto pod uwage jedynie dwie warto

X =.1_2X[- oraz
N a1

éci z proby (Xumin OTaZ Xomax)-
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—

Do uzyskiwania estymatorow charakteryzujacych sig I-"'f“i"]dﬂhymi
wlasnosciami sluzy metoda najwigkszej wiarygodnosci (MNW)",

4.2. Estymacja punktowa i przedzialowa

W estymacji |.1l.1nklnwuj za warlosc¢ }?'-1_ri\l‘l"t‘|“' Q I""i’-,‘\_"i"“?it‘ ng obliczo-
na na podstawie konkretnej n-elementowe) pl:nh,v !usrllwt:l warlosc tego pa-
rametru (Q = z,), Wynik estymacji punktowej zapisuje sig zwykle wraz ze
érednim bledem szacunku parametru Q, tzn. D(Zn):

Q=z, +D(Z,). (4.11)

Prawdopodobienstwo tego, ze estymator przyjmie warlosc rowng
warlodci szacowanego parametru, jest rowne zeru. Oznacza to, ze punktowe
oceny parametrow uzyskiwane z prob losowych z reguly roznia si¢ od war-
tosci tych parametrow w populacji gvnerullwi._ Ponadto przy estymacji
punktowej nie jestesmy w stanie ustali¢ stopnia ufnosci co do prawdziwosci
uzyskanych wynikow. Z tych tez wzgleddw najczgscie) korzysta sig z esty-
macji przedzialowej. Za tworce tego sposobu szacowania parametrow uznaje
sie statystyka polskiego pochodzenia Jerzego Splawe-Neymana (1894-1981).

Estymacja przedzialowa polega na tym, ze na podstawie proby wy-
znacza sie losowy przedzial, ktory z okreslonym z gory — bliskim jednosci -
prawdopodobienstwem pokrywa nieznang wartos¢ szacowanego parame-
tru. Przedzial taki nosi nazwe przedzialu ufnosci Neymana, a prawdo-
podobienstwo, z jakim pokrywa on szacowany parametr, okresla si¢ mianem
wspolczynnika ufnosci i oznacza symbolem 1 - . Wyznaczenie przedzialu
ufnosci jest mozliwe, gdy znany jest rozklad statystyki uzywanej do esty-
]TlﬂC}l.

Ogoélna postac przedzialu ufnosci jest nastepujaca:

Plgi(Z,)< Q< g,(Z,)}=1-a, (4.12)
gdzie g((Z ) oraz ¢,(Z,) sa odpowiednio dolng i gérna granica przedzialu
ufnosci.

W ujeciu J. Splawy-Neymana, parametr ( jest wielkosciq stal (nielo-
sowq). Zmiennymi losowymi sq natomiast zalezne od Q granice przedzialu
ufnosci. Stad tez interpretacja wyniku estymacji przedzialowej powinna
wskazywac na zmiennosé jego granic, a nie parametru Q. Konstruowana dla
dowplnego parametru Q interpretacja przedzialu ufnosci Neymana jest nas-
tr;[:lu;.z!ca: przy \V.IElel'Otn}'m pOL‘\iE[‘ﬂniu Pr(}b H'EI@'I'I'IEI“DWYCh i wyzna-
czaniu na ich podstawie wartosci funkeji gi(Z,) i g2(Z,) w Srednio
(1-a)-100% przypadkéw, otrzymamy przedzialy pokrywajace nieznana

wartosc¢ parametru Q, a w a -100% przypadkéw otrzymamy przedzialy nie-
pokrywajace parametru Q.

1 ; ; . i
Metoda ta jest oméwiona m.in. w pracy . Grenia, Statystyka matematyczna. Podrgcznik
programowany, PWN, Warszawa 1987, s, 258-271,
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w praktyce dyspo nuie'n?y lyplkn iedn;_l pr{']bq.i na jej. podstawie wyzna-
_amy jeden przedzial ufrfc_na-:h ktorego konce sq liczbami. W tej sytuacii nie
gnn\} Ly pewni, czy wartoS¢ szacowanego parametru ) nalezy do otrzymane-
estcﬁ!‘ ) |:ria|1" Jed nakze ,ufamy”, ze tak jest, jesli wspolezynnik ufnosci 1 -
10 F'rf;.e‘ dostatecznie wysoki. Dlatego tez w praktycznych zastosowaniach za
1(;:'.9?; (:} niki ufnosci przyjmuije si¢ prawdopodobienstwa: 0,90; 0,95; 0,99.
WepS tﬂ‘giniﬂ? miedzy gorna i dolng granica przedzialu ufnosci nazywamy
i przedzialu ufnosci. Polowa dlugosci przedzialu ufnogci nosi na-
Lﬂl.l?(];bl—zi' seledne) precyzji oszacowania. Im krolszy jest przedzial ufnosci,
e EEL, syjniejsza jest estymacja przedzialowa. Przyjmowanie zbyt wyso-
tym hi bﬁqdkiﬂk’” jednosci - wspolezynnika ufnosci powoduje wzrost dlugos-
klueg(!‘ Edzih;ﬂu 1:ufm'}:éci, czyli pogarsza precyzjg Oszacowania. Stad tez nie
e bez potrzeby, przyjmowac 1 —a na bardzo)RyRoRitt RO A e

nalezy,

4.2.1. Estymacja $redniej w populaciji

Najczesciej stosowanym estymatorem redniej w populacjiiestéredni.a
arytmetyczna z proby X. Estymator ten jest zmienng losowa o rozkladzie
; (0]

S iq m i i ——. Sluzy on zardw-
normalnym ze srednig m 1 odchyleniem standardowym T Sluzy
no do punktowego, jaki przedzialowego szacowa nia sredniej w.Pl}pl..J.iaC]l. ]

Zal6zmy, ze w miescie L wylosowano 200 ofert spr_zedazy rmeszkan:
Rozklad ceny 1 m?* powierzchni mieszkania ksztaltowal si¢ w wylosowane|
probie nastgpujaco:

[Conalmi (wys.2) | L0-15 [ 1520 | 2025 253-:,0 % 3,0;;5{
Licz:b.a?ert y 36 441 ‘ b4

Na podstawie wynikéw proby losowej mamy oszacowa - ‘Eg:ii?u\tg
i przedzialowo — érednia cene 1 m? powierzehm_ l'I'llFSZkﬂﬂlﬂ we Wszy.
ofertach sprzedazy mieszkan zgloszonych w r‘:'ueéme L. bl

Estymacja punktowa Sredniej w populacji polega l;(ax zy; e
arytmetycznej z préby ze Srednim bledem szacunku

‘ jest okreslon
rametru m w populacji. Sredni blad szacunku parametru n jest © Y

nastepujaco:
— (a]
N
ozklad normalny ze

Wynika to z faktu, ze jeski cecha X maw P?Pma:pnilacji tej pobieramy
Srednig m i odchyleniem standardowym © 1 Z E_nl; S7ia /3 préby ¥ oia
n-elementowa probe losowq prost to érednia arytmety’

: : i tandardowym
rozklad normalny ze $redniq EE}{“):m i odchyleniem 8

5 o
— g = ,,N(u_,-——).
D(X) = 5—;- Zapisujemy to W nastepujacy sposob T

(4.13)
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= w:,*nikr’:-v-' prﬁh}* obliczamy gredniq arytmetyczng i odchylenie stap.
dardowe:

=1 )A:_{-,- no= 221 _ 5105 tys. I,
XERET T 00

5= ’.', > xi-%] n, = [EL"H—]E = 0,61 tys. zI.
\nig Y200
Ze wzgledu na duza probe przyjmujemy, Ze nieznane odchylenie stan-
dardowe w populacji jest rowne - w przyblizeniu — odchyleniu standardo-
wemu obliczonemu z préby (o =s). Stad tez:

o 0,61
X)) =—== =0,043 tys. zl
D( ) 7200 :

Punktowa ocena éredniej m w populacji jest zatem rowna:

Mm%+ —— = 2,105+0,043 [tys. zI].
Vn
Srednia cena 1 m? powierzchni mieszkania we wszystkich zgloszonych
ofertach wynosi 2,105 tys. zl, ze Srednim bledem szacunku £0,043 tys. zl.
W celu okreslenia przedzialu ufnosci dla sredniej standaryzujemy
zmienng losowa X, otrzymujac:

X—-m X-m
=

g o

Vi

Zmienna Z ma standaryzowany rozklad normalny N(0,1).
Dla danej liczebnosci proby n i przyjetego wspolczynnika ufnoscil —a
przedzial ufnosci dla sredniej m w populacji ma postac:

n (4.14)

P(-z,<Z<z,)=1-a (4.15)
lub
P[—zﬂ‘:’\' —2 n<z, ]:'l—a. (4.16)
U 4
Rozwigzujac nieréwnosc (4.16) wzgledem m, mamy:
E—ZUE—-{FH‘-’.E-i-Z L l=1-a. (4.17)
Jn “Jn

Symbol z, jest wartoscia zmiennej losowej Z odczytang z tablicy dys-
trybuanty standaryzowanego rozkladu normalnego wedlug zasady:

F(z, )=1- %, (4.18)

: D.yspﬁni.qut konkretng proba losowa o liczebnosci n = 200 ofert sprze-
dazy mieszkan, przedzial ufnosci dla sredniej w populacji (przy wspolezyn-
niku ufnosci 0,95 oraz przyjeciu zalozenia, ze (o = s), zbudujemy nastgpujaco:

Esl_w,f_n_m:‘.ja podstawowych parametréw populacii

L 10
LA 5
2,105 = 1,96 n-’El—-ﬁ m< 2,105 +1,96-g!ﬂ.
J200 J200

2,02< m< 2,19,

Tak wigc p rzedzial liczbowy o kn!'u:ach 2,02 tys. zl oraz 2,19 tys. zl jest
jednym Z tych mozliwych d.n otrzymania }?r‘z:zdzia!éw, ktory z prawdopodo-
bicﬁﬁt“"“m Urtjﬁ i_—.okrywa t‘lllt_‘?.naf'lﬂh walrtosc SI’Edmei ceny 1 [-n2 P'DWiEI'ZCht'Ii
mieszkania w po pulacji. Nie mozemy ]edn.ak z calg pewnoscia twierdzi¢, ze
wartosc m nalezy do otrzymanego przedzialu ufnosci Neymana.

W przy padku, gdy cecha X w pupulaclji ma rozklad normalny N(m,o)
s Znanym odchyleniem StﬂI‘Idﬂl'dUW}’l'.[}, mez.aleinie od liczebnosci proby
przcdziﬂ* ufnoéci dla sredniej w populacji budujemy zgodnie z relacj (4.17).

W pewnej spolce postanowiono zbadac sredni czas dojazdu pracow-
qikow do pracy. W tym celu wylosowano 16 pracownikéw i otrzymano
nastepujace wyniki (w minutach): 12; 17; 8; 14; ?.5; 2,0 9; 1?; 17:13; 11: 5; 7: 10;
14: 19. Z poprzednio przeprowadzonych badan wynika, Ze rozklad czasu do-
jazdu do pracy jest normalny z odchyleniem standard.owymc =6minut, Na-
szym zadaniem jest wyznaczenie przedzialu ufnosci (przy ,ITU' =0,96) dla
nieznanego $redniego czasu dojazdu w populacji pracownikow.

Ze wzgledu na fakt, Ze populacja generalna ma rozklad {"JI;HI, 6), do ’!:m-
dowy przedzialu ufnosci wykorzystamy wz6r (4.17). Podstawiajac dane licz-
bowe do tego wzoru otrzymujemy:

6 6
13,5-2,05—< m<13,5+ 2,05 —==
V16 J16

10,425< m< 16,575. .

Otrzymany przedzial ufnosci o koncach 10,425 l:l'liI'l oraz_:llﬁf?skirdu:;
jest jednym z tych wszystkich mozliwych do otrzymania Przedm W, i
z prawdopodobienistwem 0,96 pokrywaja éredni czas dojazdu w popuiac]
pracownikow. : y

Jesli cecha X ma w populacji generalnej mz‘k]ad N(m, o), g't'rll:::a:&_
rowno $rednia m, jak i odchylenie standarc_iowe nie 53 znane, Eg'i by
przy malej prébie (n < 30) — do wnioskowania 0 $redniej m popuiac
rzystuje sig statystyke o postaci:

S LN e (4.19)
5
gdzie:
—~ (4.20)
n-1o

0znacza odchylenie standardowe z proby.
Rozklad statystyki T, okreslonej wzo
metru g, Rozklad ten nosi nazwe rozkladu t-Studenta 0 1=

. nie zalezy od para-
e 1 stopniach swo-
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body. Jedynym pa rametrem tego rozkladu jest liczba stopni swobody: réwna
liczbie nieza.le;l:nyn:h <kladnikéw tworzacych te statystyke. Z uwagi na réw-

nosc: i:()ﬁ —‘_\—) — (), liczba stopni swobody wynosi n — 1.
f=l

W celu ustalenia przedzialu ufnosci dla !.iri‘:.df'uie1 w }ﬁi‘}’}llﬂcji przy za-
danym wspéiczynniku ufnoécil —a za punkt wyjscia przyjmujemy relacje:

P(~!'u -1 <T< i'u'"_ |) =1-a. (4.21}

Podstawiajac do wzoru (4.21) w miejsce T wyrazenie (4.19) otrzymu-

jemy: %
P{'—ru.u—lc X ;m Vn-1< [u.rr- 1]:‘ 1-a. (4.2—2]
Rozwiazujac nierownosc (4.24) wzgledem nt mamy:
— - S
P{X—Iu & S_{ma:}\' + rul,,_I,:Ll—u. (4.23)
L -1 Jn-1)

Dla konkretnej proby losowej przedzial liczbowy, bedacy realizacja
(4.25), ma konce okreslone nastepujaco:

Sy S
B e e (4.24)
[ =T G'MJH—I}
Wartos¢ f, ,, odczytujemy z tablicy rozkladu t-Studenta przy
okre§lonej liczbie stopni swobody i poziomie istotnosci . Otrzymane na
podstawie rozkladu t-Studenta przedzialy ufnosci maja nie tylko losowe

qce, . P § :' . Mosi: — jest
konce, ale réwniez losowa dlugos¢, ktéra wynosi: 2f = (S jes
zmiennga losowa).

Jesli liczba stopni swobody rozkladu t-Studenta zmierza do nies-
konczonosci, to rozklad ten zmierza do standaryzowanego rozkladu nor-
malnego. W praktycznych zastosowaniach juz przy n > 30 wartos¢ f; ;4
zastepuje sie przez z,, . Stad tez probe o liczebnosci wigkszej od 30 nazywamy
proba duza.

W celu ustalenia nowych norm pracy konieczne bylo oszacowanie
sredniego czasu potrzebnego do wykonania pewnego detalu na okreslonym
typie obrabiarki. W tym celu z populacji wszystkich robotnikéw wylosowano
pr‘rébg prosta liczaca n = 17 roboinikéw i u kazdego z nich dokonano po-
miaru czasu wykonania detalu. Okazalo sig, ze sredni czas wykonania detalu
wynosil 15 minut, z odchyleniem standardowym réwnym 2 minuty. Naszym
zadaniem jest oszacowanie — przy wspblezynniku ufnosci 0,95 — $redniego
czasu potrzebnego do wykonania detalu w calej populacji robotnikéw; jesli
wiadomo, e rozklad czasu wykonania detalu jest N(m,c).

Z uwagi na to, ze odchylenie standardowe o w populacji nie jest zna-
ne, a proba jest mala, przedzial ufnosci dla $redniej m zbudujemy wyKorzy-
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ujac wzor (4.23). Z talﬁ!ic rozkladu‘ ’t—Studenta dla « =0,05 oraz n-1 -16
:tnp.ﬂi swobody, odczytujemy wartoscé fp.us;mf 2,12 Podstawiajac te wartogé
% charaklﬁ‘fr"*‘t)’ki obliczone na podstawie proby do wzoru (4.23) otrzymuje-

o 15— 2,122 15+ 2,122
5-212—<m<15+212—
J16 J16

13,94 < m< 16,06.

Na poziom ie ufnosci 0,95 mozemy zatem stwierdzic, ze sredni czas wy-
konania detalu przez wszystkich robotnikow jest nie mniejszy niz 13,94 mi-

nuty i nie wiekszy niz 16,06 minuty. .'

4.2.2. Estymacija wariancji i odchylenia standardowego populacji

Przy konstrukcji przedzialu ufnosci dla wariancji o* w populacji ko-

rzysta si¢ ze statystyki:
s? (n-1)S? X -XV > (% -X)’
5 HOT H-— i i =
A= U_{": Uz——=2[—-—] _;_z___' (4.25)

i=1 g (s

gdzie X;(i=1,...,m) jest ciagiem niezaleznych zmiennych Iosuv..rych ma-
jacych jednakowy rozklad N(m, o). Statystyka (4.25) ma rozklad chi-kwadrat
0 n-1stopniach swobody. Symbolami S* oraz 5* oznaczono estymatory pa-
rametru 62, przy czym:

s? %i(x,. A (4.26)
=1
TR Sl ) (4.27)
Jr—lg(x' )

. ol
§* jest estymatorem zgodnym, ale obcigzonym paramgtru o2, natomiast S
estymatorem zgodnym i nieobcigzonym parametru c-. : -
Pomigedzy estymatorami g% oraz S* zachodza nastepujace relacje:
§ 2 _ _:"_!__53 (4.25]
n-1
0oraz
G2 = n-lga
n

(4.29)

mn o ‘e rzni sie od
- tnie rozni si¢ ¢
Jak latwo zauwazyé, przy malych n iloraz — istotnie &

Jednosci. Przy 1 — o iloraz ten szybko zmierza dg EEdn?sFL Tk
dla n > 50 migdzy estymatorami S* oraz 5% nie ma S brano mala

Przedzial ufnosci dla 1,«\,r3311'iai1cii‘35:l w populacjii ko l?oc'd postac:
Probe losowa, ma — przy wspolezynniku ufnodcil —a —nastepyd
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2 S
; i“"""—i_ =1-a, (4.30)
x:‘ x]_u

N g K — =] -—qa. (4‘31]

Modele (4.30) oraz (4.31) stosowane s dla malych préb (n< 30) po-
chodzacych z populacji normalnych.
Warloécixi 1If_u odczytujemy z tablic rozkladu chi-kwadrat przy n-1

2 2 A . - s
stopniach swobody w taki sposob, aby przy ustalonym wspolczynniku
ufnosci 1 - spelnione byly rownosci:

”[x1>xi }=ug (432)
2 2 g R
”[x >Y; e ]—1 > (4.33)

Modele (4.30) oraz (4.31) pozwalaja zbudowac przedzial ufnosci dla
odchylenia standardowego o w populacji. W tym celu nalezy spierwiastko-
wac wszystkie czlony nieréwnosci podwajnej w relacjach (4.30) lub (4.31).

Zalézmy, ze w firmie dokonano kontroli wagi zawartosci 10 losowo
dobranych puszek rybnych, otrzymujac (w gramach): 295; 285; 280; 290; 305;
315; 295; 290; 305; 300. Wiadomo, ze waga zawartosci puszek jest zmienng lo-
sowa o rozkladzie normalnym o nieznanych parametrach. Naszym zada-

niem jest oszacowanie — przy wspélczynniku ufnosci 0,90 — wariancji wag
zawartosci puszek.

oraz

/ Warianc_ia jest tu szacowana na podstawie wynikéw 10-elementowej
proby losowtrey Stad tez przedzial ufnosci dla parametru * budowany jest
na podstawie rozkladu chi-kwadrat, okreglonego przez n — 1 stopni swobody
(wzor 4.31):

9:110 ., _9.110
<0 <

16,919 3,325
: 58,51< o * < 297,74.
Wariancje z préby §* obliczono nastepujaco:
A2 1 =
e — T == =
lhlé(x, T)? =5-990 =110

: Wartosci 16,919 oraz 3,325 zostaly odczytane z tablic rozkladu chi-kwa-
rat przy wspélczynniku ufnosci 0,90 oraz 9 stopniach swobody.
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Przedzial liczbowy o dolnej granicy 58,51 (g)? i gérnej granicy 297,74
() jest jednym Z mozliwych d? ntrzymar:lia na podstawie wynikéw powta-
ralnych 10-elementowych prob. Przedzialy te majg te wlasnos, iz w 90
PTZYPadk‘“h na 100 pokrywaja nieznang wariancje wagi zawartosci puszek
w calej p&'ﬂ'tii.

Pierwiastkujac czlony nieréwnosci: 58,51 (g)* < o< 297,74 (g)? otrzy-
mujemy: 7,658 <0 < 17,26 g. Intc:*rpretacia przedzialu ufnosci dla odchyle-
nia standardowego © jest analogiczna jak przedzialu ufnoéci dla warian-
cji ¢’

W przypadku dysponowania duza proba (n > 30) mozna od razu zbu-
dowac przedzial ufnosci dla odchylenia standardowego o. Korzystamy wo-
wezas z faktu, ze estymator S parametru ¢ ma asymptotyczny rozklad nor-

malny N{o’, A“F ] .Standaryzujac odchylenie standardowe z préby S mamy:

N 2n )
z=529 Scugy (4.34)
L
2n
Statystyka Z ma rozklad asymptotycznie normalny N(0,1). Stad tez:
V’(—zu<s_c V2n<z, )=1—a, (4.35)
a

gdzie z, jest wartoscig odczytana 2 tablicy dystrybuanty rozkladu normal-

; o
nego standaryzowanego w ten sposob, aby F(zﬂ:l—i.

Przeksztalcajac relacje (4.35) otrzymujemy:

ST S (4.36)
z Zy
a =
- J2n 2n

lub
3 : S )
—z ——<G<S5+Z; =
S~ fup SEE
Sposéb konstrukeji przedzialu ufnosci dla 3dchyienia standardowego
W przypadku duzej proby zilustrujemy przykla em. o
W banku X wylosowano w ostatnim tygodniu mﬂji:l br;iwikg;eracji.
bistych i zbadano je pod wzgledem liczby_r przeprm\fa z:to}:\iast e
Okazalo sig, ze érednia arytmetyczna wynosila 3 Operasier n e
lenie standardowe 1,2 operacji: Mamy oszacm.'.ra.é - pu.ll;l e e
dzialowo (przy wspélczynniku ufnosci 0,95) = zréznicowant
W populacji wszystkich kont osobistych:

=1-a. (437)
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Estymatorem odchylenia standardowego w populacji jest odchylenip
standardowe S z duzej proby. Rozklad odchylenia standardowego z proby s
zmierza — przy n—»w - do rozkladu normalnego o wartosci “C?-L’kiw;u-.g_-]'

) e : | .
o i odchvleniu standardowym - ==. Estymacja punktowa odchylenia stan.
: 2N
dardowego w populaciji (o) polega na przyjeciu odchylenia standardowegg
z proby ze Srednim bledem szacunku za wartos¢ o. Mamy wiec:
s
g=§I—

J2n

1,2 .

ag=12+—"—=1,2+0,069,

/300

Dokonujac przedzialowej estymacji odchylenia standardowego w po-
F“ll]:‘l&.‘ii l:il;‘hh - =095 to z, =1,96) knr:‘:}’ﬁlélﬂ'l_\.-' ze wzoru (4.37). Oh'zy-
mujemy:

2 2
1,2-1,96—"—<oc<1,2+1,96——
V300 V300

1,064< o< 1,336.

Oznacza to, ze przedzial liczbowy (1,064; 1,336) jest jednym ze wszyst-
kich mozliwych przedzialow, ktore z prawdopodobienstwem 0,95 pokrywa-
Ja nieznane zroznicowane liczby operacji w populacji wszystkich kont oso-
bistych w banku X.

4.2.3. Estymacja wskaznika struktury populacji

W badaniach statystycznych czesto spotykamy si¢ z cechami jakos-
ciowymi (niemierzalnymi). W takich badaniach interesuja nas zazwyczaj
dwa rodzaje jednostek zbiorowosci: frakcja (wskaznik struktury) jednostek
posiadajacych wyrézniong ceche jakosciowa oraz frakcje jednostek nie po-
siadajacych jej. Frakcje elementow posiadajacych wyrézniong ceche w po-
pulacji generalnej oznaczamy symbolem p, frakcje jednostek nieposiada-
jacych wyroznionej cechy — symbolem g = 1 - p. Powyzsze frakcje sq
wskaznikami struktury; spelniona jest zatem réwnosé: p + g = 1.

Najlepszym estymatorem wskaznika struktury w populacji jest wskaz-

: ot e BTN P o . s .
nik struktury z préby: p = = gdzie m jest liczbg jednostek w probie posiada-
jacych wyr6zniona ceche, a n jest liczebnoscia préby. Estymator ten ma -

przy duzej (n > 100) prébie - rozklad asymptotycznie normalny

N, [PO=1) | |
P __T . Odchylenie standardowe rozkladu estymatora nosi nazwg

sredniego bledu szacunku wskaznika struktury (frakcji).
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Estymﬂ‘-"i"‘ punktm-va polega .na przyjeciu statystyki z proby ze &red-
pledem szacunku tej statystyki za wartos¢ parametry P populacii:

nin Sy
p=ptD(p)=p+ JE(l & '”)'
n

W celu budowy przedzialu ufnosci dla wskaznika strukty
nalezy dokonac standaryzacji estymatora p:
(il

3 Jm_j) (4.39)
T

Statystyka Z ma asymptotyczny rozklad normalny zero-jedynkowy

N(O, 1). i
{ Przedzial ufnosci dla wskaznika struktury w populacji generalnej jest

okreslony wzorem:

(4.38)

Ty pw popu-

Jacji

pP-p
Pl ~Z, S —————a = (4.40)
P(L=p)
n

Po odpowiednich przeksztalceniach nieréwnosci podwajnej (4.40) otrzy-
mamy wzor na przedzial ufnosci dla parametru p z duzej proby (n = 30):

T 5
V{lﬁ-—zu1,M¢p<ﬁ+zﬂ‘u}=l—a, (4.41)
n n

gdzie: ;’a=E jest wskaznikiem struktury w probie (m — liczba elementéw
n

wyréznionych w probie, n — liczebnosé proby). '

Jak wynika ze wzoru (4.41), dokladno$¢ oszacowania parametru p
wzrasta, jesli n— oo, )

W lutym 2004 roku Osrodek Badania Opinii Publiczne] pmnf_grmuwal.
ze 75% ze 100 pytanych osGb z wyksztalceniem wyzszym POpIEra przy:
stapienie Polski do Unii Europejskiej. Nalezy oszacowac (P”“_kt"-""‘";'dl 2o
dzialowo przy wspélczynniku ufnosci 0,95) frakeje obywateli l’_olsmit\vu\'}'
tjsé'ilalceniem wyzszym popierajacych wstapienie naszego kraju w's ty

Populacje generalng tworza tu mieszKancy l:’o_]skl z wy!:sztaic;et:;l:l.
Wyzszym. W populacji tej zmienna losowq X jest opinia id temal ergmo
nia Polski do Unii Europejskiej. Przedmiot naszego zamteresowan:'rll
frakeja j = ™ obywateli popierajacych to wydarzenie. Statystyka p jest esty

n
Matorem parametru p w populacji.
Z wynikéw proby otrzymujemy:
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),75-0,25
m_ 75 _ 095 oraz D(P)= gty =(),043.
T e (P)={~"100

F.J =

QOcena punktowa parametru p jest zatem rowna:
p=0,75% 0,043.

Wykorzystujac wzor f‘lﬁ‘_l}___ﬂ“" my: 3.0
‘ 0,75-0,25 o 0,75:0,25
G { IR e 0,754:1,96,|—

Ut T V" 100
0,75 0,084< p< 0,75+ 0,084
0,666< p< 0,834
Przedzial liczbowy o dolnej granicy 66,6% i gornej granicy 83,4% jest
jednym z mozliwych do otrzymania na podstawie wynikow powtarzalnych
100-elementowych prab, ktore w 95 przypadkach na 100 pokrywaija procen-
towa frakcje obywateli naszego kraju z wyzszym wyksztalceniem pozytyw-
nie oceniajacych przystapienie Polski do Unii Europejskiej.

4.3. Zagadnienie minimalnej liczebnosci proby

Przy estymacji parametrow populacji dysponujemy wynikami jednej
proby losowej. Otrzymana ocena rozni si¢ — W mniejszym lub wigkszym
stopniu — od faktycznej wartosci parametru. Miary precyzji oszacowania,
tzn. wariancja lub odchylenie standardowe estymatora, s zalezne od liczeb-
nosci praby. Im préba jest liczniejsza, tym oszacowanie jest bardziej precy-
zyjne. Powstaje zatem problem wyznaczenia takiej liczebnosci proby, ktora
zapewni zadany stopien precyzji oszacowania.

Dokladnos¢ estymacji przedzialowej parametru Q mierzy si¢ dlugo-
§ciq przedzialu ufnosci wyznaczonego na podstawie wynikéw proby loso-
wej. Polowe dlugosci przedzialu ufnosci okresla si¢ mianem maksymalnego
(dopuszczalnego) bledu szacunku i oznacza symbolem d.

Jak wiadomo, przedzial ufnosci dla sredniej m w populacji o rozkladzie
N(m,c) ze znanym odchyleniem standardowym (por. wzér (4.17)) ma
postac:

Gk £ e o O (4.42)
'\m 3 n
a jego dlugos¢ wynosi: 2z, %. Wynika stad, ze dokladno§¢ estymacji prze-
n
dzialowej (jej miarq jest dlugo$¢ przedzialu ufnosci) zalezy od rozproszenia
CEI:!’I-)' X w populagji (), od wspélezynnika ufnosci 1 —a (okreslajacego Wa-
rtosc z, ) oraz od liczebnosci préby (n).
o wartu);ci < L szacun‘ku - ra') nie przekraczala — przy ustalony
» powinna by¢ spelniona relacja:
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ek
Vn (4.43)
przeksztalcajac relacje (4.43) otrzymujemy:
i3
Z,0
nz ] i
Zatem wielkosc:
_Za"
e (4.45)

jest minimalng liczebnoscig p_ff}b}’ z?pewniaich uzyskanie ustalonej z gory
dokladnosci estymacji przedzialowej sredniej w populacji. Wynik otrzymany
2o wzoru (4.45) zaokraglamy zawsze w gore.

Zalozmy, Zze naszym zadaniem jest ustalenie minimalnej liczebnosci
praby niezbednej do oszacowania sredniego wzrostu ogolu noworodkow,
jesli cecha ta ma rozklad normalny N(m, 1,5 cm). Przyjmujemy, ze 1 -a =
0,99, natomiast maksymalny blad szacunku nie powinien przekraczac 0,5 cm.

Do wyznaczenia minimalnej liczebnosci proby wykorzystamy wzor
(4.45). Z tablic dystrybuanty rozkladu normalnego N(0,1) odczytujemy war-
tosc z, = 2,58. Stad tez:

2,58% 1,5 14,9769
e DER 0,25

Wystepujaca we wzorze (4.45) wariancja o’ nie zawsze j_est znana.
Korzysta si¢ wowczas — W zaleznosci od sytuacji -z wartosci wariancjl
otrzymanej w innych badaniach lub tez szacuje si¢ ja na Eodfjta“.ue proh-y
wstepnej (pilotazowej). W tym przypadku najpierw losuje sie niewielka pro-
be o liczebnosci noi wyznacza z niej statystyke s 2 W kolejnym kroku okresla
si liczebnos¢ préby wlasciwej na podstawie wzoru:

B (4.46)
s
gdzie: f_ , , jest wartoscia odczytang z tablicy rozkladu t-Stl-lden; dlalgg‘
ziomu istotnosci « i danej liczby 1o — 1 stopni swobody. Wzor (4.46) nalezy
stosowaé wylacznie dla populacji normalnych. laniu mini-
Przedstawiony powyzej sposéb postepowania przy ;stg:'.na
malnej liczebnosci proby nosi nazwe dwustopriowe) e ne?u Z.m:rud-
Dyrekcja hipermarketu zamierza usprawnic prace F%TS? zowa probe
nionego w dniach weekendu. W tym celu wylosondfen azh k?ie[:’ntéw
Mo = 10 klientéw i stwierdzono, ze sredni CZESAEI‘ZEbYWa..maz g‘s:ta]ié na jak
w hipermarkecie wynosi ¥ = 26,5 minuty, przy s P IUﬂmg-_l. c-szau;warﬁa
licznej probie nalezy przeprowadzic badanie Wlaéuwe “{ : 'iilientﬁw przy
sredniego czasu przebywania W hipermarkecie W pC:lP'-:‘ a?zacunku d=17
wspélezynniku ufnosci 0,95 oraz maksymalnym bleczie
minuty.

=59,9 = 60 noworodkéw.

n

=
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7 tablic rozkladu t-Studenta nduzyl::j-.-my 5 dla o = 0,05 0raz -1 = g
stopni swobody - warln?-f: toosy = 2,202, Podstawiajac odpowiednie warlogg
do wzoru (4.46) utr?.ylnl.11tn1}i:

n= !:;'2(12)'; = - 81,866 = B2 klientow.
1;6%

Tak wige, do proby wlagciwej nalezy jeszcze dolosowac n—n, = 821
= 72 klientow. |

W przypadku estymacji frakeji wyrt'll;?.ma_m__w'lll clementow (p) maksy.
malny blad szacunku przy n-elementowej prabie i ustalonym wspolezyn.
niku ufnosci 1 - o, okresla wzor:

=z, ]F_U 3 '”)

B (4.47)
Przeksztalcajac relacje (4.47) otrzymujemy:
2 P(1=P)
tezg = (4.48)
i

gdzie d oznacza ustalong z gory wartos¢ maksymalnego (dopuszczalnego)
bledu szacunku.

We wzorach (4.47) i (4.48) symbol p nie jest z reguly znany (stanowion
przedmiot estymaciji). Do obliczen przyjmuje sig zatem jego oceng uzyskang
w innych badaniach lub wartosc, jakiej oczekujemy na podstawie wlasnego
rozeznania problemu. Jezeli nie mamy zadnych podstaw do ustalenia nawel
przypuszczalnej wielkosci p, przyjmuje si¢, ze wartos¢ p = 0,5. Dia te]
wartosci iloczyn p(1 - p) jest najwigkszy i rowny 0,25 (0,5-0,5 = 0,25). Przy fa-
kim podejsciu wzoér na minimalng liczebnos¢ proby przyjmie postac:

el
_ 2
: 4d*

Przypu$émy, ze chcemy oszacowac odsetek rodzin pragnacych miec
dostgp do internetu. lle rodzin nalezy wylosowaé¢ do proby, aby przy
wspolezynniku ufnosci 0,90 uzyskac nie dluzszy niz 8% przedzial ufnosci?

) Zf! wzgledu na nieznajomos¢ rzedu wielkosci frakeji w populacji, do
“bh‘-'-'?-t?“ przyjmujemy p = 0,5. Ponadto mamy: z, = 1,64, a postulowana
wartosc d = 4%. Podstawiajac te wielkosci do wzoru (4.49) otrzymamy:

1,64*
n= i = = 420,25 = 421 rodzin.
4.(0,04)*

(4.49)

W celu zagwarantowania postulowanej dokladnosci nalezy zbadat
minimum 421 rodzin.
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4.1, Czas $wiecenia za rowek jest zmienng losowq o rozkladzie N(m, 50), 2 par-
K ._...\_rlu'm.hllmwrl_ ny:.‘h. r..?rmlvuk pobrano ‘J-el-em?*nlowq probe losows. Okazalo sie,
i ¢redni czas ";""'1_'""'11"1‘.1 :r..-n.nrmwck w wylosowanej prabie jest rowny ¥ = 2880 godzin.
) wu'.ic’.‘*"““_l‘” ufnasci [..":).5’ Zb!.ld(:l'-‘«""itf (z dokladnosdcig do godziny) przedzial
yfnodci dla gredniepo czasu Swiecenia zardwek w calej populacii,

4.2. W wylosowanej probie 150 klientow pewnego supermarketu dokonu-
iﬂ‘?"h -‘._,-l].mp{n_v w niedzielg s-.twmrt.:i;r.mw. ze Srednia '.-\farl(‘.\s’.é zakuptw wynosi 68 zl
pray odehyleniu hl.‘ll!tl_dl‘dl'r'-‘\-"yll'l:l rownym i.? zl I’rz?qmu]qc wspllezynnik ufnosci
0.90, sbudowac przed zial ufnosci dla Sredniej wartodei zakupow wszystkich klientow
dri.]k”l“'i'l':y‘-h zakupow w niedzielg. Okresli¢ bezwzglednq precyzje szacunku. Za-
kladamy, 2¢ rozklad badanej cechy jest normalny.

4.3. W losowej probie 17 malych przedsigbiorstw stwierdzono, ze przecigtne
satrudnienie wynosilo 8 os0b z odchyleniem standardowym 2. Oszacowac - przy
wspolezynniku ufnosci 0,90 — érednie zatrudnienie we wszystkich malych przedsig-
biorstwach. Zakladamy, ze rozklad badane cechy jest normalny.

4.4, W 49-elementowe] probie losowej robotnikow otrzymano ¥ =120 jedno-
rodnych operacji wyknnywanyc‘h w ciggu zmiany roboczej, przy odchyleniu stan-
dardowym s= 10 operacji. Przyjmujac wspolezynnik ufnosci 0,95, zbudowac prze-
dzial u1'1‘m:%|:i dla éredniej liczby operacji w ciggu zmiany roboczej w populacji robol-
nikow. Zakladamy, Ze rozklad badanej cechy jest normalny.

4.5. 7 populacji studentow studiujacych w pewnej uc;elni wylosowano
132-elementowq probe w celu oszacowania sredniego czasu .ppéwzgcunegu na nauke
w czytelni w ciagu tygodnia. Otrzymano nastgpujace wyniki:

[ Czas nauki w czytelni w godz. [ o2 \_3—4 4-6 I 6-8 §-10 I.G-IEJ
| Liczba studentow [0 [ e | Taae 7]

Przyjmujac wspolczynnik ufnosci 0,90; zbu!:lowaé ptjfzedzial ufnoé;; :lladﬁred-
niego tygodniowego czasu nauki w czytelni w calej populacji studentow. Zakladamy,
7e rozklad badanej cechy jest normalny. *

4.6, Zmienna losowa X ma rozklad N(n, 40). Na pndstfﬁvxe zaob?erwuwa::yzg
w prabie i = 25 wartosci tej zmiennej abuc!owano_przednal_ufno%c;t d}ar;va‘:ut:h_
oczekiwanej o dlugosci 32. Jaki poziom wspolczynnika ufnosci przyjeto prey
wie przedzialu ufnosci? X

4.7. W 8-0sobowej losowo wybranej grupie uczniow dokonano pomiaru cza;s;

i i ani _Otrzymano nastgpujace wyn
rozwigzywania pewnego zadania matematycznego A | fnokci dla éredniego
(w minutach): 25; 16; 12; 10; 12; 21; 25; 20. Gszacowaf.prz?dzm 1.1gd ﬁcmiﬁw. ok
czasu niezbednego do rozwigzania zadania w calej me“_:":e‘;h o normalny:
wspolezynnik ufnosci 0,90 Zakladamy, ze rozklad badanej cechy ] S

s s svwezych wynosil 528 zl, z odchy

4.8. Sredni dzienny utarg w sklepach spozy 3;‘ e 0,99, e
leniem standardowym 75 zl. Przyjmujac WSP"—‘"‘C?}""“}’(I & L é}rwczych. Zakla-
przedzialowo — redni dzienny utarg We wszystkich sklepach SPO
dmy; ze rozkiad bacenci/EEEl AR nmmf'h?y' demickich wylosowanej niezalez-

4.9. W 200-osobowej grupie nauczycieli akademt ey ;
nie przeprowadzono badanie stazu pracy: Otrzymano nasiep
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[.Slja--zi_]-amcy (w latach) l 0-4 | _-1—-‘1 il 3—“13 |
oinz pracy W e

1216 | * “As5hnsl

|[Lif:r,L'm nauczycieli 20 | . 40 | 80 [ 40 | _Z_I'I ‘
~ Oszacowaé- przy wspolczynniku ufnosci 0,95 = p:'zcci;.'ln:,-' staz pracy w calej

populacji nauczycieli. Zakladamy, ze rozklad badanej cechy jest normalny,

4.10. Wylosowano probe zlozong 2 5 workéw cementu. Ich waga (w kg) wy-
nosila: 50,2; 50,3; 50,5; 50,5; 50,4, (Oszacowac — pray wspolezyn niku ufnosci 0,90 - od-
chylenie standardowe wagi wszystkich workéw cementu. Zakladamy, ze rozklad ba-
danej cechy jest normalny.

4,11. W pewnym miescie wylosowano 500 mieszkani. Stwierdzono, ze w 200
sposrod nich byl zainstalowany internet. Co na tej pnd.slnwi-: mozna powiedzied
o frakeji mieszkan wyposazonych w internet w tym miescie? Przyjac¢ wspolezynnik
ufnosci 0,99, Zakladamy, ze rozklad badanej cechy jest normalny.

4.12. Badanie wydajnosci pracy w jednej z firm, przeprowadzone na podsta-
wie 100-elementowej proby losowej prostej, dalo nastgpujace wyniki:

Wyt‘l-:liE{«f-_\:'_s:thlL_'.;cln-} U (e D [ 1620 |
Liczba pracownikiw , 5 | 15 | 40 ~ 30 | 10

Jakiego zroznicowania wydajnosci pracy nalezy spodziewac si¢ w calej popul-
acji pracownikow przy wspolczynniku ufnosci 0,967 Zakladamy, ze rozklad badanej
cechy jest normalny.

4.13. W losowej probie 728 respondentéw oszacowano sredni czas poswigcony
na ogladanie telewizji. Okazalo sig, ze wyni6sl on 5,2 godz/dzien, przy typowym ob-
szarze zmiennosci 5,0 < X, < 54 Oszacowad, przy wspolezynniku ufnosci 0,90,
przecigtny czas poSwiecony na ogladanie telewizji w populacji generalnej. Zaklada-
my, #e rozklad badanej cechy jest normalny.

4.14. W losowo pobranej prabie 250 studentow 173 posiada komputer w do-
mu. Przy wspolczynniku ufnosci 0,95 zbudowac przedzial ufnosci dla odsetka
studentow posiadajacych komputer. Przyjmujemy, ze rozklad badanej cechy jest
normalny.

4.15. W losowej prébie 2120 absolwentéw gimnazjum przecigtna liczba pun-
ktéw uzyskana z testu matematyczno-przyrodniczego wynosila 32 z 12,32% zmien-
noscia. Przy wspélczynniku ufnosci 0,95 oszacowac érednia liczbe punktéw uzyska-

nych przez wszystkich absolwentéw gimnazjum. Zakladamy, ze rozklad badanej
cechy jest normalny.

: 4.16. Pracochlonnos$é 6 losowo wybranych detali (w minutach) ksztaltowala
sie nastepujaco: 6,3; 5,9; 6,2; 5,8; 5,7; 6,1. Przyjmujac wspolezynnik ufnosci 0,90, zbu-
dowac przedzial ufnosci okreslajacy zroznicowanie pracochlonnosci w calej popula-
cji produkowanych detali. Zakladamy, ze rozklad badanej cechy jest normalny.

4.17. Z wynikéw badania opinii publicznej przeprowadzonego W losowej
prébie 2325 Polakéw 1736 0s6b bylo za przystapieniem Polski do Unii Eu ropejskiej-
I’rlzy wspolczynniku ufnosci 0,90 zbudowaé przedzial ufnosci dla frakeji 0sob popie-
rajacych przystapienie Polski do Unii Europejskiej.

4.18. W celu oszacowania §redniego miesiecznego przebiegu pewnego typu
samochod6w cigzarowych (w km) wylosowano niezaleznie 456 samochad6w, z Kto-
rych 103 mialy przebieg wiekszy niz 5000 km. Przy wspolczynniku ufnosci 0,95 zbu-
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jowad prze dzial ufnosci dla odsetka samochodow o miesigcznym przebiegu mniej
owe v =
s 5000 km.

m iz 5 o !

A 119. W losowa pobrane] prabie 675 maturzystow 63% dostalo si ¢ na 'I-'li!zplatne
Jia dzienne. Oszacowad m-:md_q ])Jl‘ZEdJFIE‘IlDWl’l frakcje maturzystow, kiérzy nie
gim:tf:li gig na studia dzienne. Przyja¢ wspolczynnik ufnosci 0,95.

ostall - g , !
. 4.20. W celu aszacowania sredniego czasu dojazdu do pracy oséb zatrudnio-
ohw pewnym |-|I--_,re,_-|,qi¢biurstw|e wylosowano prébe 17 pracownikéw. Sredni czas

Ez.l zdu w tej probie wynosil 40 minut, a wspolczynnik zmiennosci byl réwny 50%.
al-!; wspolezynnik ufnos przyjeto przy budowie przedzialu ufnosci dla éredniej
] eneralnej, jesli dlugos¢ oszacowanego przedzialu wynosila 21,2 mi-

W populacii B
puty? = age |

4.21. Na podsta wie losowej proby 120 jednokiibgratmowyei pAkA AR IR
olrzymano X = 95 dag i s =10 Idﬂg- Zbu‘_iui przedzial ufnosci dla odchylenia stan-
dnr&nwcgn w rozkladzie wagl WSZ.}"SlkICh ?TPdukO'o\'anych je ‘{“Dlﬁiogramow}rch
opakowa cukru. Przyjac wspolczynnik ufnosci 0,90, Zakladamy, ze rozklad badanej
cechy jest normalny.

4,22, Struktura wylowionych 200 sztuk karpia pod wzgledem gatunkowym
przcdr:tawia sig nasl-;puiqg: kel
[leunek karpia \ 1 1 I \ U

Licsba karpi | 46 | 54 | 100

Przyjmujac wspolczynnik ufnodci 0,99, oszacowaé metoda przedzialowa od-
setek wystgpowania | gatunku karpia.

4.23, W celu zbadania wieku lekarzy zatrudnionych na wsiiw miescie wyloso-
wano 2 proby: 9-elementowq prabe lekarzy zatrudnionych na w§i i ll-el_emenqu
probe lekarzy pracujacych w miescie. Sredni wiek lekarzy W'ZE]Sk.I.Ch wynidsl 42 lata,
a miejskich _ 46 lat, Zakladajac, ze rozklad wieku ogolu lekarzy jest .rmrmalny N(m;
24), oszacowaé przecietny wiek ogolu lekarzy. Przyja¢ wspolezynnik ufnosci 0‘,9:3..

424. W celu ustalenia przecietnej zawartosd witaminy C w owocach dzikie]
rozy pobrano 15 probek 100-gramowych miazszu OWOCOWEgO. Uzyska.nug;l_a:;?
pujace wyniki (w miligramach/100 g miazszu): 495; 455; 4?.8: 483; 5?1: 468; 4 d, :
474; 485; 504; 469; 478; 495 i 481. Przyjmujac wspélezynnik ufnosci 0,95, zbu De‘:ha
przedzial ufnosci dla wariancji badanej cechy. Zakladamy, ze rozklad badane] cectiy
jest normalny. e

4.25. Badano miesigczne wydatki studentdw na cele kglturalne.] D aﬁzﬁymu}ac
wanych studentow uzyskano érednia 60 zl oraz wariancje 225 (2" e
wspolczynnik ufnosci 0,95, oszacowaé metoda Przedmtqu‘przmgigqugak]adamy.
wariancje wydatkéw na cele kulturalne W calej zbiorowaoscl studentow. :
ze rozklad badanej cechy jest normalny. -

4.26. Na podstawie informacji uzyskanych w 12 los ians
Tetemrnlogiczn;ch wyznaczono (w dniach) -:-‘.reclpiz; dlugosé o:resq ;‘Zﬁ?ﬁﬂ.,nfr_
¥ =231,33 dnia oraz s = 31,44 dnia. Zakladajac, € mz.lf]ad bag a_l'll?u_ gl
malny, zbuduj przedzial ufnosci dla sredniej i wariancji dlugosci @
nego. Przyjac¢ wspolezynnik ufnosci 0,95. 1! o0 e Kow 40%

4.27. W pewnym przedsigbiorstwie zatrudniajacym 300U P

: s iowo-Kredylowej:
SPOstod nich jest zadluzonych w Spoldzielezej Kaste Oszezgdnosciow

owWo w)rbranych stacjach
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Spasrad pracownikéw zadluzonych pobrano niezalent prode 7:9% 0sib. w kg
odchylenie standardowe -“PIJ_E?”}T}I m.lfll‘"r-Lﬁ'i:%t 1‘1|'|111Im=} ur.;r:yl'msﬂn 80 2
Zakladajac, ze rozklad wysokosci Sl‘}“_'“"r:‘ff}h r‘::j“'r ': : f;d :I'; tl' ; “_':""]__ Z prawdo.
splacanych kredytow w calej zbmr(\nﬂﬁ;ﬂ “‘L}_ e e - ;

4.28. Z prawdopodobieristwem 0,95 0szacuj, ja ka czes¢ uczniow szkol Srednich
pali papierosy, jesli W, prabie liczacej 1000 uczniow wy branych w losowaniu niezalez.
nym, 360 palilo papierosy.

g 4.29. W celu oszacowania zroznicowania wagi jaj pochodzacych od kur pety.
nej rasy zwazono 15 jaj “"_‘r'l(’*““"—”"f‘":h w sposob L‘EC{"I_IC?"}"- ”t?'}"m “]_‘}C T}‘"'Sl'ﬁlf'ui?!cc
\wnil-;i'(w gramach): 62; 70; 57; 58; 59; 67; 65; 69; 55; o7 60; 5_"1_ 72; 66; -"_4- Zakladajae,
7e rozklad wagi jaj jest normalny, zbudowac Iprzedz:_al_ ufnosci dla wariancji wagi jaj
w populagji generalnej. Przyja¢ wspolczynnik ufnosci 0,96.

4,30, 70% pracownikow sposrod wylosowanych w sposob niezalezny, 260 osab
acenilo warunki pracy w swoim zakladzie pracy jako lni-.‘.m_clmu.-'inlai;g-:e. Przyjmujac
wspolezynnik ufnosci 0,95, zbudowac przedzial ufnosci dla frakeji niezadowolonych
z warunkow pracy w calej populacji pracownikow.

4.31. Wariancja plom‘n}' pszenicy na 17 losowo wybranych poletkach doswia-
dezalnych wyniosla 4 (dt/ha)”. Za kladajac, ze plony pszenicy maja rozklad normalny,
zbudowac - przy wspolczynniku ufnosci 0,90 — przedzial ufnosci dla wariancji i od-
chylenia standardowego populacji generalnej.

4.32. Jaka powinna byé minimalna liczebnos¢ praby niezbedna do oszacowa-
nia odsetka maturzystow zamierzajacych podjac studia, jesli w prabie liczacej 40 ucz-
niow, 70% sposrod nich zamierza studiowacé? Przyjac wspolezynnik ufnosci 0,90
maksymalny blad szacunku rowny 5%.

4.33. Rozklad stazu pracy pracownikow w pewnej instytucji jest rozkladem
normalnym N(ni, 3). Zbadano 5 losowo wybranych pracownikow tego zakladu i
stwierdzono, ze ich staz pracy wynosil (w latach): 10; 12; 8; 15; 10. Ilu co najmniej pra-
cownikow nalezy wylosowac do praby, aby przy wspolczynniku ufnosci 0,95 osza-
cowac srednistaz pracy ogolu pracownikow, otrzymujac przedzial ufnosci o dlugosc
nieprzekraczajgcej 4 lat?

4.34. W spoldzielni mieszkaniowej ,Kolejarz” przeprowadzono analizg po-
wierzchni mieszkan, otrzymujac:

| Powierzehnia w m? | 25-35 | 3545 | 45-55 | 5565
| Liczba mieszkari 10 | 40 | 50 | 100
Zakladajac, ze rozklad powierzchni mieszkan jest normalny, nalezy:

e a) Wyznaczy€ przedzial ufnosci dla odsetka mieszkan o powierzchni powyZe]
45 m” (przyja¢ wspolczynnik ufnosci 0,95);

b) ustali¢ minimalng liczebnos¢ préby niezbedna do oszacowania przecietne]

powierzchni mieszkania na poziomie ufnosci 0,95 i przy maksymalnym bledzie s23-
cunku 1 m*~;

pwc) S budowaé 95% przedzial ufnosci dla odchylenia standardowego powierzchni
mieszkan.

- 4.35. Na podstawie wynikéw badania ankielowego przeprnwadmlwgﬂ w gru-
pie wylosowanych 500 studentéw stwierdzono, ze 100 z nich nie ma klopotoW
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ﬁmngnwycl‘.. _Taifiegtﬁ nd: sf::-lka stt:d’engﬁxv.maiacyc]} kln:puty finansowe mozna ocze-
Liwad W calej Zbiorowosc stuﬂdun tow? Przy}a!c po?lot"n tstll:ltnfoéci 0,95. Tlu studentow
Jlezaloby wylosowac do proby, aby przy niezmienionej wiarygodnosei oszacowa-
MIE;,:\.itr,k',-,ﬂqf dwukrotnie jego dokladnosc?
4.36. W -.x,ryhnanlu.wu‘.ei 1:-‘r('r'|_1ite_2[‘lf} stucleméj.v studiow zaocznych stwierdzono,
0+ 10% 51_1“;.“'1\1 nich liczy m niej niz 20 lat. Jaka liczng prébe nalezy wylosowac, e
" ,m“-L'Inpoclul.wieﬁsalWL-m 0,95 i przy dopuszczalnym bledzie szacunku 1%, oszaco-
f\r;é odsetek studentéw, ktorzy nie przekraczaja 20 roku zycia wirad ogolu studen-
tow?

4.37. 1lu p,-ac_nwni kow nalezy wylosowac niezaleznie do préby, aby Caracovae
odsetek 0s0Db, ktorych Brees jest zgodna z wyuczonym ‘zawndem? Przyjaé
-..,':;pisiczy’ﬂ”ik ufnosci 0,95 1 maksymalny blad szacunku nie wiekszy niz 3%.

4.38. W celu zbadania czasu dojazdu do pracy w pewnym duzym przedsie-
biorstwie wylosowano probe pil?atazan (o] Iic.zebnnzéici 36 pracnwpikéw. Z praby tej
obliczono: X = 34,6 minuty oraz s* = 272,8 {mlm_:.ty} .Ilu_ pramwmkéfv nalezy wylcl-
sowac do proby zasadniczej, aby przy szacowaniu :"_redmego czasu dc]:azdu pnpula_c]i
wszystkich pracow nikow nie popelnic blgdu wiekszego niz 2 minuty? Przyjaé
wsp'ﬁlczynnik ufnoéci 0,95.

4.39. Cheemy oszacowaé odsetek radnych w pewnym miescie, ktorzy legity-
muja sie '.vyksz’raic;:nimn wyZszym. Z wezesniej p‘rze'pl'-owadz-:.mych badan wynika,
50 frakcja ta wynosi 15%. Ustalic, jaka pawipnﬁa byc E‘mmma_ina hczeb!mﬁnf proby, przy
maksymalnym bledzie szacunku 3%. Przyjac wspolezynnik ufnosci 0,95.

" 4.40. Wiadomo, Ze przecietny stopien zréin'{cowania czasu r‘ozwiqz):wania
pewnego zadania matematycznego wynosi 6 =5 minut. Ih% studentow r}aiezy.wy-
Josowac do préby, aby ocenié przecigtny czas rozwigzywania tego zadania z wiary-
godnoscia 0,90 i maksymalnym bledem szacunku 2 minuty? ; S

4.41. Dyrekcja hipermarketu zamierza ustalié, ile Czasu spedzaja wnim k]llE['!l:'!I.
w soboty. W tym celu wylosowano probe pilotazowa, ktéra dala nastepujace wyniki:

=ty =
| Czas w minutach 2-6 6-10 10-14 14-22 22-30

|Liczba Klientow 21 58 13 15 7
Przyjmujac wspélezynnik ufnosci 0,96 oraz maksymainy blqd_ﬂ:‘cuﬂkt‘:r:zl::
przekraczajacy 0,5 minuty oszacuj, czy wylosowana proba wstepna ile’f_ :’g’: i
jaca do okreélenia §redniego czasu spgedzonego na zakupach w populacji wszy
klientéw tego hipermarketu. y : ;
4.42 Tle os6b nalezy w ylusowac‘ do préby; aby przy Wspolﬂy';meiﬁ‘g:‘nfg‘i
| maksymalnym bledzie szacunku 5% mozna bylo 0523‘:1:;':': SR
sklepow spozywczych uzywajacych kart platniczych przy :3 ks MaG o
4.43. Dzienna liczba klientow obslugiwanych przez ]e::%tklat;]irals ‘sig i:asle.-
wanych okienkach kasowych placéwek pewnego banku za!osowaé. aby przy
pujaco: 45; 54; 64; 73; 76; 82; 89; 89; 97; 98. lle okienek f}al'zlzif ","'g’ziennei liczby Kie-
wspélezynniku ufnosci 0,90 maksymalny blad szacunku sredniej
ntow wynosil 10%?

4.44. Tle 0s6b nalezy wylosowac do proby; ¢ !
cunku 2% ocenic udzial w rynku pewnej firmy, jezet
produkty tej firmy kupuje 28% Klientow? Preyjaciwa

nia

ledem sza-
, aby z maksymalnym b n sza
ywiemy, ze w pewnym miescie
pélezynnik ufnosci 0,95
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4.45. Jak liczng probe fa ktur nalezy “:’}1105‘_’“'“'5 kdo l‘qdaiwia. aby pp
mi nie przekroczyl 5%7 Wedlug wstepnych ocen, odsetek faktur z bledami nie prae.
kracza 30%.

4.46, Rozklad wielkosci stypendiow studenckich jest normalny. Ilu studentgy
nalezy wylosowaé niezaleznie do proby, aby Ry “'Sl“ﬂ”-.‘f [“"'k'_-' ufnosci 0,98 zbudy.
wac };rze'dzial ufnosci o rozpigtosci co najmnie; 100 zI dla sredniego stypendium po.
bieranego przez nich? Wiadomo, ze odchylenie standardowe stypendium wynosj g3
zlote.

4.47. We wstepnej probie liczacej n=10 noworodkéw odchylenie standardowe
wzrostu bylo réwne §=2,2 cm. Jaka duza musi byé proba losowa, aby pray
wspolczynniku ufnogei 0,98 oszacowac — z maksymalnym bledem szacunku 1 em -
sredni wzrost ogolu noworodkow?

4.48. [le osob nalezy wylosowac niezaleznie do proby z ma !(S_W_r'l'l‘talnym bledem
szacunku 3% i przy wspolczynniku ufnosci 0,90, aby oszacowac procent wyborcaw,
ktérzy popra kandydature polityka XXL w wyborach do Senatu? W poprzednich wy-
borach kandydature te poparlo 30% wyborcow.

4.49. Jaka powinna by¢ minimalna liczebnosé proby losowej gospodarstw do-
mowych dla oszacowania Sredniego poziomu wydatkéw na artykuly Zywnosciowe,
jesli wspolezynnik ufnosci wynosi 0,95, a ma ksymalny blad szacunku nie powinien
przekraczac 20 zlotych? ‘.‘\"iad(‘mm:'ic rozklad wydatkéw zywnosciowych jest nor-
malny z wariancja rowng 6889 (z1)®

4.50. Firma CCCC zamierza ustali¢ frakcje klientéw bedacych potencjalnymi
nabywcami jej produktow. Szacuje sig, ze odsetek klientow cheacych nabyc produkly
tej firmy wynosi 75%. Ilu — co najmniej — klientéw powinno znalez¢ si¢ w prébie lo-
sowej przy maksymalnym bledzie szacunku 10% i wspolczynniku ufnosci 0,952

Rozdzial Vv

WERYFIKACJA HIPOTEZ STATYSTYCZNYCH

5.1. Zasady testowania hipotez statystycznych

Hipoteza statystyczna nazywamy kazdy sad (przypuszczenie) do-
tyczacy postaci rozkladu cechy w populacji generalnej (hipotezy nieparame-
tryczne) lub wartosci jego parametrow (hipotezy parametryczne). O praw-
dziwosci lub falszywosci tego sadu wnioskujemy na podstawie proby
losowej pobranej z populacji generalnej.

Zbior mozliwych sadéw (przypuszczen) jest zazwyczaj ograniczony,
gdyz z reguly mamy pewne informacje o populacji generalne|. Przykladowo,
jesli wiemy, ze badana zmienna losowa w populacji generalnej podlega
rozkladowi normalnemu (jest zmienng losowa ciagla) - to zbi6r sadow jest
ograniczony do tego rodzaju rozkladow, roznigeych sig jedynie wartoétfiarr‘li
parametréw m i . W takim przypadku, bezpodstawne jest formulowanie hi-
potezy, ze populacja generalna (Scislej: zmienna losowa w populacji generalt
nej) ma rozklad dwumianowy. Informacje a priori 0 populacji generalnej
wyznaczajq tzw. zbiér hipotez dopuszczalnych, Ktory oznaczamy symbolem
Q. Zbiér ten jest zbiorem rozkladow, o kiorych wiemy, ée‘mcfga c.haraktery-_
zowac populacje generalng. Jesli elementy zbioru Q rc')in.Jq sie miedzy soba
co najwyzej wartosciami parametrow, to formulowane h1pufte.zy I.'Iaz:fwmllg
parametrycznymi. W przypadku, gdy elementy zbioru Q roznig sig nie :‘Y -
wartosciami parametr6w, ale rowniez postacia funk_cy]nq - stawiane llpsz-
tezy nazywamy nieparametrycznymi. Wnioskowanie statystyczne 0 :nuluh
nosci sformulowanej hipotezy nazywamy sprawdzaniem, testowanie
weryfikacja hipotezy. "

W ProcecFi,u rzeysprawdza nia hipotez statystycznych podsta;ﬂz:;\;ﬂ;nr:‘
czenie ma hipoteza zerowa (sprawdzana, weryfikowana), OZI;?) Le6re jest
bolem H,. Oprécz niej formuluje sig hipoteze alternatyWri ( llt:zmaf}'- L
odpowiednim zaprzeczeniem hipotezy 2Zerowej: proteze A wej.
uznaje sie za prawdziwa w przypadku odrzucenia hipotezy Zerowes:
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s
stez statystycznych dokonujemy na podstawie Wyni.
kow proby losowej. Istnieje wigc I“L'Fﬂi“’ﬂ!:jl-._: pf‘-p-:slnjt]vl_iia‘-blgd.u. Wyniks
proby moga byc takie, ze Hy uznamy za f:'ds,:}_ru-q |ka _r.u_.l:lm}r _]q' chociag
w islzrrciejcsl ona prawdziwa lub tez przyjmiemy Hﬂ_,_ t_u_m jest falszywa, Qd.
rzucenie hipotezy H,, gdy jest ona prawdziwa, nosI na,:.-.-.';; Ecdu I rodzajy
(poziomu istotnosci). Prz)ri?u:u-: h1puhzezy Hy, g;i}:v ]ll..?.‘w'l o_n:‘| fa :,,:}:*lw.a, okresla.
my mianem bledu I1 rodzaju. Rozmiary tych bledow oceniane s jako praw.
dopodobienstwa: a (pruwdopm.:inb_mnsh\-'n pnpcln_w:un l\ngd-u I Tofizaju)
i p (prawdopodobienstwo popelnienia bledu 1l t'odzapu)._Rndzal]e bleddw po-
weryfikacji hipotez statystycznych prezentuje tab. 5.1,

Weryfikacji hipc

pelnianych przy

Tab, 5.1. Decyzje i ich konsekwencje w tescie sprawdzajacym hipoteze H

= |

Decyzja

Sytuacje I

przyjecia H{_, ¥

odrzucenia H,

- blad 1 rodzaju (o)

iHipﬂleza zerowa prawdziwa | decyzja _}_‘rra_'.'.'idi_m.v.fl .

[Hipotesa zerowa falszywa | blad lrodeoju ® | decydja prawidlows

Zrodlo: A. Zelias, Metody statystyczne, PWE, Warszawa 2000, s. 258.

Narzedziem sluzacym do weryfikacji hipotez statystycznych na pod-
stawie wynikow proby losowej s testy statystyczne. Testem statystycznym
nazywamy regule postepowania sluzaca do podejmowania — na podstawie
wynikéw proby losowej — decyzji o przyjeciu lub odrzuceniu sprawdzane]
hipotezy. Tak wigc test statystyczny jest regula rozstrzygajaca, jakie wyniki
proby daja podstawe do uznania sprawdzanej hipotezy za prawdziwa, a ja-
kie za falszywa. W zaleznosci od tego, czy test sluzy do weryfikacji hipotezy
parametrycznej, czy nieparametrycznej — nazywany jest testem parame-
trycznym lub nieparametrycznym. Istotnym zalozeniem wystepujacym
przy testach parametrycznych jest zalozenie normalnosci populacji, z ktore]
pobiera sie prébe losowa.

Zalozmy, ze W oznacza zbiér wszystkich mozliwych wynikow n-ele-
mentowe]j proby (czyli przestrzen prob), natomiast W, = (3, %5,/ %) =
pewng prébe (punkt w przestrzeni prob). Konstrukeja testu statystycznego
polega na okresleniu takiego obszaru przestrzeni proby w, ze jesli W, €w
(tzn. wynik préby znajdzie sie w tym obszarze), to sprawdzana hipoteze Hy
odrzucan]y, natomiast gdy W e W - w — to H; przyjmujemy. Hipoteza ze-
rowa moze - przykladowo — mie¢ postac: H,:Q=Q,, co czytamy: ,hipoteza
Hy, ze parametr populacji Q=0Q,". Hipoteza alternatywna do H, jest
Hy: Q # Q, (parametr populacji Qrozni sig do Q). W zaleznosci od potrzeb Hi
moze rowniez miec postac: H;: Q> Q, lub H:0< Q,. _

Obsz:ar w nazywamy obszarem krytycznym lub obszarem odrzucenia
Hy, natomiast W-w obszarem przyjecia hipotezy zerowej. W tej sytuac)t

prawdopodobieristwa popelnienia bledéw I rodzaju («) i II rodzaju (8) me"
zemy zapisac jako:

Weryfikacja hipotez statystycznych
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P(W, eujH, ) =a (5.1)

araz
P(W, e(W - w)H,) =p. (5.2)

Najlepszy b‘_\-’]b}-‘ taki test statystyczny, w ktérym zarowno prawdo-
Pnduhietistwn a, jakifp brylyby.i:.ik najnlnie}sze. Jednakze przy danej n-ele-
S bwe prabie losowej zmniejszenie o powoduje wzrost p i odwrotnie.

W praktycznych zastosowaniach testow statystycznych za bardziej
niebezpieczne uznaje sie pc'up.elnienie bledu I rodzaju (). Wartosci a sg
przyjmowane z gory, napt*zgsmei jako prawdopadobienstwa: 0,01; 0,02; 0,05;
0,1, Testy, ktore kontrolujg jedynie blad I rodzaju (zwany poziomem isto-
tnogci), a nie uwzgledniajg konsekwencji popelnienia bledu II rodzaju, na-
zywane sa testami istotnosci. Testy te pozwalaja na odrzucenie hipotezy H,
7 malym ryzykiem popelnienia bledu I rodzaju (a), a nie pozwalaja na jej
przyjecie, gdyz nie wiemy, jak d}i;’:e moze by¢ prawdopodobienstwo po-
pelnienia bledu II rodzaju. Tak wige w testach istotnoSci moze by¢ podjeta
jedna z dwoch decyzji: Hy odrzucamy lub stwierdzamy, ze brak jest podstaw
do jej odrzucenia.

Kolejnos¢ postepowania przy weryfikacji hipotez testami istotnosci
I,-.rzcdstawin schemat 5.1.

Sformulowanie hipotezy zerowej i alternatywnej

b
Wybdr statystyki testowej

N

Okreélenie poziomu istotnosci &

b

Wyznaczenie obszaru krytycznego testu

b

Obliczenie statystyki na podstawie proby

b

Podijecie decyzji »| Odrzucié Hy

Brak podstaw do |
odrzucenia H;

3

¥
Whioskujemy, ‘;’;’T{mii:{emy,
ze Hy moze byc 01=*

e a
prawdziwa prawdziw

i ikacji tami istotnoscl
Schemat 5.1, Przebieg weryfikacji hipotez testa
Zrédlo: A. Balicki, W. Maka¢, Metody :fmro.sbnuxzrl’mksf{;;g;l}?;lgﬂ.
Wydawnictwo Uniwersytetu Gdanskiego, Gdans P2
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Przy weryfikacji hipotez nalezy, w |1ia.:.-w.s:z,ci It(:blu;‘}m:-ﬂci, bzil—(_‘il'l'l‘i\.'l.iﬂw;\f:
hinoteze zerowa (Ho) i alternatywna (H). W hipotezie zetows} zaklada gig
ze migdzy analizowanymi parametrami lub mzH.u_imm ne ma Zadnej
roznicy. Przy wnioskowaniu 0 P="‘fi"“~‘r“'“d" hipoteze zerowq zapisujemy
w sposdb ogolny — jako: Hy: Q= Q. Hipoteza przeciwstawna dln weryfiko.
wanej (hipoteza alternatywna = H,;) moze by¢ zapisana w trojaki sposgb:
H:Q#Qy Hy Q> Q lub Hi: Q< Qo : ;

W kolejnym kroku weryfikacji inpﬁtcz lmdu;uﬁm}r okreslona statystyke
U, zwang statystyka testowa Iqu funkcja testowaq. Statystyka taljest funkc:iq
wynikow proby losowej: U, = f(Xi, Xz 1 Xy ). anki.nd s;lnt}*l.t:i.}'kl testowej U
zalezy — przy zalozeniu, ze H, jest prnwdznu‘fll‘— od 11&"1—’,1.‘[1'[‘105{2! proby, postaci
H, oraz rozkladu badanej cechy w populacji gc}u:n'ulnel. W szczegblnosd,
statystyka U moze mie¢ rozklad normalny, t-Studenta, F-Snedecora czy
chi-kwadrat.

Prawdopodobienstwo popelnienia blgdu I rodzaju, oznaczane sym-
bolem @ i okreslane mianem poziomu istotnosci, przyjmowane jest arbil-
ralnie. Zadamy, aby ryzyko popelnienia bledu I rodzaju bylo jak najmniejsze,
Stad tez za o przyjmuije si¢ wartosci bliskie zera, najczesciej a < 0,1,

W nastepnym etapie budowy testu nalezy wyznaczy¢ obszar kry-
tyczny i obszar przyjecia hipotezy H,. Obszarem Kkrytycznym testu jest taki
podzbiér wartosci statystyki U, ktory pozwala na odrzucenie sprawdzanej
H,. Jesli obliczona z proby wartosc statystyki U, nie nalezy do obszaru kry-
tycznego, to brak jest podstaw do odrzucenia hipotezy H, (co nie jest
réwnoznaczne z jej przyjeciem). W zaleznosci od postaci hipotezy alterna-
tywnej , wyrdzniamy trzy obszary krytyczne testu: dwustronny (zwany tez
symetrycznym lub centralnym), prawostronny i lewostronny. Polozenie

obszaru krytycznego testu dla réznych postaci hipotez alternatywnych
przedstawia rys. 5.1.

f{z) () f(z)

’ 5.1. Obszary krytyczne (lewostronny, prawostronny, dwustronny)
Zrodlo: M. Sobezyk, Statystyka. Podstawy teoretyczne, preykiady i zadania, UMCS, Lublin 2000, s. 181

Jak wynika z rys. 5.1, obszar krytyczny znajduje si¢ zawsze na kran-

cach rozkladu, Od pozostalej czesci rozkladu statystyki oddzielaja 50 tZW.

wartosci krytyczne testu z, . Wartosci krytyczne z, odczytuje si¢ 2 tablic

rozkladu Stat)’St}'kif przy zadanym poziomie istotnosci o, stosownie d0 SPe”
sobu sformulowania hipotezy alternatywnej.
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gtatystyke testowa oblicza si¢ z wynikow prdby losowej. W testach
Adinosci, statystyki testowe (majace zazwyczaj rozklad normalny, t-Stu-
licnl'! b graniczny rozklad normalny) oblicza sie nastepujaco:
dente & e LAl ok . % x
A statystyka oblic mn{a z proby - hipotetyczna wartoéé parametru
odchylenie standardowe rozkladu statystyki =
= Zn = QJ-
XZ,) (5.3)
Wyznaczong na podstawie proby losowej wartos¢ statystyki testowej
orGwnuje si¢ 2 wa rtoscia krytyczng testu odezytang z odpowiednich tablic
qmt},ﬁwcmych. Jedli wartos¢ statystyki z proby znalazla si¢ w obszarze kry-
tyeznym, to Hg nalezy odrzucic jako nieprawdziwa. Prawdziwa jest wow-
czas Hy, ktora jest przeciwstawna do Hy. Jesli natomiast wartos¢ statystyki
z proby snalazla sie poza obszarem krytycznym, to brak jest podstaw do od-
rzucenia Hy. Oznacza to, ze hipoteza zerowa moze by¢ prawdziwa. W szcze-
golnym przypadku, gdy wartosc statystyki z proby jest dokladnie rowna
wartoéci krytycznej, podejmuje si¢ decyzje o odrzuceniu Hj.

ﬁl;l‘-}'—"")'k" t

5.2. Parametryczne testy istotnosci

W tym punkcie skupimy uwagg na weryfikacji hipotez statystycznych
dotyczacych podstawowych para metréw populacji jednowymiarowych, .
wartoéci oczekiwanej ($redniej), wskaznika struktury oraz wariancji. Do
weryfikacji odpowiednich hipotez uzywa sie wowczas testow: dla éredrﬂ'ej,
dla proporcji, dla wariancji. W testach tych poréwnuje si¢ oceny parametrow
uzyskane z proby losowej z hipotetycznymi wielkoSciami parametrow,
pelnigcymi role wzorcow. |+ Tl

W ramach parametrycznych testow istotnosci wyodrebnia sig rowniez
grupe testow stuzacych do poréwnywania ocen parametrow uzyskanych
2 dwach lub wiecej prdb losowych (test dla dwéch érednich, test dla dwoch
wskaznikéw struktury, test dla dwdch wariancji).

5.2.1. Testy istotnoéci dla $redniej i dwoch érednich

Postepowanie przy weryfikacji hipotezy 0 wartosci ?Ezeklwaén?lng
W populacji zalezy od rozkladu cechy w populacji, Znajoniosc BEREE
chylenia standardowego w populagji oraz liczebnoscl proby losowe]. e
Zalézmy, ze populacja generalna ma rozklad normalny N{;.? t::]acji
znanej $redniej m oraz znanym odchyleniu standardowym O . Fllﬁpntezy
tej wylosowano n-elementowa probg w celu zwe:yhk?wanlfl b I-I:ipot&
oM =my, wobec hipotezy alternatywnej H:m = Mo gdzie my )&
tyczng $redniq w populacji.

ostaci:
Sprawdzianem hipotezy zerowej jest statystyka testowd Zop
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o = (5.4)

gdzie}-\’_ jest §rednia 2 proby pobranej z populacji. Srednia ta ma rozklad nop.

ag o ; : : s L ) 34
malny N m,-F]. Jesh H, jest prawdziwa, to statysty ka testowa okreglong
; il
wzorem (5.4) ma rozklad N(0,1). & :
Statystyka testowa Z jest zmiehna losowa, a jej realizacja ~ obliczona
2 wynikéw proby losowej — jest rowna:
' X —n
Z == L \J"?F.
(s]

(5.5)

Realizacje = purL‘M’lm‘ren’l}? z wartoscia krytyczna odczytang z tablic
dystrybuanty rozkladu normalnego N(0,1) przy zalozonym poziomie istot-
nosci «. Sposob odezytu wartosci krytycznej z, zalezy od postaci hipotezy
alternatywnej. Przy dwustronnym obszarze krytycznym wartosci z, odezy-
tujemy w taki sposdb, aby spelniona byla relacja:

(
F(z,)=1- o (5.6)

79

Przy Hy:m#m, zachodzi: P(Jz[2z, )=a. Oznacza to, ze hipolez
zerowq odrzucamy na korzysé hipotezy alternatywnej, gdyz z 2z, lub
z < -z,. Oznacza to, ze rdznica migdzy srednig z proby X a hipotetyczna
wartoscia éredniej w populacji m, jest zbyt duza (statystycznie istotna)
W przeciwnym przypadku, tzn. gdy |z|< z,, stwierdzamy, Ze wyniki proby
nie daja podstaw do odrzucenia H.

Hipoteza alternatywna moze miec réwniez postac: H;:m< my (lewo-
stronny obszar krytyczny) lub H;: m> m, (prawostronny obszar krytyczny).
Przy lewostronnym obszarze krytycznym odrzucenie H, nastepuje wow-
czas, gdy spelniona jest nieréwnosé: z < —z_. Wartos¢ z,, jest odezytywana
z tablic dystrybuanty standaryzowanego rozkladu normalnego wedlug za-
sady: F(z, ) =o. Przy prawostronnym obszarze krytycznym odrzucenie Hy
nastepuje wtedy, gdy z > z,. Wartos¢ krytyczna z, odczytujemy wowczas
z tablicy dystrybuanty rozkladu N(0,1) zgodnie z relacjq F(z,)=1-% Tak
wigc zbiory wartosci krytycznych (Z,) przy réznych postaciach hipotez al-
ternatywnych sa okreslone nastepujaco:

Z =(-0,-z, Mlz. ,0) przy Hyi:m=mg,

Z, =z, , ) przy H;:m> My,

Z =(=%,-z, | przy Hi:m< my,
P W przypadku, gdy z populacji o nieznanej sredniej m i nieznﬂn)’@_ad-
chyleniu standardowym o pobrano prébe o liczebnosci n> 30, érednia X ma

asymptotyczny rozklad normalny o parametrach N| m,f—g— , gdzie S jest es-
n
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tymatorem odchylenig stm‘\dardu'.vegu. Jesli Hy jest prawdziwa, to st
l?.rl-:a testowa przyjmuje wowczas postac: : atys-
! o X sy e
Z= S 0 = 0 [ (5.7)
e S
In

Statystyka (5.7) ma asymptotyczny rozklad normalny N(0,1).

7darza si¢ rowniez Koniecznosc weryfikacji hipotezy o Sredniej m na
Jodstawie wynikow malej préby wylosowanej z populacii, tzn. n < 30. Zakla-
da sie przy tym, Ze rozklad pnpulacii jest normalny N(im, o) o nieznanej sred-
niej m i nieznanym odchyleniu standardowym o. W tym przypadku statys-
tvka testowa jest definiowana wzorem:

- . T (58)
e
gdzmib:wé%(.\,—.\) orazS_\lmg(xi_‘x) :

Przy zalozeniu prawdziwosci Hy, statystyka (5.8) ma rozklad t-Stu-
denta o 1 — 1 stopniach swobody. Wartos¢ krytyczna testu £, odczytujemy
wowczas z tablic rozkladu Studenta przy zalozonym poziomie istotnosci «
oraz 1t - 1 stopniach swobody. Tablice te sa zazwyczaj zbudowane dla dwu-
stronnego obszaru krytycznego. Cheac odczytaé wartos¢ krytyczna testu dla
obszaru jednostronnego (prawostronnego lub lewostronnego), nalezy po-
dwoi¢ poziomi istotnosci c.

Decyzja dotyczaca sprawdzanej H, jest podejmowana - przy
uwzglednieniu postaci H, - tak, aby spelnione byly relacje:

1) dla H,:m # m, zachodzi relacja (|4t .1) =0 Odrzucenie H, na-
stepuje zatem wtedy, gdy wartosc statystyki obliczona z préby 2 £, lub
RS = v

2) dla Hy:m> m, zachodzi relacja P(t2 bont) =@, Stad tez wartosc sta-
tystyki obliczona z préby ¢2 f, ., powoduje odrzucenie H_u? .

3) dla H,: m< m, mamy: P(t< —f, , ) = Oznacza o, z¢€ wartosc statys-
tyki obliczona z préby t< —f, .., powoduje odrzucenie H.'u.

Przypuszcza sig, ze Sredni stan na kontach osnblgty_'ch osob Eﬂ;ll—
jacych wynosi — na poczatku miesiaca — 2,3 tys. PLN. ‘-.‘".Jy_mkx z 1:~1'f:.b)f1‘s‘.N a a;
jacej sie z 18 kont dostarczyly nastepujacych informaql:{flrg tys. Pk ':’:h
5=0,47 tys. PLN. Zaklada sie, ze rozklad srodkow pienigznych na 0; aéci
osobistych jest normalny o nieznanych parametrach. Na P‘:'zm“'flefm ﬂu1~
0,05 zweryfikowac hipoteze, Ze wylosowane konta osobiste naleza da pop
acji 0 érednim stanie konta rownym 2,5 tys. PLi\.l. i m e

W przypadku tym mamy zweryfikowac hipoteze Zefﬂ‘iﬂt ﬂ‘;‘r hip:l'-
Wobee hipotezy alternatywnej Hyim< 2,5 Znak mnje]§20§ﬂ §lr:e31r niY'q 2 proby
tezie alternatywnej wynika z zaobserwowanej relacjl miedzy -

a hipotetyczng $rednia w populacji:
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Wybor stat ystyki testowej zalezy od liczebnosci proby oraz od tegp, czy
i [ \" 1ae - r ."f. X 2] II RS
parametr @ W populacji generalnej jest znany czy tez nie. ‘v’\ Naszym przy.
padku & jest nieznane, a proba mala. Stad tez wykorzystujemy statystyke
o postaci: el
v s & . R e
2= = 1,7=29 g1 =-5,26
S I

Statystyka ta ma — przy zalozeniu prawdziwosci _! Iy = rozklad t-Sty-

denta o n-1=17 stopniach swobody. Z tablic rozkladu Studenta odezytuje-

my przy podwojonym poziomie istotnosci 2a = 0,1 (jednostronny obszar
krytyczny)i 17 stopniach swobody wartosc krytycznag {117 = —1,74 Ze wzgle-

duna to, ze t=-5,26< Iy = -1.74 sprawdzang hipoteze zerowa nalezy od-
rzucic. Oznacza to, ze Sredni stan kont osobistych na poczatku miesigca jest
istotnie mniejszy od 2,5 tys. PLN. Réznica ta jest statystycznie istotna.

Podejmowanie decyzji ekonomicznych jest zazwyczaj poprzedzone
poréwnywaniem alternatywnych mozliwosci. Przykladowo, wlasciciel skle-
pu SPOZywczego purr’vmmje warunki dostaw towarow (ceny, terminy do-
staw, sposob platnosci itp.) oferowane przez roznych kontrahentow. Zaob-
serwowane w wyniku tych pordwnan roznice moga mie¢ charakter
przypadkowy lub tez moga by¢ statystycznie istotne. W celu rozstrzygniecia,
z ktora z tych alternatyw mamy do czynienia, mozna wykorzysta¢ metody
wnioskowania statystycznego, w tym np. testy dla dwach srednich, dwaoch
wskaznikow struktury czy dwdéch wariangji. Zakladamy przy tym, ze z ba-
danych populacji generalnych pobrano niezalezne proby losowe proste.
Oznacza Lo, ze wyniki uzyskane w jednej probie nie maja wplywu na rezul-
taty otrzymane w probie drugiej.

W praktycznych zastosowaniach metod wnioskowania statystycznego
dos¢ czesto zachodzi koniecznos¢ poréwnania dwach srednich nmy 1 my
w dwéch populacjach (np. poréwnanie starej i nowej technologii produkgji
wyrob6w, poréwnanie populacji zdrowych ze zbiorowoscia chorych pod
wzgledem okreslonej cechy itp.). Weryfikuje si¢ wowczas hipotezg zerows
Hy:my =my (Hy:ny — my = 0) wobec odpowiedniej hipotezy alternatywnej H
Sposb postepowania przy weryfikacji H jest tu rozny, w zaleznosci od na-
stepujacych okolicznosci:

1) czy znane sa wariancje w populacjach generalnych?

2) czy rozklady badanych zmiennych w populacjach sa normalne?

3) czy wariancje w populacjach sg jednakowe?

4) jaka jest liczebnos¢ prdby: duza czy mala?

Zalozmy, ze rozwazamy strukture dwoch zbiorowosci statyst)'f-‘z“}":h
(populacji) pod wzgledem cechy X. Populacje te majg rozklady normalne
N(m,,o,) oraz N(m,,c,), przy czym odchylenia standardowe &, 0raz 02 54
znane. Wartosci srednich m, i m, nie sa znane, a naszym zadaniem jest wery:
fikacja h’Pth_!Z}f o réwnosci tych érednich: Hy:my = niy lub Hy:my =1 =0.
W celu weryfikacji H;, z kazdej populacji wylosowano proby o liczebnosciac
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y. Zienna losowa, bedaca réznica §

rze dmczh X = X;, ma réwniez rozklad

arametrach N| ni; —niy; S g Pzl
SR Al il alozeni ]
Vm  my | U R I

i
nmmﬂl“)’ op

P » s3 wariancje w obu populacjach :
ot He, d}' znane sg wariancje w o ! pop jach, s{atyst testow
oéci Hor B tandaryzowana o rozkladzie N(0,1): i i

XI—XZ

il
O,

xn]i{_’ﬂ“a 5

5 T (5.9)
Ug
e — =
\m m

Obszar krytyczny jest tu budowany w taki sam sposéb, jak w przy-

adku weryfikacji H, o sredniej w populacji.

Jesli populacje maja rozklady nogmalne N(my,o,)oraz N(m, 6, )0 nie-
znanych lecz roznych Wm-ianf:iach o #0G3, a proby sa duze - statystyka
lestowa sluzaca do weryfikacji H; o rownosci srednich w populacjach jest
definiowana wzorem: A
X -X

2 3
Si S
o

gdzie S} oraz 5; sa wariancjami z préb. Statystyka (5.10) ma - przy zalozeniu
prawdziwosci H,, — rozklad N(0,1).

Przy nieznanych, ale réznych wariancjach w populacjach generahqch
imalych prébach (i < 301ub n, < 30) poslugujemy sie statystyka o postaci’:

Z= (5.10)

7o AEE N (5:11)
5§ .5
m-1 n-2

Rozklad statystyki T zalezy od liczebnosci préb (m —1oraz iy -1)_ oraz
od ilorazu wariancji w populacjach (z zalozenia iloraz ten je§t meznan)t).
Odczytujac warto$é krytyczna z tablic rozkladu Studenta, nalezy uprzednio
ustalié liczbe stopni swobody, ktéra jest rowna:

2
s 09 ]
bkl 9
liczba stopni swobody = ____"I___z__r_;_—f 1 (5-12)
Si‘ [ Sq ]
m=-1) \"™ !
=1 =t

] : i Uniwersytetu
A. Balicki, W. Maka¢, Metody wnioskowania statystyczneso: Wydawnictwo

Gdaﬁskiegf:, Gdarisk 1997, s. 164.
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gdzie s oraz 55 53 wa riancjami nbliaizfn}}rmi 2 kon kml:]ych prob l(ls‘;(}wy.:h.
Przy weryfikacji Hy © roWnosci ﬁ_mulnwhl \-\ri'l:i‘v\"ﬂi:fh populacjach moj
wystapic rowniez sytuacja, w kl(_qu Flw1e p{::-pu nqu E\.1|q‘lrt1zk'lady normalne
o nieznanych, ale rownych wa_rmncmch (o = o5). ) .mL]m PTZypad!qu, el
proby losowe sa male, poslugujemy si¢ statystyka testowq o rozkladzie t-Sgy.
denta z n + 1, — 2 stopniami swobody:
T - Xi-Xa

ST 1 (5.13)
Ebl +”..1:.1t s ]
\ mtm =2{m 1y
Jesli praby sa duze, to przy tych samych zalozeniach, w charakterze
sprawdzianu Hg:m = nig, wystepuje si@lyﬁiyka definiowana wzorem:
A e e U ;. (5.14)

2 2
NS

We wszystkich wymienionych wyzej przypadkach, weryfikacja H;
przebiega w analogiczny sposéb jak w testach parametrycznych doty-
czacych sredniej w populacji. Hipoteze zerowa odrzucamy — na przyjetym
poziomie istotnosci - jesli empiryczna warto$¢ wykorzystywanej przy wery-
fikacji statystyki testowej nalezy do zbioru krytycznego. W przeciwnym
przypadku stwierdzamy, ze nie ma podstaw do odrzucenia H;.

Zalozmy, ze w celu poréwnania przecigtnego stazu pracy pracow-
nikow w dwdéch zakladach nalezacych do tej samej branzy wylosowano -
z kazdego z nich - proby o liczebnosciach m = 60 pracownikow oraz 1, =82
pracownikéw. Z wynikéw préb obliczono: ¥, = 6,8lat, s, =1,7 lat, x; =8,21at,
5, = 2,51at. Na poziomie istotnoéci 0,01 nalezy zweryfikowac hipoteze 0 10w-
nosci srednich stazy pracy w populacji pracownikéw obydwu zakladow.
Zakladamy, ze wariancje w populacjach s jednakowe.

Hipoteza zerowa zaklada, Ze Srednie w obu populacjach, z ktorych po-
chodza proby, sa jednakowe, a hipoteza alternatywna stwierdza, ze §rednie
roznia sie miedzy soba. Mamy wiec:

Ha:my =m,,
Hyimy #m,.

W przykladzie mamy do czynienia z duzymi probami losowymi. Wa-
riancje w populacjach - jakkolwiek nieznane - sa jednakowe. W takim przy-
padku w charakterze sprawdzianu Hy uzyjemy statystyki testowej (5.14):
Empiryczna wartosSc tej statystyki jest réwna:

6,8-8,
Fi— | . 24 f_“ﬁ[l.82 = 3’?5'
J60-1,72 +82-2,52

Przy pozio‘mie istotnosci 0,01 i dwustronnym obszarze krytycznym
odezytana z tablic dystrybuanty rozkladu normalnego N(0,1) warto§¢ wy-
nosi: 2y = 2,58. Ze wzgledu na to, ze |z|=3,75> z, =2,58, statystyka oblicz0-
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12 Z proby snalazla sie w obszarze krytycznym. Przyjmujemy wee
lv;nwaﬁ!; se érednie staze pracy pracownikéw w populacjach badan)fci':

sakladow rOznia sig istotnie.

5.2.2. Testy istotnosci dla wariancji i dwéch wariancji

Wariancja jest podstawowym parametrem opisujacym rozklad cechy
” pL'-pll]d’Cii gcncmlnq. Parametr ten charakteryzuje rozklad w sposob bez-
P.‘-.:;rcd ni (tak jest w prlz.y pal.rﬂ-:u lruzk]adfu‘ lwrmalneg.o} badz tez jest wyko-
rzystywany przy ocenie takich wlasnosci rozkladu, jak asymetria czy kur-
toza.

Testy istotnosci dla wariancji w populacji o rozkladzie normalnym
opieraja si¢ Na estymatorach wariancji z proby (prob) losowej $? oraz &2

okreSlonych nastgpujaco:

52 =1 (x; - %) 1ub 62 =33 (3,~X) )
i=1

nin n-1

Jak latwo zauwazyc:
157 - E(%, -X) oz i-D§ =56 ) 63
el i=1

Niech badana cecha w populacji ma rozklad normalny N(m,c) o nie-
znanych parametrach. Z populacji tej pobrano n-elementowq probe lo-
sowq prosta, na podstawie ktorej nalezy zweryfikowac hziputezg ZErowq
Hyo® =i, gdziec” jest wariancja w populacji, natomiast o — hipotetyczna
wariancjq. Hipoteza alternatywna moze mieé r6zna postac, a mianowice:
Hio? #02%; Hyo?>ol lub Hyo® <op. Najezescej jednak przyjmuje si¢
hipoteze alternatywna z prawostronnym obszarem krytycz[ly_m, gdyz za-
awyczaj sytuacje, w ktorej wariancja zmiennej w populacji jest wysoka,
uznaje si¢ za niekorzystna. Przy prawostronnym obszarze krytycznym, war-
tos¢ krytyczna 12 odczytujemy z tablic rozkladu chi-kwadrat przy ustalo-
nym poziomie istotnosci e i n-1 stopniach swobody. Jesli spelniona jest re-
lagja ¥ 242 — hipoteze zerowq odrzucamy. W przeciwnym prz-ypadku
stwierdzamy, ze brak jest podstaw do odrzucenia hipotezy zerm:e]. Aot

W przypadku n< 30 sprawdzianem hipotezy zerowej Hy:o™ =00 J¢
statystyka okreslona wzorem:

3 (n=1)S200 1 2 5.17)
Iz=£r=(” 2) =__?£(Xi—f) : (
ol oL Gp =

ot ; swobod

Rozklad chi-kwadrat zmierza — przy WZroscie liczby Stopn;t::t:ajqeﬁ
n-1-do granicznego rozkladu normalnego- Zbieznosc ta jes N :

duza juz dla n> 30. Korzysta sie wowezas 2 przeksztalcenia:

Z=42" _W=,{jﬁ-,{z’u; 3.

(5.18)
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Zmienna Z ma rozklad as:,-mpluly.fznie normalny N(0,1). Wartogé i
tyczng testu odczytujemy zatem Z tablic dystrybuanty Standary;.;mvanegn
rozkladu normalnego. ;

Przy stosowaniu testu (-Studenta dla nn.ﬂych prob przy “’ET}’fikacji
hipotezy 0 réwnosci srednich w d‘wéuh p.O}r'rulac]ach wymagana jest rownogé
wariancji w poréwnyvian_\,rn.;h :f_bim'mlvoscmzh generalnych. Do weryfikagjj
hipotezy zerowej Hy:oq =99 wobec hipotezy alternatywne) Hﬁﬁibsﬁ (taka
postac H, jest najczgsciej wykorzystywana) uzywa si¢ wariancji S2 ora Sf
obliczanych z dwéch niezaleznych prob losow ych o liczebnosciach réwnych
odpowiednio 1 in,. Do weryfikacji Hy sluzy statystyka testowa o postaci

S
b3

|

= (5.19)

Lris
Ll Y

Statystyka (5.19) ma rozklad F-Snedecora (krotko: rozklad F) z my -1
oraz 1 — 1 stopniami swobody. Wartos¢ krytyczna testu odczytujemy z tablic
rozkladu F-Snedecora przy ustalonym poziomie istotnosci a i liczbie stopni
swobody m —1oraz i, —1. W przypadku gdy F 2 F;, hipotezg zerowa odrzu-
camy na korzys¢ hipotezy alternatywnej.

Zalozmy, ze trener lekkoatletéw zamierza poréwnac regularnosc wy-
nikéw osiagnietych w skoku w dal przez dwdch sportowcow. W tym celu
wylosowal wyniki 8 skokéw pierwszego zawodnika oraz 9 wynikow dru-
giego sportowca. Wyniki losowania byly nastgpujace (w n1):

Ferwszy zawodnik | 748 | 7.88 | 800 | 715 | 7,2

762 | 7.83 | 803 | 797 | 7.17

73 |7 [ 738 ] = |
808 | 792 | 7.9 | 758 |

:'Drug-i zawodnik

Nalezy - na poziomie istotnosci 0,05 — zweryfikowac hipoteze o jed-
nakowej regularnosci wynikéw uzyskiwanych przez obydwu zawodnikow.

Zadaniem naszym jest weryfikacja hipotezy zerowej Hy:c7 =a}, Wo-
bec hipotezy alternatywnej Hy:a; >c3. Z wynikéw pobranych prob loso-
wych obliczamy: &2 =0,1072 oraz $2 =0,0837. Na podstawie wzoru (5.19)
otrzymujemy:

_ 01072 ~128,
0,0837

Dla poziomu istotnosci o = 0,05 oraz n,—1=71nm, —-1=8 stopni sW0-
de_y odezytujemy wartos¢ krytyczna F, =3,5. Poniewaz F=128<E =35
st\:\rlerc.lzamy, ze brak jest podstaw do odrzucenia H;, ze wariancje wynikow
osiagnietych w skoku w dal przez obydwu zawodnikéw s3 jednakowe-

5.2.3. Tesly istotnosci dla frakcji i dwoch frakcji

A Ti-"illSt?t_HCﬁCi dla frakcji (nazywany réwniez testem dla pmpﬂl‘cii' °‘_i'
. wskaznika struktury, prawdopodobienstwa) sluzy do sprawdzania
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hipotez = udziale w populacji generalnej jednostek posiadajacych WYz
niony wariant cechy. ‘l ”
W rozpatrywanym tescie zaklada sig, ze populacja generalna
rozklad pinomialny z parametrem p. Parametr ten jest wielkoscig nieznar:a
a okresla Pm“'d“Pn_d.“bl-.-:nstwo, ze badana cecha w populacji PI’Z}’imuﬂé
jedna 2 dwch mozliwych wartosci. Dla takiej populacji chcemy zwerj'-
fikowaé hipotezg ZErowa, 2¢ bz rametr p ma okreslonq wartos¢ py (Hy: p = P):J
Hipote2 alternatywna moze by¢ zapisana w trojaki sposcb: Hl:P=;a;
BT 00} G S.Pfﬂwdzmnem hipotezy zerowej dla préby o liczeb-
noéci 12 100 jest nastepujaca statystyka:
m

Pa

!
= —W (5.20)
n

gdzie m oznacza liczbe elementéw wyroznionych w n-elementowej probie.
Statystyka (5.20) ma — przy zalozeniu prawdziwosci hipotezy zerowej —
rozklad asymptotycznie normalny N(0,1). Polozenie obszaru krytycznego
w rozkladzie tej statystyki zalezy od postaci hipotezy alternatywnej, a jego
wielkos¢ okresla przyjety poziom istotnosci .

Przy badaniu dwu skoriczonych populacji generalnych ze wzgledu na
wyrézniong ceche, sachodzi koniecznosé weryfikacji hipotezy o réwnosci
wskaznikow struktury w obu zbiorowosciach. Zaklada sie wowczas, ze po-
pulacje te maja rozklad dwumianowy z parametrami réwnymi odpowiednio
p, oraz p,. Z populacji tych nalezy pobrac dwie niezalezne préby (m 2100
i n, 2100). Na podstawie wynikéw tych préb ustala si¢ frakeje:

pi =" oraz p} =2, (521)
Th L)
gdzie m, oraz m, oznaczajy liczbe elementéw wyr6znionych odpowiednio
w pierwszej i drugiej probie.
Hipoteza zerowa zaklada tu, ze wskazniki struktury w npu popula-
cjach s identyczne (Hy:p; =Ppa): wobec hipotezy alternatywnej sfpr.mulo-
wanej z uzyciem jednego z trzech znakéw: #, > lub <.Do weryfikacji Hy Wy-

korzystuje sie statystyke testowa o postaci:

Ltk “P‘.'.' (5.22)
U
n
gdzie: g =011 715 n= Lo
o+, my+ M

Statystyka (5.22) ma, przy zalozeniu prawdziwoﬁ'i hgiépii'zt};;f;a:
asymptotyczny (graniczny) rozklad normalny N(0/1). Warto Ra
testu odezytujemy wigc z tablicy dystrybuanty standaryzowanegd
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R

normalnego, przy zalozonym poziomie istotnoscia (stosownie do postaci ;.
potezy alternatywnej). Brak podstaw do odrzucenia H, oznacza, 7e obie

proby pochodzg z tej samej populacji.

Zalozmy, ze mamy zweryfikowac PI';’.}"]."'US?’,CKCI_’[IIL‘_. ze palacze papie.
rOSOW sl'nmm;iq jednakowy odsetek wsrod knhin;h MEZCZyan: W celu spray.
dzenia tego sadu wylosowano 500 I'I!Q:".Ci-’.}'?ﬂll 600 kobiet. Qkﬂ‘zalu i
wérod mezezyzn bylo 200 palaczy, a wsrod kobiet 250, NET poziomie istotnog;
0,05 zweryfikowac hipotezg, ze odsetek palacych papierosy wsrdd kobiey

i mezczyzn jest jednakowy.

Mamy wigc: Hy: py = Pas wobec Hy: py # p,. Z wynikow préb obliczamy;

- r - & 5“
i NI s R A D L Rk R 250 - 0,41; 7=0
P T 500 =04 P n, 600 P +n, 1100 T
~ 500-600

N=—- - 3?2,?2? =273
500 + 600

Korzystajac ze wzoru (5.22) obliczamy wartosc z:
=093 rien
]9-:‘_1_:_‘_‘59
V' 27
Z tablic dystrybuanty rozkladu normalnego N(0,1) odezytujemy - dla
dwustronnego obszaru krytycznego i poziomu istotnosci 0,05 ~ wartosc kry-

tyczng z, =1,96, gdyz F(z,)=1- ’2” =(,975. Poniewaz zachodzi nieréw-

&

nosc: z =0,671< z;, 45 =1,96, wigc z prawdopodobienstwem popelnienia blg-
du I rodzaju na poziomie 0,05 mozemy stwierdzi¢, ze brak jest podstaw do

odrzucenia H,, ze palacze papieroséw wystepuja jednakowo czgsto wsréd
kobiet i mezczyzn.

5.3. Nieparametryczne testy istotnosci

Nieparametryczne testy istotnosci, w przeciwienstwie do parame-
trycznych, nie wymagaja zadnych zalozen co do rozkladu badanej cechy
w populacji generalnej. Stad tez sa one nazywane testami niezwiazanymi
z rozkladem zmiennej. W nieparametrycznych testach istotnosci weryfiko-
wana hipoteza zerowa, odnoszac si¢ do rozkladu badanej cechy w POPUIaCji
generalnej, nie precyzuje wartosci jego parametrow. W szczegdlnosci sa oné
stosowane w zastepstwie testow parametrycznych, gdy proby losowe s
male, '?' postulat normalnosci rozkladu w populacji nie moze by¢ spelniony.

; ltesty nieparametryczne sq przydatne zwlaszcza wtedy, gdy skala po-
miaru jest slabsza niz wymagana przy stosowaniu wnioskowania parame:
trycznego. Testy te wyr6zniaja sie prostota budowy i malo ucigzliwymi ra-

Weryfikacja hipotez statystycznych

1umkﬂ""i- Jednakze w_poréwnaniu z testami patameteycznymi, majs
j.u,w).-cp;ai mniejsza moc-.
Aeles

W abiorowoscl testéw nieparamelrycanych wyrdnia se tzy.pod
wowe grupy: testy ngc:!noscn, testy lnsu:wuscl oraz testy niezaleznosci,
f’?"’l zgodnosci i losowosci dotycza zagadnien zwigzanych z analizg struk-
:Ei;;biornwu:ici. 'I“e::ral y niez;j.le'znos'c_i_slu:::ﬂ -przede' Wszyr.stkim o Wi
ania O zwigzku miedzy zmiennymi }aknsm_ow)tml, chociaz mozna sie nimi
w:q]ugiwaé rowniez w odniesieniu do cech ilosciowych. Zostang one zapre-
;;I::]l':lm!.‘\-‘aﬂl.‘ w nastepnym, szOstym rozdziale, poswigconym metodom anali-
P p.rspcilzalt:Znuscn zjawisk. : oic/
" W odniesieniu do wszystkich wymm,emonych grup testow nieparame-
trycznych zaklada si¢ spulntmme nastq:}?umcyc.h wz&runk-:&nf":.
1) duza liczebnoéé proby n w poréwnaniu z liczebnoscia populacji ge-
neralnej N, 3 P -
2) proba powinna byc Pmbfl ]_DSOWE'[_Pr'ostq (losowanie niezalezne),
3) poziom istotnosci o. powinien by¢ réwny 0,05 lub 0,01.

5.3.1, Test zgodnosci chi-kwadrat (13

Nazwa testu pochodzi od uzywanej w nim stat)-r?tyki (majacej asymp-
totvezny rozklad 1 *) oraz kojarzona jest z nazwiskiem jego tworcy - K. Pear-
L S e 7 i : dnosci y* Pearsona. Statys-
sona. Stad tez czesto uzywa sig¢ nazwy: test zgodnoscl
tyka ¢* jest tu definiowana nastepujaco:

5 o (e (5.23)
Aiis s NP :
dzie n, oznacza liczebnosci empiryczne (zaobserwowane w prdle)a i
ﬁ czebnosci teoretyczne (oczekiwane). Jak wynika ze wzoru (5235‘];'5‘;1&%3; rulg
bylo odchylen wartosci empirycznych Dd_ ’feoret}' czt:ly-.‘:h, wa:ril:)ati: : D?;tlzgu
(5.23) bylaby réwna zeru. Przypadek taki jest racze) ll'uESP; y 'ey‘rzeczyl}’
tez bada si¢, jak duze moga by¢ dopuszczalne roznice, a ijr-:lvar? )
zgodnosci obserwacji empirycznych z hipotetycznymi (oczexiwal Y:;kiadu
Stawiana w tescie istotnogci hipoteza Hy doty & zg{ﬂiingsfuf}'buanw
empirycznego z rozkladem hipotetycznym 0 Znanej BAZE mzl}:lad jest in-
F(x). Hipoteza alternatywna H, zaklada, ze weryhkoﬂal.;}f (sa to hipotezy
nego typu. Formalny zapis tych hipotez jest nastepujacy {
nieparametryczne):

: i wdopadobienstwo

*Pod pojeciem mocy testu dla okreslonej hipotezy mm&‘; ﬁtﬁr?ﬂt “l:i?f: zwigzand

odrzucenia hipotezy alternatywnej, gdy jest ona [alsz}'\'-'amac testu, 0znaczana symbolem
2 prawdopodobiefistwem papelnienia bledu I rodzajut (B

1-P, jest zatem tym wieksza, im P jest mniejsze.
3 : , 5. 279,
A. Zelia§, Metody statystyczne, PWE, Warszawa A000¢E
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Hg: F(x) = Fy (%),

H,: F(x) # Fy (%) (5.24)
gdzie F,(x) jest okreslona, hipotetyczna postacia d_',flstr_vl'%m;-mly (np. rozklady
normalnego, Bernoulliego czy Poissona). Do \\'L‘l‘)-‘rlkﬂt]‘l H" wykorzystuje sie
statystyke (5.23). Ma ona - przy zalozeniu prawdziwosci Hy — asymptotycz.
ny rozklad chi-kwadrator—1lubr - k - 1stopniach ?'.wobndy. W tym drugim
przypadku liczba k odnosi si¢ do liczby parametrow rozkladu hipotetycz-
nego oszacowanych na podstawie wynikow proby losowej.

Obszar krytyczny w tym tescie huguiu sig zawsze prawostronnie, tzn,
tak, aby spelniona byla relacja: P(;.:2 22 ) = . W przypadku gdy zachodzi:

?‘.: s x,':, to H, nalezy odrzucié (réznica migdzy rozkladem empirycznym
a hipotetycznym jest statystycznie istotna). W przeciwnym przypadku nie
ma podstaw do odrzucenia Hy. Stwierdzajac zatem brak podstaw do odrzu-
cenia hipotezy H,, nie mamy powodoéw, by kwestionowac zgodnosc roz-
kladu badanej cechy w populacji generalnej z przyjetym rozkladem hipote-
tycznym.

Test zgodnosci 1 * Pearsona mozna stosowac zarowno dla zmiennych
losowych ciaglych, jak i skokowych. W tym pierwszym przypadku nalezy
dokonaé klasyfikacji wynikow préby do r rozlacznych klas. W literaturze
przedmiotu obserwuje si¢ wyrazny brak zgodnosci pogladow zar6wno co do
ogdlnej liczebnosci proby losowej, jak rowniez minimalnej liczebnosci w po-
szczegolnych klasach. Polska norma PN-83/N-01052.07 zaleca, aby liczebnos¢
proby wynosila co najmniej 100, liczba klas byla réwna: 10-25, a minimalna
liczebnosé empiryczna w poszczegolnych klasach - nie mniejsza od 5, Jezeli
w rozkladzie empirycznym w pewnym wariancie cechy lub klasie wystepuje
liczebno§¢ mniejsza od 5, to nalezy dokonaé polaczenia sasiednich klas.

Technikg stosowania testu zgodnosci y° zilustrujemy przykladami,
w ktorych bedziemy weryfikowac hipotezy o zgodnosci rozkladu empirycz-
nego z rozkladami hipotetycznymi: normalnym, dwumianowym i Poissona.

Zaldzmy, ze losowa praba n = 200 niezaleznych obserwacji wagi no-
worodkow (w kg) dala nastgpujace wyniki:

Waga L0-14 | 1418 1,8-2,2 2,2-2,6 2,6-3,0
Liczba noworodkéw 15 45 | 70 | - 50 | 20

Na poziomie istotnosci 0,05 mamy zweryfikowac hipoteze, ze rozklad
wagi noworodkow jest rozkladem normalnym.

Sprawdzana hipoteza zerowq jest tu: Hy: F(x) = (), gdzie Fy(x) jest
dystrybuanta rozkladu normalnego, a hipoteza alternatywna: Hy: F(x) # Fy (%)

4 S : e
Por. M. Maliriski, Weryfikacjn hipotez statystycznych wspomagana komputerowo, Wydaw=
nictwo Politechniki Slgskiej, Gliwice 2004, s. 214.
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parametry rozkladu normalnego (tzn. wartogé oczekiwa
3 Smndardowc) szacujemy na podstawie wynikow préby.
1o kg OTaz s = 0,43 kg. Pozostale obliczenia niezbedne do w

[ Ft;ki G 23) s P,-;:cpmwa-;lzone w tab. 5.2,
tys 4

na i BdChYle-
Otrzymujemy;
YZnaczenia sta-

Tab. 5.2. Obliczenia pomocnicze

e —— T |
Eo [ | s | s [

n
!____ﬁ__-i =T f’_]_g?___ 0,082 0,082 16,4 uTz
_l_,B |l N _45_ ' ___(1,415.__ 0,323 0,241 48,2 0,21
| _.zz—--_.i“-".’,? i _ _-_Hl._rm 0,677 0,354 70,8 0,01
L ‘ 0 | +149 0918 0,241 182 007
s = B z 0,082 16,4 0,79
e I S O I

Zrédlo; obliczenia wlasne.

Wartosci x; wystepujace w pierwszej kolumnie tab. 52 dotycza
gormych granic przedzialow klasowych. Symbolem F(z;) oznaczono wartosci

%~ Tak wiec, zachodzi relaja:

dystrybuanty rozkladu N(0,1) w punkciez; =

Fz;)= F[If -X )s (5.25)

5

Z uwagi na to, ze suma prawdopodobienstw p; powinna by¢ réwna 1,
prawdopodobieiistwo dla ostatniego przedzialu wyznaczono jako1-F(z;)-

Wartosci dystrybuanty F(z;) odezytano z tablic rozkladu normalnego
N(0,1), a prawdopodobienistwa p; obliczono nastepujaco: p; =F(z;_)—F(Z.~.I)-
Warto§¢ krytyczna testu y2 zostala odczytana z tablic rozkladu chi-kwadrat
dla poziomu istotnoéci o oraz 5-2—1=2 stopni swobody. Wartosc ta jest
rowna y2 =5,991. Ze wzgledu na to, ze: 2 =1,2<%2 =5199].' brakuje pod-
staw do odrzucenia hipotezy, ze rozklad wagi noworodkéw jest rozkladem
normalnym. hinot zgodnosci 10z-

W kolejnym przykladzie zweryfikujemy hipoteze O :
Kadu Empir;'cinegi : rozkladem lj'l”oissona. Rozklad Poissona dotyczy
zmiennej losowej skokowej (dyskretnej). :
. Na200 pole!tkach, z k:éry}::h kazde mialo powierzchnig 30 m? ustalono
liczebnosci roslin ostu. Otrzymano nastepujace wyniki:

|Li¢1ba roélin ostu 0 1 2 “ “
E"ﬂ’a poletek 22 58 65 “"

v rozklad
Na poziomie istotnoéci 0,05 nalezy zbadac, czy otrzymany

“Mpiryczny jest zgodny z rozkladem Poissona.
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Jak wiadomo, rozklad Poissona zalezy od iui:‘llwgn pa rametru . Ponje.
waz do wyznaczania prawdopodobienstw p; kumcczna.;ust ZNAJomOsE tegy
parametru, nalezy go oszacowac’._'(l‘mcnq parameltru A jest Sreqlllﬂ arytme.
tyczna z proby. Wynosi ona X =..l’t}' W -:cllu wyznaczenia prawdg.
podobienistw p; korzystamy z funkcji okreslonej wzorem:

k
P(X = K) =%_ e dla k=0/1,2,3,4,5. (526

Ostatni wariant cechy w szeregu empirycznym ma liczebno§é mniej-
sza od 5. Polaczono go zatem 2 wariantem przedostatnim. Eaczna liczebnog¢
ostatniego wariantu jest wigc rowna 10.

Prawdopodobienstwa p; mozna rowniez odczytac z tablic rozklady
Poissona, przy czym ostatnie prawdopodobienistwo jest dopelnieniem do
jednosci. Kolejne etapy obliczen zwiazanych z wyznaczaniem statystyki y?
przedstawiono w tab. 5.3.

Tab. 5.3. Obliczenia pomocnicze

T 1, | P ! np, n — np | M
' | ! | | np; |
W 2 T T | SRR ] 213
i S | T T A ) 0,03
S T
5T o T e T D8 0,02
4 10 | o081 T ) 2,37
Siwigeh | 10 | 004 TEEL | 12 | Do
Razem | 200 1000 | 2000 | X ¥ =695

Zradlo: obliczenia wlasne.

Na podstawie wynikéw proby szacowano jeden parametr (k=1),ar-
waobec polgezenia klas - jest rowne 6. Liczba stopni swobody wynosi zatem:
r—k-1=6-1-1=4 Z tablic ®ozkladu y* dla o =0,05 i 4 stopni swobody
odczytujemy wartos¢ krytyczna x> =9,488. Ostatecznie mamy WigC
1 =6,95< 32 =9,488, wobec czego nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy
zerowej. Z prawdopodobieristwem popelnienia bledu I rodzaju na poziomie
0,05 mozna zatem twierdzic, ze rozklad liczby roélin ostu na po]etkach jest
rozkladem Poissona.

Zalézmy, ze w pewnej firmie zbadano liczbe lekkich wypadkow przy

pr}e:cy. Otrzymano nastepujace wyniki zaobserwowane w ciqgu ostatniego
roku:

Kolejne godziny pracy 1

7
Liczba wypadkéw 18 10 12 14 15 20 20

]

3]
£=
o
o

Weryfikacja hipotez statystyczn
ych
LS

iomie istotnosci 0,05 ma 7 ¢
Na hnsz“""_ 15- o my .ZWEI'}'[']kDWaf hipotezeg, ze rozklad
y wypadkow jest roziiadem dwumianowym z parametrem P:L

liczb
: ) 3

Sprawdzana hipotcan BexoVia Joe s 01 ) STy (I anest T
alternatywnej F: F(x) = Fy(x), gdzie F(x) jest dystrybuanty rozk!adif dw?i
mianowego- Niezbedne obliczenia zwigzane z weryfikacja hipotezy e
zawiera tab. 5.4.

Tab. 5.4. Obliczenia pomocnicze

% & np; (n ~np,)’ (m = np,)*
. BN np,
[y 18 15 9 050
i R » =
T 15 5 %
A R _ 15 1 it
ameic—— | 15 ¥ 15 0 000
[ 15 % 167
l_—_; __--...._” L 15 %5 1,67
5 8 11 _ 15 16 1,07
" Razem | 120 120 X P=1735

7rédlo: obliczenia wlasne.

Z uwagi na to, ze wartos¢ parametru p w rozkladzie dwumianowym
zostala z gory okreslona, liczba stopni swobody jest rowna: 8 -1=7. Odczy-
lana z tablic rozkladu > dla poziomu istotnosci @ = 0,051 7 stopni swobody
wartosé krytyczna wynosi: %o =14,067. Poniewaz 12 =7,35< 2= 14,067,
wigc nie ma podstaw do odrzucenia H,, ze rozklad liczby wypadkow w ko-
lejnych godzinach pracy jest rozkladem dwumianowym.

5.3.2. Test losowosci proby

Jak wiadomo, wnioskowaniem statystycznym nazywamy proces '-’-05‘51‘_
niania wynikéw otrzymanych z préby na cala populacﬁ generalna, ktf’fai
ona pochodzi. Aby uogdlnienie to dawalo satysfakcjonujace rezu:'ltatj,,’, prob:
musi mie¢ charakter losowy. Do weryfikacji hipotezy © losowosci proby naj-
Czesciej wykorzystuje sie test liczby serii. o

Seria jest gekv:renc?q elementéw jednego rodij“:_Prde VR ?ftdry‘_:h
Wystepujq inne elementy lub nie ma zadnego. Wyjasnienie tej definicji —przy
UZyciu symboli a i b — przedstawia ponizszy schemat

aga  bb a bbbb aa bbbbb aaaad

¢ y : = . § &
seria seria seria seria seria §ema seri
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W sekwencji symboli przedstawionei na powyzszym schemacie jest
k = 7 serii. ‘ ‘

Przypusémy, ze z }’UPi{lf‘Cii ge}n.eralnm 3 :?kreslonym‘ rozkladzje
pobrano probe (¥, Xz - x,) 0 hczebrlo§c1 n e]‘s-_*m.en tow. Zakla da|qf:, ze poja.
wianie sie kolejnych elementow w prébie ma char a‘kher loso‘wy, 0golna liczh,
serii w ciagu n-elementowym jest traktowana jako zmienna losowa g
Zmienna ta ma znany i stablicowany rozklad (tablice rozkladu liczby serij),
Hipotezy: zerowa i alternatywna, sq tutaj formulowane nastepujaco:

H,: proba jest losowa,

H,: préba nie jest losowa.

Wartosc statystyki z proby wyznaczamy w nastepujacy sposob;

1) kolejne obserwacje w probie tworza n-elementowy ciag PﬂdSIEWUW}r'

2) obserwacje porzadkujemy rosngco i wyznaczamy z nich mediane
(Me),

3) w ciggu podstawowym w miejsce wartosci x;(i=1,2,...,1) wpisuje-
my symbole:

a, jesli x; < Me,

b, jesli x; > Me,

x; =Me pomijamy,

4) w otrzymanym ciagu symboli zliczamy utworzong liczbe serii k,
ktéra jest wartoscig statystyki K otrzymana z proby.

Obszar krytyczny testu liczby serii jest dwustronny, gdyz zaréwno
wystapienie zbyt malej, jak i zbyt duzej liczby serii zaprzecza losowemu cha-
rakterowi préby.

Z tablic rozkladu liczby serii odezytujemy dwie wartosci krytyczne: k
oraz k,, w nastepujacy sposdb:

k, dla % oraz m i n,,

k; dla1- % oraz m i 1y,

gdzie m i n, (m + m, = n) oznaczajq odpowiednio liczbe elementow oznaczo-
nych symbolami ai b, natomiast o jest przyjetym z gory poziomem istotnosci.
W celu podjecia decyzji weryfikacyjnej poréwnujemy empiryczna liczbe
serii z wartosciami krytycznymi k, i ky. Jezelik < k< k,, to nie ma podstaw do
odrzucenia H, 0 losowosci proby. Gdy natomiast wystapi alternatywa: k <&
lub k 2 k;, odrzucamy H,, na korzy$¢ H,. Oznacza to, ze préba nie ma charak-
teru losowego.

Zwrécic nalezy uwage na to, ze zaprezentowany powyzej sposob po-
stepowania jest wlasciwy dla m,n, < 20. Dla takich liczebnosci mozna od-
czytac z tablicy rozkladu liczby serii wartosci krytyczne k, i k,. Jezeli wyste-

puje m, 1, > 20, zmienna losowa K zmierza — asymptotycznie — do rozkladu
normalnego.
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Zalozmy, 7€ W celu oszc_wcowania sredniej liczb
;nqtalﬂ"""“"f"':h w blokach mu;szkaln}'?h_pr_zy pewnej ulicy, wylosowana 17
bl;;:l-:ﬁ“* i otrzymano nastepujace wyniki (liczba zainstalowanych jednostek
 termetu): 60, 57, 55, 50, 49, 36, 34, 32, 31, 30,29, 27, 25, 23, 21, 20,19, Mamy =
= P“Eiomie istotnosci a = 0,05 - zweryfikowa¢ hipoteze, ze wybér blokaw
do préby byl losowy. 7

Hipoteza zerowa ma tu postac Hy: proba jest losowa, natomiast hipo-
jeza alternatywna H‘_: Proba nie ]-::_'st‘ losm:ua. Aby zweryfikowaé H, testem
liczby serii, nalezy najpierw 2 wy.mk.ow proby losowej obliczyé mediang, Po-
s 1= 17, n-.edw_mn 5e5t_dzmw1qtym_ z kolei wynikiem, czyli Me = 31,
Uzywajac symboli a 1 b zamiast wartosci x; w ciagu podstawowym otrzy-
mujemy nastepujacy clag:

bbbbbbbbaaaaaaaa
w ktorym liczba serii k = 2. Liczba elementéw a wynosi n, =8, liczba eleme-
atow b jest rowna m, =8. Z tablic rozkladu liczby serii odczytujemy dla

«=0,05, tzn. dla % =(,025idlal —% =0,975, wartosci krytyczne k; =3 oraz

y jednostek internety za-

k, =12 Z uwagi na to, ze k =2< k, =3, hipoteze zerowgq o losowosci préby na-
lezy odrzuci¢ (otrzymalismy zbyt mala liczbe serii).

Test liczby serii, sluzacy do badania losowosci proby, mozna rowniez
stosowac dla cech jakosciowych. Zalézmy, ze obserwowano plec studentow
zglaszajacych sie kolejno na egzamin. Otrzymano nastepujacy ciag (M -
mezczyzna, K - kobieta): K, K, K, M, K, K, KMMKKKKKKKMKK,
M. Mamy sprawdzi¢ — na poziomie istotnosci 0,05 - czy kolejnosé wehodze-
nia na egzamin miala charakter losowy.

W otrzymanym ciaggu liczba serii k = §, przy czym r =15 oraz n, =5.
Wartosci krytyczne odczytane z tablicy rozkladu liczby serii wynoszq: k=2
ik, =9 Tak wiec zachodzi nastepujaca relacja: k =2< k=8<k, =9 Oznacza
to, ze brak jest podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej o losowosci proby.

ZADANIA

~ 5.1.Zgodnie znorma waga konserw migsnych powinna by¢ rowna 250 5;4‘5\’ -
riancjg 25 (g)*. Zakupiono 100 konserw, ktorych Srednia wa_ga_wj’rlmslg as-
akladajqc, ze rozklad wagi konserw jest normalny, zweryfikuj hipOtezer e D‘EIBa
konserw nie rgzni sie od wagi przewidzianej norma. Przyjac poziom B 'li ;10
52 Uczniowie pewnej lokalnej szkoly Sredniej, W liczbie uu'cg;]&dﬁieéie
Nej 2 réznych odlegloci. Uzyskali oni ze sprawdziand windon! d 5 5.Po
Wspolezesnym $redniq liczbe punktéw réwna 30 2 odchyleniem standar n‘;{l?ci:;nﬁ
PEWNYm czasie uruchomiono stala komunikacje migdzy szkolq a mleg:jaaﬁ"ﬁhdd:
! 1~:‘t(_i'l')’tih mieszkali uczniowie. Ponownie przeprowadzony B ehsﬂl'eﬁ
Mosci tych uczniéw dal érednia liczbe punktéw réwng 35, 2 lyp‘{:;}::lezg e Z0r-
IMiennogei 29 « Xyp < 41 Na poziomie istotnosei 0,05 z“’er}'ﬁkowaé P A
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gﬂmznwﬂnig uczniom dojazdu do Sikﬂly polopszy]o ich wyniki w nauce, Wy.
korzystac lewostronny obszar krytyczny.

R uzytkowania baterii R-14 ma rozklad N(m,100). Wylosowano 25 pa.
terii tego typu i stwierdzono, Ze Sredni czas ich uzytkowania wynosil 3000 godzin,
Producent baterii twierdzi, ze sredni czas ich uzytkowania jest rowny 3100 godzin_
Przyjmujac poziom istotnosci 0,02, zweryfikowac hipotezg, Ze sredni czas uzytko-
wania baterii rozni sig od czasu podawanego przez producenta,

5.4. W wylosowanej niezaleznie prébie 81 zakladéw zbadano koszty wlasne
produkeji pewnego wyrobu. Z wynikow proby otrzymano X = 540 zl oraz 5 =150 7,
Przy poziomie istotnosci 0,05 zweryfikowac hipoteze, Ze srednie koszty wlasne w po-
pulacji wszystkich zakladow sa rowne 500 zl.

5.5. W instytucji ubezpieczeniowej A wylosowano 100 szkod komunikacyj-
nych, a w instytucji B - 150 szkad, Sredni okres likwidacji szkod w instytucji A wy-
niosl 40 dni z odchyleniem standardowym 10 dni. W instytucji B Sredni okres likwi-
dacji szkod byl réwny 55 dni, przy wariancji wynoszace] 144 (dni)”, Na poziomie
istotnosci 0,01 zweryfikowac hipoteze, ze:

a) éredni czas likwidacji szkody w instytucji A byl krotszy niz w instytucji B,

b) zroznicowanie okresu likwidacji szkody w instytucji B bylo istotnie wigksze
niz w instytucji A.

5.6. Prezydent pewnego miasta stwierdzil, ze srednia powierzchnia sklepow
w jego miescie wynosi 100 m%, przy wspolczynniku zmiennosci 20%. W celu weryfi-
kacji :;cego stwierdzenia wylosowano 70 sklepéw i otrzymano nastepujace wyniki
(wm?):

[Powierzchnia | 50-70 | 70-90 | 90-110 [110-130]

Liczba sklepéw | 10 7| a1 o [ iR

Na poziomie istotnosci 0,04 zweryfikowac hipoteze, ze prezydent zawyzyl
zaréwno Srednia powierzchnie sklepow, jak réwniez dyspersje powierzchni.

5.7. Z dwoch kompanii wojskowych wylosowano po 12 szeregowcow.
Wariancja wzrostu wylosowanych szeregowcow w pierwszej kompanii wynosila
§2 =5,76 (cm)’, a w drugiej § =5,41 (cm)?. Zakladajac, ze rozklad wzrostu sze-
regowcow w obydwu kompaniach jest normalny, zweryfikuj hipoteze, ze wariancje
wzrostu w obydwu kompaniach sa jednakowe. Przyjac poziom istotnosci 0,05.

5.8. Twierdzi sig, ze polowa wypadkow drogowych jest efektem nadmiernej
predkosci jazdy. Okazalo sig, ze na 330 wypadkéw, 67 bylo wynikiem nadmierne]
predkosci. Czy — na poziomie istotnosci 0,05— mozna potwierdzic obiegowa Dpiﬂi??

5.9. Przypuszcza sig, ze dyspersja miesigcznego spozycia miesa i jego przetwa-
row na 1 osobe w Polsce jest nie wigksza niz 0,5 kg. W celu sprawdzenia tego pray-
pu_szczenia wylosowano prébe o liczebnosci 16 0s6b. Z préby tej otrzymano naste-
pujace statystyki: ¥ =5,08 kg/osobe oraz s = 0,67 kg/osobe. Zakladajac, ze rozldadl
Spl-:'r_iy_cia mig'_&a i jego przetworow jest normalny, zweryfikowac hipoteze o wielkosci
zZroZnicowania spozycia w populacji generalnej. Przyjac pozinm istotnosci 0,05.

. 5.10. Panuje przekonanie, ze kobiety po 50 roku zycia chetniej oszczedzaja niz
mezczyzni. W celu zweryfikowania tego sadu wylosowano 31 kobiet i 31 mezczyzn
powyzej 50 roku zycia. W prébie tej érednie oszczednosci wérdd kobiet wymniosly
1800 z1 z odchyleniem standardowym 450 zl, wér6d mezczyzn ¥ =1500z)1s5= 3502l
Na poziomie istotnosci 0,05 zweryfikowaé hipoteze:
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2) 0 rOWNosScl wa riancji oszezednosci w populacji kobiet { inetezyzn
L

b) © wyzszym srednim poziomie 0szczgdnoscl w Populacji kobiet
gnaniu 28 sbiorowoscia mezezyzn. W pa-
Wi A : :
511. W jednej z poh'cechmk wylosowano niezaleznie

: robe 1
edynie 45 zdalo wszystkie egzaminy w pierwszym probe 150 studentéw,

, S 2 ped] terminie. Na poziomi
05 zweryfikowac hipotezeg, Ze mniej niz trzecia czeéé sludentéwpzz:;::g

wsZym terminie.

Skiorych
istotnosci 0.V
m[‘[‘lil\}' w pler

512.W ubieghym roku do urzedu wplynelo 1419 skarg od indywidualnych oséb
ube;'.P'"?":"*“"?d“ w 1124 }’_"Z}’Padth_’-‘fi’-ﬂd podjal interwencje. W biezacym roku
ogdlem “'Pb'"*'if" 2-:!3[1' s;i-..\_. g :-x:obec kt[?r}'-:h' urzad w 1823 przypadkach podjgl inter-
wencje. Na poziomie istotnosci l},ﬂtll zwer.],rﬁkawaf hipotezg, Ze frakcja niepodietych
terwengji w biezacym roku w porownaniu do poprzedniego istotnie zwigkszyla sie.

513. W dwoch wybranych losowo przedsigbiorstwach przemyslowych zba-
dano efektywny czas pracy robotnikéw bezposrednio produkeyjnych. W obu przed-
5ig!_ﬁ.;.r5t-.-.rnch rozklad efektywnie przepracowanego czasu pracy jest normalny
zidentycanym odchyleniem standardowym réwnym 0,8 godziny. Sredni efektywny
czas pracy Wy = 22-elementowej probie robotnikéw w pierwszym przedsigbiorstwie
wynosil 63 godziny, a w 15-elementowej probie robotnikéw w drugim przed-
sighiorstwie Xy = 5,8 godziny. Przyjmujac poziom istotnosci 0,10 sprawdzi¢ hipoteze,
se éredni efektywny czas pracy robotnikéw w obu populacjach robotnikéw jest jed-
nakowy.

5.14. Wysunieto przypuszczenie, ze konsumenci, Ktorzy dopiero w punkcie
sprzedazy dokonujg wyboru marki produktu, stanowig 15% wszystkich nabywcow
produktu. W celu sprawdzenia tej hipotezy wylosowano probe nn = 729 konsumentow
i stwierdzono, ze 91 spoéréd nich dokonalo wyboru marki dopiero w miejscu zakupu
produktu. Na poziomie istotnosei 0,1 zweryfikowa¢ wysunigte przypuszczenie.

5.15. W dwoch losowo wybranych grupach chorych zastosowano rozne spe-
cyfiki obnizajace temperature ciala. W pierwszej grupie, 10 chorych, po trzech dniach
kuracji zanotowano nastepujace temperatury (w °C): 37,0; 36,8; 37,9; 37.2; 38,0; 37.0;
37,1;35,9; 36,5; 37,0. W grupie drugiej, 15 chorych, po trzech dniach kuragji uzyskano
srednig temperature ciala 37,5°C, z przecigtnym zroznicowaniem mier@_on?fn od-
chyleniem standardowym 0,3°C. Czy mozna twierdzié, ze efektywnos¢ dmz.%ma obu
specyfikéw jest, érednio rzecz biorac, taka sama? Przyjac poziom istotnosci 0,02.

5.16. Z populacji rodzin miejskich w pewnym wojewodztwie wj,r_lusuwana 280
rodzin. Okazalo sie, ze 57 sposréd nich to rodziny pi@:iuusobcweluh \'f“@lﬁ“- wg“sd
Wylosowanych 200 rodzin wiejskich w tym samym wojewadztwie, 63 rodziny
skladaly sie z pieciu lub wigcej osob. Przyjmujac poziom istotnosci 0,!}1, zwery{iko-
waé hipotezg, ze frakcje duzych rodzin w miastachina wsi w tym wojewddztwie sa
]Ednakﬂwg'

5.17, Zbadano ksztaltowanie sig ceny produktu X w réznych skl_l!?;j:c:\- Wy
losowanp 12 sklepéw i stwierdzono, ze érednia cena produktu X w;fnﬂsf ) in P;;IJ"
YYpowym obszarze zmiennosci 26,8 z1 < Xy < 292 zl}(Cay=ma pnzl{n;l_le :;;o

05~ mozna twierdzi¢, ze $rednia cena produktu X jest Wfﬂf‘ﬂ od 2 Js'e"[.l's P
= 5.18. Na 150 wypadkéw samochodowych W pewnyim wo]ewg;:;;im woje-
Wo d°""*{"'!r'_ﬂh bylo naduzyciem alkoholu przez IE.IEIPWCﬁ‘:;Jh vyl 130 na

2twie liczba wypadkéw spowodowanych naduzycien llong
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185 zg]nﬁmnych. Na |.1-:minmic istotnosc 0,05 zwerytiEtmt\relci}'sipm‘l.ezl: o icd"aknw}rm
odsetku wypadkow samochodowych ,~_'.pnn_rn_dn'n.lvni :1}': 1 naduzyciem alkoholy i
kierujacych pojazdami w obydwu wnp:wmi{'.{.“ Im_ 1 _

5.19. Dokonano 8 pomiarow czasu opéZnienia |1;1L~|‘!g:, na przystanku X, .
niki pomiarow byly nastgpujace (W P‘lll'tl.ltﬂt_‘h]:‘ 4, 6; 3','.1; o ‘% ?, 1. :ﬂakif"ldnmy, 20 cza
opoZnienia ma rozklad normalny. Czy nn" poziomie istotnosci 0,1 mozna Pr2yiac 40
gredni czas opoznienia wynosi 4 minuty:

5.20. Rozklad liczby uczniow w 305 p,ilyn.w.'r.u'h w wybranych miejscowoe.
ciach wojewodztwa lubelskiego prr.q:*-.'lstn wia si¢ nastepujaco: g

|.iL';!'|:‘l|'l u-:-:z.ﬁiﬁ;.;; I 0-40 | 40-80 | 80-120 | 120-160 ‘ 160-200

Liczba gimnazjow | 10 | 60 [ 70 | 65 | 100

Zakladajac, Ze liczba uczniéw w gimnazjach ma rozklad normalny, zweryfi.
kowaé - na poziomie istotnosci 0,05 - hipotezg, ze srednia liczba uczniow w tego typu
szkolach wynosi 125.

5.21. W miescie L wylosowano niezaleznie do praby 400 gospodarstw domg.
wych i ustalono, ze 280 sposrod nich posiada komputer. Czy na poziomie istotnodd
0,01 mozna twierdzié, ze udzial gospodarstw posiadajaeych komputer przekracza 6%?

5.22. Producent wyrobu X twierdzi, ze 60% pospodarstw kllpuie ten wyrdb,
Konkurent przeprowadzil badanie ankietowe. Okazalo sig, ze na 120 gospodarstw
domowyeh 55 potwierdzilo stosowanie wspomnianego produkiu, Czy — na poziomie
istotnosci 0,05 - mozna sadzid, ze reklama nie odpowiada stanowi rzeczywistemu?

5.23. Panuje poglad, ze 13% inwestorow gieldowych kupuje akcje spolek.
W losowej prabie 250 inwestorow 35 zakupilo akcje spolek. Czy - na poziomie istot-
nosci 0,1 = mozna uznacé wyrazany poglad za sluszny?

524, W pewnym wiezowcu w ciagu 150 dni obserwowano liczbe awarii sieci
energetycznej. Obrzymano nastepujace wyniki:

T2
40 ! 35

Czy - przy przyjeciu poziomu istotnosci 0,05 — mozna twierdzi¢, ze

a) przecigtna liczba awarii jest rowna 2,

b) odchylenie standardowe liczby awarii wynosi 17

5.25. Przypuszcza sig, ze klienci dokonujgcy zakupéw kieruja si¢ kolorem
opakowania. W celu sprawdzenia tej sugestii, na oddalonych od siebie pélkach skle-
powych umieszezono takie same soki pomarariczowe w niebieskich i pomaranczo:
wych kartonach. W alejce z niebieskimi opakowaniami na 200 potencjalnych klien-
téw 85 dokonalo zakupu, w alejce z pomaranczowymi opakowaniami soku sposrdd
300 potencjalnych nabywcéw 162 osaby dokonaly zakupu. Czy — na poziomie istot-

nosci 0,05 - mozna twierdzic, Ze frakcja zakup6w sokéw w dwéch rodzajach kolor6W
opakowania jest jednakowa?

T
Liczba awarii 0

| Liczba'dni 18

5.26. Przez 4 tygodnie stawiano prognozy meteorologiczne dwiema roznym!
metodami, Prognozy stawiane pierwsza metody okazaly sie trafne dla 21 dni, 2 m®
toda drugg — dla 17 dni. Czy na poziomie istotnosci 0,05 mozna twierdzié, ze pier-
5za metoda jest lepsza od drugiej? Y

9.27. Firma farmaceutyczna testuje nowy lek nasercowy. W grupie leczdfid
starym specyfikiem, liczqcej 500 os6b, istotna poprawa stanu zdrowia nastapild

Waeryfikacja hipotez statystyczn
yeh
e N
15 pacjentow: Wérdd pacjentéw poddanych kurac
ezl sig u 27% sposrad 600, u ktérych zastosowa
epszy’ s

2 pol i M :
“mw.E:n"'*"' 0,04 - mozna twierdzic, ze nowy lek jest SkUlECZniej,szy ad starego?
jslotniees =

5.28, Biuro |1'|:,-r1|cll1u!m'}lﬁci twierdzi, Ze ceny wynajmu mieszkaf v e
zeszoWie rGznia sie istotnie. W celu sprawdzenia tego sadu pobrano dwie préby
fert -,.,r:,nnnimu kmvulur'_.-lq, oferowanych pr.zu;r, Pﬂﬁr':!d:nikﬁw ahrai sl L
R ; obu miastach. Otrzymano nastepujgce wyniki:
Ly \;.uhlin: ny =12; X, =800 zl, 5, =50 zl,

[i;.r,csz(nv; n, =17; ¥, =720 zl, s, =80 zl.

Czy ~na poziomie istotnosei 0,1 = mozna wysuniete przypuszczenie uznac za
dluszne?

5.29. Dzienne utargi firmy handlowej majg rozklad normalny N(m,a). Z pro-
by losowej O liczebnosci |%1 dni wyn‘skaf ;'r,e.érludnia arytmetyczna utargow wy-
njosla 950 zl z wariancjg 2.? (zI)". Na poziomie istotnosci 0,01 sprawdzi¢ hipoteze
Hgm =1000 zI. Wykorzysta¢ lewostronny obszar krytyczny.

5.30. Na poziomie istotnosci 0,1 zweryfikowac hipoteze, ze dyspersja wagi stu-
dentow jest mniejsza niz 5 kg, jesli z proby losowej 85 studentow otrzymano odchy-
lenie standardowe wagi rowne 6 kg.

5.31, Strukture 1000 losowo wybranych mieszkan na osiedlu Czuby w Lublinie
wedlug liczby izb przedstawia ponizszy rnzklad:

i nowym lekiem, stan zdro-

grod |
3 no terapie, Czy - na poziomie

iw

[ Liczba izb w mieszkaniu _' 2 3 4 5 6 1 wiecej
Ili;t?a?muszk.m 96 286 | 404 | 168 “

Czy sluszne jest stwierdzenie, ze udzial mieszkan d-izbowych w ogdlnej licz-
bie mieszkari nie przekracza 40%? Przyjaé poziom istotnosci 0,05.

5.32. W dwach spolkach z 0.0. wylosowano po 51 pracownikt?w w ce_]u zba-
dania czasu dojazdu do pracy. Wariancja czasu du;azdu do pracy wpierwsze| spél-:e.
(polozonej poza miastem) wynosila 110,1 (min)*, a w drugiej spolce (puloiom?]
w centrum miasta) — 48 (min)”. Przyjmujac poziom istotnosci 0,05, _zweryﬁkuwaﬁ hi-
poteze, ze wariancje czasu dojazdu do pracy w obu spolkach sq jednakowe.

5.33. Sondaz opinii publicznej na temat oczekiwanej frekwencji na wyborach
do samorzadu lokalnego w gminie X wykazal, ze 155 0s0b spu?rﬂd 3{'9 WYlf;:iﬂa"E;
nych zamierza uczestniczy¢ w glosowaniu. Czy mozna —na lpaz.mmie istotnosci 0 ;
- prayjaé, ze polowa ogélu uprawnionych mieszkaficow tej gminy zamierza Wziq
udzial w wyborach do samorzadu? i

5.34. W dwach przedsigbiorstwach (A i B) zbadano staz pracy pracownikow.
Gtrﬂ'inann nastepujace wyniki:

[Staz w latach 0-5 510 | 10-15 | 15-20 20-145
\Liczba pracownikéw w zakladzie A | 3 4 12 g
(iczba pracownikéw w zakladzie B | 5 10

i Zu i T
Czy sluszne jest twierdzenie o jednakowym przecieinym SEUSEERE

OWnikow w obu zakladach? Przyja¢ poziom istotnosci 0,01. _ 4

« i L . - mma
b 5.35. Zgodnie z norma, kalorycznosé obiadaw w stolowee ?tﬁ:it:ll.n;]i-gbiaddw
Y€ réwna 2500 kaloriom. Dla wylosowanych w stoldwee Szgéh Jeniem standar-
Olzymano §red nig arytmetyczng liczby kalorii rowng 2430 z odchy
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dowym 260 kalorii. Czy mozna lwinfrdzi,f, na puzio:lnic istotnosci 0,05, 7o Sredni
kalorycznos¢é obiadow szpitalnych nie osiqga normy:

5.36. Wysunigto przypuszczenie, ze Sredni wiek nabywcow plyt kompakg.
wych z muzykq hip-hop nie przekracza 22 lat. W cuh.: sprawdzenia tego sadu wylosg.
wano 80 nabywcow tego rodzaju plyti otrzymano: x = 23,‘.“-!.1[ oraz s = 5,1 roku, ¢y
przypuszczenie to mozna uznad — przy poziomie istotnosci 0,05 - za sluszne?

5.37. W celu sprawdzenia, czy wysokoS¢ polki, na kidrej eksponuje sie ten sam
towar, ma wplyw na poziom sprzedazy, notowano wielkosc dziennej sprzedazy tego
towaru z p:‘:lki 0 wyﬁnkmir:i 120 em i 150 cm. Otrzymano nast¢pujace wyniki:

[ Patka £ <o | 120 em | 150 em
[Gicbadnlcbserwagh s e el S
$rednia q;'.'.iem; spraela A\ .‘:'.'.ll._ik_nc_h \ k J : 44._5 =iy
[Dienne odehylenie standardowe spraeday w sstukach | 53

Przyjmujgc poziom istotnosci 0,01, sprawdzi¢ odpowiednia hipoteze,
5.38. Grupg 10 losowo wybranych kobiet poddano miesigcznej diecie odchud-
zajacej. Otrzymano nastepujacy rozklad ich wagi (przed i po diecie):

82

Praed diety | 86 | 56 | 67 | 82 | 92 | 59 | %0 | 80 [ 65 [ @
Podiecie | 86 | 34 | 66 | 83 | 87 | 60 | 88 | 85 | 65 | &

Na poziomie istotnosci 0,05 sprawdzic, czy zastosowana dieta wplynela na
spadek wagi.

5.39. W celu poréwnania regularnosci wynikow uzyskiwanych przez dwdéch
skoczkow w dal odnotowano 5 wynikow skoczka A (w cm): 740; 720; 730; 720; 740
oraz 7 wynikéw skoczka B: 770; 760; 780; 680; 800; 720; 740, Na poziomie istotnoci

0,05 zweryfikowa¢ hipoteze o jednakowej regularnosci dlugosci skokéw obydwu
skoczkow.

5.40. Sklep spozyweczy otrzymal dostawe maku w torebkach, z ktérych kazda
powinna wazy¢ 500 g. Czeste reklamacje klientéw spowodowaly koniecznosc skon-
trolowania wagi. Wylosowano zatem 17 torebek i uzyskano nastepujace ich wagi
(w g): 500; 485; 480; 500; 480; 485; 465; 475; 480; 480; 491; 489; 503; 492; 475; 465; 500.
Zaklada sig, Zze rozklad cigzaru maku w torebkach jest normalny. Na pDZiOmiE
istotnosci 0,05 zweryfikowa¢ zasadnos¢ reklamacji zglaszanych przez klientow.

5.41. W celu oszacowania §redniej punktacji na egzaminie ze statystyki z po-
pulacji studentéw I1 . studiéw Akademii Ekonomicznej wylosowano 22 osoby i od-
notowano ich wyniki w kolejnosci losowania; 80; 60; 90; 85; 50; 40; 45; 35; 65; 70; 75
83; 46; 55; 58; 62; 39; 42; 48; 51; 89: 95, Przyjmujac pc}ziom istotnogci 0,05, zwery-
fikowaé hipoteze o losowosci proby.

: 5.42. W pewnym miescie wylosowano niezaleznie 500 rodzin i zbadano mie-
sigezne zuzycie energii elektrycznej w kazdej z nich. Otrzymano nastepujacy rozklad:
Zuzycie energii w KWh 35-45 45-55 55-65 65-75 75-85
Liczba rodzin 70 100 140 110 80

Na poziomie istotnosci 0,01 zweryfikowac hipoteze, ze rozklad zuzycia energ!
elektrycznej przez rodziny jest normalny.

WS- Weryfikacja hipotez statystycznych
- N T
5,43, Wylosowano 300 robotnikéw i zbadano ich

4 hrakow w partii 100 sztuk .
anyeh brakow w por 7 PR

s [ X
Miczba brakéw | 0 . LGSR
robotnikow | ) 99_ = \ I& I_:}g
Na poziomie istotnosci 0,05 zweryfikowaé hipoteze,
w populacji generalnej jest rozkladem Poissona,

pod wzgledem liczby wy-
Mano nastepujyce wyniki:

Liczba

ze rozklad wytwarzanych

prakow : : :

5.44. Ka ndydatow na kierowcow poddano badaniom sprawdzajqcym refleks
Kazdy z kandydatow mial x?rykunac okreslone czynnoSci na czterech typach apa:
catow. W wyniku pr zebadania 100 losowo wybranych os6b otrzymano nastepujacy

rozklad liczby wykonanych zadan:
iLiczba _wyiﬂ-nmnych zadan i l. : ()” ,____]__ ; - . 3 ‘
IL1..|l:;ri:r; kandydatow 5__ ]7,_ - J :

Na poziomie istotnosci 0,01 sprawdzi€ hipoteze, ze rozklad ten jest rozkladem
pernoulliego.

5.45. W celu zbadania wadliwosci partii pewnych elementow wylosowano do
kontrali technicznej 15 tych elementéw i dokonano pomiaru ich Srednicy. Otrzyma-
no nastepujace wyniki (w mm): 16; 20; 25; 34; 22; 33; 47; 30; 28; 19; 22; 40; 36; 31; 38. Na
poziomie istotnosci 0,05 zweryfikowac hipoteze o losowym wyborze elementow do
pomiaru.

5.46. Ankieta zawiera cztery pytania, na ktére przewidziano dwie odpowie-
dzi: tak” albo ,nie”. Na podstawie odpowiedzi uzyskanych od 60 ankietowanych
0s6b wybranych losowo nalezy sprawdzic ~ na poziomie istotnosci 0,05 = hipotezg,
e liczba pozytywnych odpowiedzi udzielonych przez ankietowanych ma rozklad
dwumianowy,

5.47. Zbidr jablek w sadzie pewnego ogrodnika w dziesigciu kolejnych la.ttach
byl nastepujacy (w dt): 8,2; 6,1; 8,3; 6,5; 6,0; 84; 6,4; 8,0; 6,9; 7.9. Na poziomie istot-
nosci 0,05 zweryfikowac hipoteze, ze proba jest losowa.

5.48. Z analizy liczby kradziezy ujawnionych w pewnym supermarkecie
otrzymano nastepujice dane:

ID‘:r.iunna liczba kradziezy ] 1 2 3 4
Liczba dni 22 a0 22 16 10

~ Czy-na poziomie istotnosci 0,05 - mozna sadzi¢, z¢ rozklad liczby kradziezy

st rozkladem Poissona? jaca kolejno &
5.49. W kolejce po zakup akcji PKO BP zaobserwowano nastgpu

kobiet (K) i mc:‘cczylzn FM}; K, KI‘.] K, I\Jf[ KKK MMEKKKKKK K, M, K, K M. Na

Poziomie istotnosci 0,05 sprawdzié, czy proba jest losowa. i S OES
5.50. Automat paczkuje kawe w opakowania 0 wadze 250 g. Zwazono 200 p

czek kawy i otrzymano nastepujacy rozklad:

_— 250,0-2504
;'i‘i'gi_ 28,42488 | 248,8-2492 | 2492-249.6 e
Liczba paczek| r 70 e
(czba 15 45
s b e = : czek kawy ma
Na poziomie istotnosci 0,1 zweryfikowac hipotezg: e woga pUczES SRR

rozklad N(250; 0, 4).



Rozdziat VI

METODY ANALIZY KORELAC]! | REGRES)I

Jednostki wchodzace w sklad badanej zbiorowosci sa zazwyczaj cha-
rakteryzowane przez wiele cech statystycznych jednoczesnie. Cechy te sq -
zreguly — scisle ze sobg powiazane i wzajemnie warunkuja sig. Zbior wlasci-
wosci badanych jednostek okreslamy mianem statystycznej cechy wielowy-
miarowej. Liczba cech wyrdznio nych w badaniu kazdej jednostki decyduje
o wymiarze cechy wielowymiarowej. W zwigzku z tym mozna wyrdinic
ceche dwuwymiarowq (jednostki charakteryzowane sq jednoczesnie przez
dwie wlasciwosci), trojwymiarowq, czterowymiarowa itp. Podobnie jak
w przypadku cech jed nowymiarowych, rowniez cechy wielowymiarowe
mozna podzieli¢ na mierzalne (ilo§ciowe) i niemierzalne (jakodciowe) oraz
na skokowe i ciagle.

O ile terminu ,cecha statystyczna” uzywa sic w przypadku rozkladu
empirycznego, to rozpatrujac populacje generalng - poslugujemy sig okre-
fleniem zmienna losowa. Zmienna losowa wielowymiarowa jest funkcja
wielowymiarowa opisang na zbiorze zdarzen elementarnych. 'sﬂ{ektor war-
tosci tej funkeji ma tyle skladowych, ile wynosi wymiar z.mienne].jeﬁli wige
zmienna losowa jest k-wymiarowa, to kazdemu zdarzeniu elementarnemu
przyporzadkowanych jest k wartosci tej funkeji. il
~ Rozklad zmiennej losowej wielowymiarowej mozna = podabnie ja
jednowymiarowej — opisac za pomocq funkeji prawdopodnbmﬁstwa (zmien-
na losowa skokowa), funkji gestosci (zmienna losowa ciagla) oraz dystry-
buanty (w przypadku obydwu rodzajow zmiennych). Ponadto ‘}la ’ym:l;
tycznego scharakteryzowania rozkladow dotyczacych zmiennych m;,w st
Wielowymiarowych korzysta si¢ z okredlonych parametrow: t:ll:u t]‘ﬁ'
Wartos¢ oczekiwana, wariancja czy odchylenie standardowe: wd jjiulﬁ'
*d podrgcznika skoncentrujemy uwage nd dwuwymiarowej zmlencl
wej skokowej,
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6.1. Dwuwymiarowa zmienna losowa skokowa

Dwuwymiarowa zmicnna_'losowq 11:11" .WE]:(l’{II'En‘[ losowym X)) na.
Zywamy uporzadkowana pare (X,Y), w ktorej kazda ze zmiennych Xiv ey
zmienna losowa. Dwuwymiarowa zmienna lnsmv:f (X,Y) jest zmienng sk,
kowa, jesli skladowe X i Y maja skonczony lub p rzeliczalny zbiér wartodg,

Prawdopodobienstwo zdarzeniarpplegﬂmcegn na tym, ze zmienna J.
sowa X przyjmie wartosc x; _i jednoczesnie zmienna losowa Y przyjmie )
tos¢ y, zapisujemy nastepujaco:

P(x,¥:)=P(X =%, Y =y;) =py(i=12- - Kij=1.2,.,D) gy

Jezeli zmienne losowe X i Y moga przybierac skonczony ciag war.
tosal, to:

iip,} =1, przy czym p; > (. (6.2)
i=1 j=1

Relacje okreslona wzorem (6.1) nazywamy rozkladem dwuwymiaro-
wej zmiennej losowej skokowe]j (dyskretnej). Rozklad ten mozna przed-
stawic w formie tzw. tablicy korelacyjnej (tab. 6.1).

Tab. 6.1. Rozklad prawdopodobienstwa dwuwymiarowej zmiennej losowej dyskretnej

i S e
[ [po [P [P | o | pu | P |
o |pnlpn(po| . | pn| P
x | po P [ ps | . [ pu | P |
I I
ﬁ’_ﬂ“}_._! F‘”_!___P“ | Pe |
(2 [prfpafpo] « [ o] 2

Zrodlo: opracowanie wlasne.

; Jak wyn.ika z tab. 6.1, sume okreslona wzorem (6.2) otrzymujemy do-
dajac ws’zystkje prawdopodobienistwa zawarte w tablicy. Suma ostatniej ko-
lumny rowna sig sumie ostatniego wiersza i réwna si¢ jednosci, tzn.

‘Z’P‘.' = i.ﬂ_,— = iipq =L (6:3)

=l i=1 1=1 j_-]

W rozkladzie dwuwymiarowym zmiennej losowej (X, Y) moznd
okreslic rozklady brzegowe, ktére sa jednowymiarowymi rozkladam!
irrfuenl'lt}'ghﬁki 1Y. Rozklad brzegowy zmiennej Y tworza pierwszy i ostatn!

1ersz tab. 6.1, natomiast rozklad brzegow i i X — pierwsza i ostatni2
kolumna tab. 6.1, Slaedia e

Dla zmiennej losowej dysk ; = okreslo-
ne nastepujaco: ] j dyskretnej (X, Y) rozklady brzegowe 54

MEtUdY analizy kﬂmlacii i TEBI'EEH
e 151
N || |

p(‘\' =x;)=p; dlas=TaEE

(6.4)
ataZ P(Y = yi)=p,; dlaj=12,.1L (6.5)
rozklady brzegowe okreslaja wigc, jaka wartose przyjmie zmienna lo-
X niezaleznie od tego, jaka wartos¢ przyjmie zmienna Y i odwrotnie,
o rozklady brzegowe nazywane sq rozkladami bezwarunkowymi.
"% Mozna rowniez -._wkresl i ]edn-:_;wymiarm\fe rozklady kazdej ze zmien-
vch przy salozeniu, ze druga zmienna przyjmie okreslong wartosé, Mo-
wimy wowezas © rozkladach warunkowych. Rozklady te sa okreslone

astepujaco: :
n P(X=Ii;‘1 =yf)=Ei_f. o
P(Y =v;) Py

raz
: PX =Y - U QO (62)
PX=x) B :
Rozkladéw warunkowych zmiennej X jest wigc tyle, ile wariantow
przyjmuje zmienna Y i odwrotnie.
7mienne losowe X i ¥ nazywamy niezaleznymi, jesli:
P(?\"=1',-,‘r’=y,-}=P{X=.1:,-}-P(Y=y',) (6.8)

(Y =y X =x))=

lub )
Pij = PiPj- (69)

Z relacji (6.9) wynika, ze zmienne losowe X i Y sq niezalezne, jesh
warlosci lacznej funkeji prawdopodobienistwa pozostaja rowne iloczynowi
odpowiednich wartosci brzegowych funkcji prawdopodobienstwa. Relzcja
(6.9) okresla konieczny i dostateczny warunek niezaleznosci dwdch zmien-
nych losowych dyskretnych.

W przypadku gdy chcemy w spas6b syntetyczny scharakteryzowac
zaleznos¢ migdzy zmiennymi, poslugujemy si¢ dwoma Para.metramil mf
Kadu dwuwymiarowego, tj. kowariancja lub wspﬁlczynzlﬂdﬂm Mr;:iti.-

Kowariancja charakteryzuje sposob Jkojarzenia si¢ wa.rbﬁdm lﬂ:::
nych tworzacych wspélny (laczny) rozklad. W przypadku Zmienny® s

wych skokowych kowariancjg, oznaczang symbolem cov(X,Y), wyznacza sig
& wzoru:

cov(X,Y) = ii[(r,- - E(X))(y; — HY))]PU =
i=1 jal _
(6.10)
=33 xyypy ~ EQORC) RO SHEIER t
i=1 jal . :
de E(X) oraz E(Y) s odpowiednio wartoédami-oczeiuwaﬂyﬂﬂ zmienny<h
0sowych X i Y, obliczonymi z rozkladow brzegowy<h-
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Dodatnia wartoéé kowariancji oznacza, ze wartosci XiY zmieniajg sie
w tym samym kierunku (tzn. rosna lub maleja). W takim przypadku mowi.
my, ze zmienne X i Y sa skorelowane dodatnio (pozytywnie). Ujemna war.
tos¢ kowariancji $wiadczy o tym, Ze kierunek zmian wartosci X1 Y jest od-
mienny (przy wzroscie X maleja wartosci Y i odwrotnie). Zmienne losowe X
i Y sq wowczas skorelowane ujemnie (negatywnie).

W sytuacji, gdy przy wzroscie X wartos¢ Y, generalnie biorac, nie zmje-
nia si¢, zmienne X 1 Y s3 nieskorelowane, a cov(X,Y) = 0. Dla zmiennych
niezaleznych kowariancja przyjmuje wartosé rowna 0. Zmienne niezalezne
sa wiec rowniez nieskorelowane. Twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe,
gdyz zmienne, dla ktérych cov(X,Y) = 0, mog3 by¢ zalezne.

Kowariancja jest miarg nieunormowana. Wady tej pozbawiony jest
wspolezynnik korelacji, oznaczany symbolem p. Dla zmiennych X i Y
wspolezynnik Korelacji jest definiowany nastgpujaco:

_cov(X.Y)
" DO D(Y)

gdzie D(X) oraz D(Y) sa odchyleniami standardowymi obliczonymi z roz-
kladéw brzegowych odpowiednich zmiennych.

Wspdlezynnik korelaciji jest wielkoscig unormowana, gdyz przybiera
wartoéci liczbowe z przedzialu: 1 <p < +1. Dla zmiennych nieskorelowa-
nych p=0 (wtedy réwniez cov(X,Y)=0). Znak wspolczynnika korelagji
wskazuje na kierunek zaleznosci migdzy zmiennymi, wartosé bezwzgledna
— na sile zaleznosci migdzy zmiennymi X i Y.

Zalézmy, ze pewna firma budowlana prowadzi dzialalnos¢ w Lublinie
i poza Lublinem. W wyniku badan stwierdzono, ze rozklad prawdopodo-
biefistwa liczby inwestycji prowadzonych jednoczesnie w Lublinie i poza
Lublinem przedstawia sie nastepujaco (X - liczba inwestycji w Lublinie, ¥ -
liczba inwestycji poza Lublinem):

(6.11)

Y | ==
e I
A Y|
0 [01]03
Lt [o2]o01]

Zradlo: dane umowne
Brzegowe funkcje prawdopodobieristwa zmiennych losowych X i ¥
przedstawiaja si¢ nastgpujaco:
- brzegowa funkcja prawdopodobienstwa zmiennej losowej X:

| R W |
| pu | 06 | 04
- brzegowa funkcja prawdopodobienstwa zmiennej losowej Y:
1 ¥i

e
| py | 03] 04|03
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Aby sprawdzi€, czy zmienne losowe X i Y sa niezalezne,
ac warunek (6.9). Mamy wiec:

= P{X =0,Y= U) =01 #pp = 0,6:03= 0,18

g =R(x =0,Y=1) =05 pira Tl SRR
by = P(X =0, Y =2) = 0,2 #p1ps U IS
Dy = p(}( =1, Y= U) =02=p,p,=0,4:03=0,12
np = P(X =1, Y =1) =01 #p,p, =04 042016
ng = P(X =1,Y =2) =01 £ papy =0,4-03=0,12
7mienne losowe X 1 Y nie 53 niezalezne, jesli dla ktorejkolwiek pary
oy, ) wartosé funkeji prawdopo::iub::eﬁslwa spelnia warunek p; #p,p..
WI narﬁ zym przypadku zmienne Xi ‘r'.me s niezalezne. W kolejnym krnk{;
nalezy Zatem wyznaczyc wspol-:zynml.( korelacji p migdzy liczba inwestycji
w Lublinie i poza Lublinem. Korzystajac z rozkladow brzegowych zmien-
X i Y, wyznaczamy wartosci Srednie i wariancje:

E(X) = 0-0,6+1:0,4=0,4

E{;)’)zﬂ—{l*3+1-(],4+2-0,3=1

D*(X) = E(X*) — [EX)]" =0%:0,6 +1%.0,4-0,4* =0,24

D(X} = J[Ei = 0,49
DA(Y)=E(Y?) - [EM] =0%0,3+1% 0,4 +27-0,3-17=06
D(Y) =+/0,60 = 0,775.

Wartoéé oczekiwana iloczynu E(XY) obliczamy nastepujaco:
B = 3 by (612
i=1 jul
Podstawiajac dane liczbowe do wzoru (6.12) otrzymujemy:
E(XY)=0:0-0,1+0-1 .0,3+0-2-0,2+1 -[}-ﬂ,2+1-‘l-D,.1+1-2-0,1=ﬂ..3
Korzystajac ze wzoru (6.10) otrzymujemy kowariancjg:
cov(X, Y)=03- 0,4:1=-0,1 .
Okre§lony wzorem (6.11) wsp6lczynnik korelacji p wynost:
p= _0,1 = '0.-1 =—U,253-
0,49-0,775 0,37975 .
~ Wartos¢ wyznaczonego wspélczynnika korelacji wskazu]_e ;a mezbjlr:
silne ujemne skorelowanie liczby inwestycji prowadzonyeh je noczes
W Lublinie i poza Lublinem.
_ Wspélezynnik korelacji p jest unormowan
amiennych losowych X i Y, gdyz:
P 1
Ip(X, V)| s1=-1<p(X, V)<L >
Jesli zmienne losowe X i Y sq niezalezne, ?v'dwczafs I?(X ' Biannl;.ji st
. Gdyby zadaniem naszym bylo wyznaczenie 5redni1§1 .”: e 10
1€ liczby inwestycji prowadzonych jednoczesnie W Lub 'nilf,-.ra]:i'aﬁ (i sumy
galezaloby skorzystac z twierdzen 0 wartosci oqzeleﬂ“el Rl
Woch Zmiennych losowych X i Y, a mianowicie:

nalezy wyko-
rzyst

nych

q miarq zaleznosci liniowe]

(613)
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E(X + Y)= L—:(J\'“} + E(Y) (6.14)
oraz ; :
DA(X £ Y)=D*(X) + D*(¥) £ 2cov(X, Y). (6.15)

W naszym przypadku mamy:
EX+Y)=04+1=14
D*(X +Y)=0,24 +0,6+2(-0,1) = 0,64

6.2. Dwuwymiarowa zmienna losowa ciagla

Jak wiadomo, zmienna losowa ciggla przyjmuje wartosci nieprzeliczal-

ne. Funkcja gestosci f(x,y) dwuwymiarowej zmiennej losowej jest okreslona
nastepujaco:

f(x.y)z0 (6.16)
'[ [ y)dady =1. (6.17)
Dystrybuanta zmiennej losowej ciaglej (X,Y) przyjmuje postac:
9 Yo
F(xo, o) = P(X € %0, Y Syo) = | [ f(x y)dxdy. (6.18)

Dwuwymiarowa zmienna losowa ciagla (X,Y) mozna réwniez scha-
rakteryzowac okreslonymi parametrami. Najczescie) parametrami tymi sa:
1) wartos¢ oczekiwana:

E(X, Y) = [E(X), EQ)], (6:19)

D%(X,Y) =[D*(X),D*(V)), (6.20)

2) wariancja:

3) kowariancja
cov(X,Y) = [ [(x=EX)): (v - EQ)f (xy)dxdy. (6.21)

Jak wynika ze wzoréw (6.19)-(6.21), do obliczania wyréznionych pa-
rametrow dwuwymiarowej zmiennej losowej ciaglej niezbedna jest znajo-
mo$¢ odpowiednich parametréw jednowymiarowej zmiennej losowej ciag:
lej. Sa one wyznaczane nastgpujgco:

E(X) = Trf (¥)dx, (6.22)
E(Y) = Tyf (v)dy, (6.23)

D?(X)=0? = [[x~ BT f(x)de=[ f()dx-[ECOF, 624
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b = = | b~ EOR SOy = o)y [E0gf. (g

W przypadku, gdy zmienne losowe tworzace dwuwymiarowa zmien
(X Y) sa niezalezne, zachodza nastepujace zaleznosci: d
na Lk S

F(xo.Ya) = F(xo) - F(¥o) (6.26)

F(v ) =) f (@) &
Jezeli smienne losowe twor.z_qce zmienng dwuwymjaqusq zaleine,
(o ich rozklad mu;inlxa p1-;?(-}d5lﬂw1.':': w ukladzie' warunkowym. Warunkowa
funkcja gestosci zmienne losowej X jest okreslona wzorem:

oraz

L)
f(y) == 6
(%) ) (6.28)
warunkowa funkcja zmiennej losowej Y powstaje jako:
: : fey)
f(y) = : 6.29)
e :

gdzie f(x) i f(y) sa funkcjami gestosci odpowiednich rozkladow brzegowych
i 5pelﬁiaiq warunki:

£ = [ £ )i, 6
f(y)= Tf (x, y)dx. (6.31)

Niech zmienna losowa (X,Y) ma rozklad ciagly o gestosci podanej wzo-
rems:

f{x*y}={

Naszym zadaniem jest:

a) wyznaczenie stalej C,

b) obliczenie wartosci dystrybuanty F(0,5:2)

¢) wyznaczenie gestosci brzegowych flx) oraz ﬂ.‘g']' :

d) sprawdzenie, czy zmienne losowe X i Y s niezalezne,

€) obliczenie wspodlczynnika korelacji p(X,Y)-

Stala C wyznaczamy z warunku:
oD 32
[ T yisdy =1 G

=

Cx dla D<x<y<l
0 dla pozostalychxiy

; Mamy wiec:
|

1 c i 2 : Iz ..5.3—]1 -—-C']'.'
Jdx] Cudy = €] xfy) L de = €] a1 - e =C[ (x=* )dI=C["3' 3], 6
X

i}
T 0 0 0
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Cé-—-]. stad C=6.

Aby funkcja f(x,y) byla funkcja gestosci dwuwymiarowej ZMienne
losowej (X, Y), stala C powinna by¢ rowna 6. J

Dystrybuanta zmiennej losowej (X,Y) typu ciaglego jest okreslong
wzorem:

F(x,v) = ”;( w, fdudt. (6.33)

—0

Mamy zatem:
0,5 2

05 i 0,5 0.5
FO5:2)= | [ f(xy)dxdy = [ dxf 6xdy =6 [ [y]~dx=6 [ x(1 - x)de=
e 0 X i}

- x 0
0,5
2 B e
X i
g _-J =0,5.

20 3

Z kolei, korzystajac ze wzoréw (6.30) i (6.31) wyznaczamy gestosci

brzegowe zmiennych losowych X' i Y
1

f(x) = [ 6xdy = 6x(1 - x) dla x €(0,1),

0

f(x)=0dla x&(0,1).

Tak wiec:
6x(1-x) dla xe(0,1
0 i !
0 dla xg(0,1)
Gestos¢ brzegowa zmiennej Y wyznaczamy nastepujaco:

¥
f(y) =] bydx=3y* dlay (0,1)
0

f(y)=0dla y ¢(0,1).
Mamy zatem:
3y* dla 0,1
fy)=1" ye(0.1)
0 dla ye(0,)

W ce]u‘ _'*"*P"aWdZEﬂia, czy zmienne losowe X i Y sq niezalezne, korzy-
stamy 2 relacji (6.27). Okazuje sie, ze warunek niezaleznosci nie jest spelnio-
ny. Oznacza to, ze zmienne losowe Xi Y nie sq niezalezne (czyli sa zalezne).

Aby wyznaczy¢ wspélezynnik korelacji p(X, Y) korzystamy ze wzortt:

_ coy(X.,Y) ;
P4 = Dm0y i

Kolejnoéé obliczen jest nastepujaca:

Metady analizy korelaji regresji
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1
(X =6 _1‘: (1 - .‘L")l'f.'l‘ =
7 =6
1
i =3lyay =075
0

i ? 5]
D*(X) =6[ x*(1 - x)dx ~0,25= E[T = 15- -0,25=0,05
0 0

D(X) = J0,05 = 0,224,
1

D}(Y) = ’%J y*dy —0,5625=0,6 - 0,5625 = 0,0375
0

D(Y) = 0,194
cov(X,Y) = EXY) = EX)E(Y) = [ [xy-f(x,y)dxdy -0,5-0,75 =

1 1 1
= 6j x2dx ydy — 0,375 =3] Iz[yl]ld.t— 0,375:3[53__£] 0375
0 x 0 x 3 5 o
=0,4-0,375=0,025.
Podstawiajac %231516 Iiczboavnezgo wzoru (6.34) otrzymujemy:

S ERG) el 3

XY= e 0198 0043856
Pomiedzy zmiennymi losowymi X i Y istnieje zatem umiarkowana

zaleznosé dodatnia.

6.3. Opis wspotzaleznosci zjawisk masowych

Zaleznosci miedzy zjawiskami mogg by¢ trojakiego rodzaju: fl-ll_l].ﬁ'
tyjne, korelacyjne oraz stochastyczne. Zaleznosci funkcyjne wystepuja
w naukach fizycznych i przyrodniczych. Przykladem tego mﬂiﬂ‘be zalez-
nosc drogi (s) od czasu (#) i predkosci (v). W podanym przyifladzw wartosci
zmiennych t i v w sposéb jednoznaczny okreslaja s. Podobnie wynagrodze-
nie w akordzie prostym uzaleznione jest funkcyjnie od wykonanej pracy,
akwota odsetek prostych — od zlozonego kapitalu, stopy procentowej oraz
czasu,

W naukach ekonomicznych najczgscie] W}'SWPUF_ :
&Yjna, w kt6rej okreslonym wa)r{loécium jednej zmienne gdPPw’ad“iﬁdil;;
okreslone srednie wartosci drugiej zmiennej. Takimi l.'ElaC].&lzﬂl S&nl:d :m ﬂm_'
POmiedzy wydatkami na zywnosc a liczba 0s6b W rc:dz_ml\‘.‘. s dzenI:em
:ttnwnika a jego stazem pracy, poziomem wyksztalcenia 1 wynagro 3

p.

o zaleznos¢ korela-
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Zalezno$¢ stochastyczna wystepuje wtedy, gdy wraz ze zmiang jadni
zmiennej zmienia si¢ rozklad Pr“Wdf‘PDd“bi“ﬁf‘tl“"" d"'-llﬁ_i‘-‘i Zmiennej, N,
przyklad wydatki na i}-’t\r_nmid W |‘c_1d.'r:ll*-l:‘lt;'|'l o] tﬂ"ﬂ':L‘J SE _Ilu:zbic 050b njg ¢
jednakowe. Wynika to z faktu, ze '-"MZ.IH'V.“ ml‘“_‘-’l RATNGY liczbie 0s6b 16z
sie zazwyczaj innymi cechami deluramntuf}qflnn poziom wydatkow na 2.
wnosé (np. dochodem rodziny, pleia i wiekiem rodziny, wyksztalcenjom
czlonkéw rodziny, charakterem wykonywanej pracy). Prazy ustalonej liczhje
0s6b w rodzinie istnieje zatem okreslony — warunkowy — rozklad wydatkgy
na zywnosé. Nalezy oczekiwag, iz rozklady te beda, przy odmiennej liczbje
0s6b w rodzinie, roznic sie migdzy soba. Jednakze uzasadnione jest przy-
puszczenie, Ze Srednie wydatkow beda wzrastac¢ w miare wzrostu liczh
0s6b w rodzinie. Zaleznos¢, w ktorej wartosc jednej zmiennej wplywa ng
rozklad prawdopodobienstwa drugiej zmiennej, nazywamy zaleznoscia sto.
chastyczna. Gdyby - przy wszystkich mozliwych wartosciach Iiczb:,r 0sth
w rodzinie - rozklady warunkowe wydatkow na zywnosc byly jednakowe,
to cechy te bylyby stochastycznie niezalezne.

Mozna zatem stwierdzic, ze zaleznos¢ korelacyjna jest szczegdlnym
przypadkiem zaleznosci stochastycznej. Jezeli miedzy badanymi Zmiennymi
nie ma zwiazku stochastycznego, to nie ma rowniez zaleznosci korelacyjnej.
Odwraotne twierdzenie nie jest jednak prawdziwe. Wynika to z faktu, ze
okreslonej liczbie identycznych wariantow zmiennej odpowiada zawsze ta
sama Srednia, ale dang srednia mozna uzyskac z réznej kombinacji warian-
tow zmiennej. Na przyklad wariantom cechy ,waga” 62 kg i 68 kg odpowia-
da x =65 kg, ale srednig X =65 mozna otrzymac z takich wariantéw cechy,
jak: 60 kg i 70 kg, 63 kg i 67 kg, 61 kg i 69 kg itd.

Zwrocic nalezy uwage na to, ze badanie zwiazkéw korelacyjnych ma
sens jedynie wtedy, gdy miedzy zmiennymi istnieje wi¢z przyczyno-
wo-skutkowa, dajaca si¢ logicznie uzasadnié. Znane sq w literaturze przy-
klady badania, nawet istotnej statystycznie zaleznosci miedzy np. liczba
zajetych gniazd bocianich a liczba urodzen na danym terenie czy migdzy
liczba zarejestrowanych odbiornikéw radiowo-telewizyjnych a liczba cho-
rych umyslowo. Zaleznoéci te sq jednak nieuzasadnione logicznie. Noszd
one nazwe korelacji iluzorycznej lub pozornej. Tak wigc w analizie
wspolzaleznosci zjawisk nalezy wyrézni¢ dwa podejscia: jakosciowe i ilos-
ciowe. Najpierw na podstawie analizy merytorycznej nalezy uzasadnic lo-
giczne wystepowanie zwigzku, a dopiero potem przystapic do analizy ilos-
ciowej wspolzaleznosci.

Wsréd zwigzkéw przyczynowo-skutkowych mozna wyrdznic zalez:
nosci dwustronne i jednostronne. Zwiazki dwustronne cechuje wzajemne
oddzialywanie na siebie badanych zjawisk (trudno jest tu okresli¢, co jest
skutkiem, a co przyczyna). Przykladem tego rodzaju zaleznosci jest rel:?qﬂ
migdzy kwotami wydatkowanymi na reklame a zyskiem w przedsi?bw"
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. Niewatpliwie im wi.cksz@ sa wydatki na reklame,
P Jczekiwac. Jednakze poziom osiggnietego 2ysk
'I‘{‘Iezydtusm przeznaczonego na reklame.
& funw swiazkach _icdnostmrfnych wystepuje
- pri-!Y':ZY”.V na sl»:urll'ck. Tego typu powia
n.-.fuL .m samochodu a jego cena. W tym prz
W1E1;:1'.Ij9 jego wiek, a nie odwrotnie.
e Ilnf&cinWQ analiza wspolzaleznosci obejmuje:

1) analize korelacji (pomiar sily i kierunku zaleznogc migdzy bada-
pymi cechami), i B ) .

2) analize regresji (bc}dame mfchamzmu powiagzan miedzy cechami,
go wyrazem sq funkcje regresji).

tym wigkszego zysku
u determinuje wiglkg.

j.ed-nukierunkow:a oddzialy-
Zanie wystepuje np, migdzy
ypadku cene samochody de.

ktore
6.3.1. Formy prezentacji materialu statystycznego

W analizie wspolzaleznosci zjawisk dane liczbowe (material statys-
tyczny) moga by¢ ujmowane w postaci:
i a) szeregow korelacyjnych (dane indywidualne),

b) tablicy korelacyjnej,

¢) diagramu korelacyjnego.

Szereg korelacyjny tworza dwa wiersze (lub dwie kolumny) zawiera-
iace warianty odpowiadajacych sobie cech statystycznych (x; oraz y;):

.‘.'I-l l‘l .\'2 I3 .'I.'H,

Vit M1 Yz Y3 o Wi

Jezeli warianty obydwu zmiennych wykazujg zmiany jednokierun-
kowe (tzn. wartosci obydwu zmiennych na og6l rosna lub maleja), to mamy
do czynienia z korelacja dodatnia. Gdy wzrostom wartosci jed-nel zmiennej
odpowiadaja spadki wartosci drugiej zmiennej, wowczas mni.wuny 0 kure]a.a-
¢ji ujemne;j. W przypadku korelacji ujemnej zmiany wartosc cech wykazuja
charakter réznokierunkowy. : ;

Prostym sposobem stwierdzania, czy migdzy dwiema zmiennymi wy;
stepuje korelacja, jest diagram korelacyjny. Diagram spﬂﬂédﬂ;fl’ JER
W prostokatnym ukladzie wspdlrzednych. Na osi c!dcw{t}'ch ::)d.kla b::;«ri
Wartosci jednej zmiennej, a na osi rzednych — drugiej znuenneirggs e
Wane wartosci obu cech (x;, ;) 52 wspolrzednymi punktow WyKr ;:eng o
e tworza mniej lub bardziej wyrazna ,smuge”, co poz:wala na ksztal; -
Migdzy zmiennymi istnieje zaleznos¢, jaka jest jej sila kierunek ik i
Powe uklady punktéw na diagramie korelacyjnym przen:tstamﬂ_1‘}:’1 _u'!'e :fé.ié

Jezeli badana zbiorowoS¢ jest liczna, wyniki dwoch cech BrUpUIE =
W tablicy korelacyjnej (por. tab. 6.2).
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e . 4
a) korelacia linfowa dodatnla 15} korelacia Hndowa ujemng
: 5
" - . . -
w . % o : wid
aiie sk
i . ll .'. ™ 3 -
g =y S - - LY
Wi o}
. " e ‘ Vi
H > BT
" X
) korelacja kraywoliniowa dy brak korelacjl
L ' Y a
L] L 3 l'
Ll .‘. -I s
L . % ) :
" oad
i .l - o -
..- . -.: -.. . :::‘-
= > .
s X

Rys, 6.1, Wykresy korelacyjnes a) korelacja linlowa dodatnia, b) korelacja liniowa ujemna,
. ¢) korelacja krzywoliniowa, d) brak korelacji
Zrodlo: M. Sobezyk, Statystyka. Podstawy teoretyczne, prayklady | zadanta, UMCS,
Lublin 2000, s, 228,

Tab. 6.2, Tablica korelacyjna dwu zmiennych

| | i
(S| o Yai| o ¥ | .- W L
4 =5 !
; it <l r /U [
G BT BT y b |
* My | fn ‘s My we | Py !
3 v |
| |
: 1
Aj L) a HET Hlll £1e My, n
B | m | oma | o | omy A e
z ", 1y n 1, n
i
J

Zrodlo: opracowanie wlasne.

Tablica korelacyjna przedstawia rozklad dwuwymiarowy, czyli laczny
rozklad zbiorowosci wedlug dwach cech, Na skrzyzowaniu kolumn z wier
szami wystepuijq liczebnosei jednostek statystycznych, u ktérych zaobserwo:
wano jednoczesne wystepowanie okrelonej wartosci x; oraz Y. Uklﬂf!
liczebnodei w tablicy korelacyjnej informuje o sile i kierunku zaleznoscl
migdzy badanymi cechami. Liczebnosci skupione wzdluz PFZE""I“.')"h
swiadczq o istnieniu zwigzku liniowego, a liczebnosci rozmieszczone niere:
gularnie - wskazujg na zwigzek krzywoliniowy lub niezaleznosc cech.

Maetody analizy korelachi | regme
L SRR | regrasii

e 1
W analizie korelacji wykorzystywane sy rdzne mier
rom cech (ilosciowe, Jakosciowe), spasobem prezeny
dz:l Sanych (dane indywidualne, tablice knrulncyine}
l}mi};-gku (iniowy; krzywoliniowy). Wszystkie mie

awiy? \

niki, Okﬂﬂum e
acji informacji sta-
oraz charakterem

. ki kure|ﬂcii 89 liczbami
nivluiannwan_\nm,

6.3.2. Wspal synnik korelacji liniowej Pearsona

W |u-.*.}’|‘-‘ﬂ”*“- ’?.'d—"' -.I'-‘l?iu.l‘ badane cechy sy ilosciowe, a Zwigzek migdzy
i jest linlowy, najezescie] stu.snwnnq miarg wspolzaleznoge pozostaje
wspolezynnik korelacji liniowej Pearsona, Wspolezynnik ten - w prey-
|1j'|.l.{ku Li."lll}’l'h it'lll}“.\'il..l I.1|“|1Yi'.h - |L".‘-'rl Ukl'u:}i][‘)ny "ﬂsl‘:pulqcu:
I,
X =XKH =V
Fiy fuy 'le( }( );ﬂgﬂlp (5.353
B C T ) B ()

gdzie s(x) oraz s(y) s odehyleniami standardowymi dotyezaeymi odpowied-
ain cechy x i y. Wspolezynnik (6.35) jest wyznaczany poprzez standaryzacje
kowariancji. Kowariancja jest srednig arytmetyczng iloczynu odehylen po-
szczegolnych zmiennych od ich srednich arytmetyeznych:

cov(x, y) = cov(y, x) = :I iil‘{x, = X) (v = v) (6.36)

Kowariancja jest liczbg mianowang (wyrazona w jednostkach bg-
deychiloczynem jednostek cech xi y) i informuje o kierunku wspolzalezno-
Gl (dodatnia, ujemna). Jesli cov(x, y) = 0, to migdzy zmiennymi x iy brakuje
zaleznodei (zmienne sq nieskorelowane). W przypadku gdy cov%x.y}m-
migdzy zmiennymi wystepuje zaleznosé dodatnia, gy cov(x, y)< 0= mamy
do czynienia z zaleznodeiq ujemng. Kowariancja przyjmuje wielkoc licz-
bowe z przedzialu: -

s(2)s(y) < cov(x, ) = s(x)s(): (6.37)

Standaryzujac kowariancjg otrzymujemy Unormowany miernik sily
i kierunku wspolzaleznosel liniowej dwéch cech mierzalnych x iy ("q )

Znak wspolezynnika korelacji liniowej Pearsona informuje o kieru
wspdlzaleznogei, wartosé bezwzgledna = o sile te] wspﬂlzaletnndd. :

Wspdlezynnik korelacji liniowej Pearsona przyjrr.nuie W“ﬂ:ﬁﬂﬁiﬁ
bowe z praedzialu domknigtego: <151, S +1, W ocenie sily wspo "
czgsto korzysta si¢ z nastgpujgcych przedzialow:

00,2 - wspolzaleznosé bardzo staba,

0,2 0,4 ~ wsp6lzaleznosc slaba,

0,4 < 0,6 - wspalzaleznosé umiarkowana,

10,6 - 0,8 ~ wspolzaleznogé silna,

0,8 < 1,0( - wspolzaleznodé bardzo silna.
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Wartos¢ wspolezynnika korelacyi liniowej rowna 1 lub -1 wskazuje ng
istnienie zaleznosci funkcyjnej miedzy zmiennymi. Miernik ten okregla g
wspolzaleznosci, ale nie wskazuje, czy cecha x “'Pl}"_"'a nay, czy tez odwrot.
nie. Wlasnosé te okreslamy mianem symetrycznosci (r,, =1, ).

Wspolczynnik korelacji r,, jest okreslony wskaznikiem, a nie pomiarem
na skali liniowej o jedna kowych jednostkach. Dlatego tez nie mozna mowi¢,
ze np. zaleznosc r,, = 0,90 jest dwukrotnie silniejsza niz pray fy = 0,45,

Kwadrat -.\:sf_ucﬁc-,:}n\l*.ikn Iy Nazywamy wspolczynnikiem determin;.
cji. Wspdlezynnik determinacji — wyrazany najczescie] w procentach - ip.
formuje o tym, jaka czesé zmian zmiennej zaleznej (skutek) jest wyjasniona
przez zmiany zmiennej niezaleznej (przyczyny).

Technike obliczania wspolczynnika korelacji liniowej Pearsona ilus.
truje ponizszy przyklad. Zalézmy, ze w pewnym Urzedzie Stanu Cywilnego
przeprowadzono (w jednym dniu) reprezentacyjne badanie zawartych
malzenstw wedlug wieku meza i zony. Wyniki badania losowo wybranych
par przedstawiajq si¢ nastepujaco:

Wiek meza (x) | 18 | 19 [ 20 | 21 2 | 26| 27 |zl
liek zony (1) 19 [ 21 |23 | &1 | 23 | 26 | 25 | 26 | &
i '_f':!-aszym zadaniem jest okreslenie sily i Kierunku wspﬁlzalefmogci mig-
dzy badanymi cechami.

Na podstawie diagramu korelacyjnego mozna stwierdzic, ze zaleznosé
migdzy badanymi zmiennymi ma charakter prostoliniowy. Informacje licz-
bowe o badanych cechach tworza dane indywidualne. Do oceny sily i kie-
runku zaleznosci migdzy wiekiem meza i wiekiem zony wykorzystany zo-
stanie wspolczynnik okreslony wzorem (6.35). Obliczenia pomocnicze z tym
zwigzane przedstawiono w tab. 6.3.

3 - .24_.._2_6 —

[

%)

Tab. 6.3. Obliczenia pomocnicze

. = e Y RN [ e =
% Y, %, - % v-y | (x-Fv-9)| (x-3) | -¥)

TN ) T R 30,25 23,04

19 21 4,5 28 T T

20 23 235 08 I s 0,64

21 2 25 28 T P [

AL S 1,9 0,25 14,44

24 23 0,5 0,8 -0,4 0,25 0,64

26 2% 25 2,2 55 6,25 4,84

27 25 3,5 12 4,2 12,25 1,44

27 26 3,5 2.2 7.7 12,25 4,84
30 34 6,5 10,2 66,3 42,25 104,04
235 238 X X 134,0 142,5 169,60

Zrodlo; obliczenia wlasne.

Metody analizy korelaciji i regresji
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éredni wiek kobiet z.nwrieraiqc?rch w badanym dniy cwiaslenal

i ¥ = 23,5 lat, sredni wiek mezezyzn jest réwny: j =23 81y {}Edch :
ndardowe wieku wynosza natomiast: s(x) =38 at oraz s(y) =4 15;1&
ac wzor (6.35) otrzymujemy: =4 lat,
v s 134 18

vy 10-4,1-3,8 'm=0,8&

Otrzymany h-'}"l"iik oznacza, ze miec.lzy badanymi Zmiennymi stiiele
pardzo silng ealeuno- korelacyjatadE s ‘_Nspﬁlcz)'nnik determinacji jest
furOWny: Ty = (0,86)" = 0,7396 =73,96%. W niemal 74% zmiany jednej cechy
s gwarunkowane zmianami drugi:ej, W tym przypadku trudno o
4216, jaki jest kierunek wplywu zmiennych, tzn. czy wiek meza wplywa na
wiek zony, CZy tez odwrolnie,

W przypadku dan ych przedstawionych w tablicy el
nie sily i kierunku zwigzku m ?(gdzy bade.:.nymi cechami przebiega w nieco od-
mienny sposob. Ws‘-pﬁlc_?..ynmk korelacji liniowej Pearsona przyjmuje wiw-
czas nastgpujaca postac:

X = X)(yi =)y

éi( 0T
ns(x)s(y) s()s(¥)

Tak wigc kowariancja jest tutaj okreslona wzorem:

cov(x, i) = cov(y, x) = -:—lii(x, =)y, =¥ )y (6.39)

=l jal

wynos
nia sta 2
w}pkur?.}’ﬁt uj

Py = ‘r_u: =

: (6.38)

Oczywiste jest, ze w sytuacji pogrupowania wartosci badar:ych.ggch
w tablicy korelacyjnej w szeregi rozdzielcze przedzialowe, w obliczeniach
nalezy korzystac ze srodkéw przedzialow klasowych.

Zal6zmy, ze w 100 szkolach przeprowadzono badanie majace na celu
okreslenie zaleznosci miedzy liczba sal lekeyjnych (x) a liczba _ucz‘méw-w_s_zkﬂ.-
le (4). Otrzymane wyniki przedstawiono w tablicy korelacyjnej (tab. 64).

Tab. 6.4. Liczba sal lekcyjnych i liczba uczniow w 100 szkolach

Liczba u;iﬂw = Liczba sal lekeyjnych (y) Razem
wetkole (0 | 4§ 512 1216 i

o | : n
120180 A e 10 10 :
L 2 w | 8

0300 = i 2 20 _ :g —
__-_‘_‘_"_‘_‘_' . ] N 2=

300-360 - E: 10 i
T 60 1008 Soie
. Razem 10 _ 30
zl'ﬁdiu: dane umowne.
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Do zbadania sily i kierunku zalezno$ci miedzy badanymi cechamj wy.
korzystamy wspolezynnik korelacji liniowej Pearsona z tablic korelacyinﬁh
(wzor 6.38). W pierwszej kolejnosci z rozkladow brzegowych cech obliczamy
érednie arytmetyczne i odchylenia standardowe. Otrzymujemy:

_ 9010 +150-20 + 210- 40 + 27020 +330-10
e 100

- 6:10+10:30+14-60

: 100

5(x) = 65,7 uczniow oraz s(y) =27 sal lekcyjnych.

= 210 uczniow,

=12 sal,

Obliczenia zwiazane z ustaleniem warlosci liczbowej licznika wzory
(6.38) zawarte sq w tab. 6.5,

Tab. 6.5. Obliczenia pomocnicze

--_H-H“‘-&_ i —b —! -2 ! 2 ‘ Razem

I e e Sesile el |

(TR e |ioe = o) e - B R

} S U & - el |5 10, | 201

It 0 [ 40

St 1 =il | 20 2D

T e e BTN, (G T
Razem T | L0328 3{_1_ ] 60 ' _IUU |

Zrodlo: obliczenia wlasne,

Suma wazonych iloczynéw par odchylen badanych zmiennych jest za-
tem réwna:

10(=120)(-6) = 7200

10(-60)(=2) = 1200

20-0:(-2) = 0

20:0:2 = 0

20-60-2 = 2400

10-120-2 = 2400

10(-60y2 = -1200

12 000

Obliczony z tablicy korelacyjnej wspolczynnik r,, wynosi:
12 000 120

r. = - 0,68
*  100.65,7-2,7 65,7-2,7

Tak wiec pomiedzy liczba sal lekeyjnych a liczba uczniow w szkole za-
chodzi silna zaleznosc korelacyjna dodatnia. Kwadrat wsp6lezynnika kore-
lacji 12 = 0,4624 = 46,24% informuje o tym, Ze zmienno$¢ sal lekeyjnyeh
w szkolach jest w ok. 46% wyjasniona zmiennoscig liczby uczniow.

Metody analizy korelacji i regresji
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6.33. wspolczynnik korelacji rang Spearmana

Ws ﬁ]czynnik kor_ei_acjirang Spearmana (zwany tez ws
unku wspolzaleznoscl migdzy cechami porzadkowymi. Nasilenie badanei
r_[_dw jest wowczas okreslane Za pomocq rang. Rangowanie - to nadawani;
:.,t;grt’ot’sliiﬂ“‘ l-ad:my-:h cech k):{le]nych numeréw od 1 do n, Ranga 1 oznacza
; azWyczaj na}wwlkszq wartosc cechy h.}b majacy W badaniu pozytywne zna-
czenie, @ rangd n ]E.Sl przypisywana najmniejszej wartosci cechy. Sposob ran-
owania moze byc mdwl-utr}y;h musi by¢ jednak taki sam dla obydwu cech.,
W prz ypadku, gdy wystepuja ]Edna!(owe wartosci cech, przyporzadkowuje-
my im érednia ;..-_vm'wtyczna z kol?]nyl:h rang. Mowimy woéwczas o wyste-
PE,.,.,r;miu tzw. wezlow Iu':? rang wiazanych, _K-E)relac]'a dodatnia miedzy ba-
danymi cechami \\I’ysti;.PU]E wtedy, gdy ma miejsce zgodnos¢ uporzadkowan
(rang), @ korelacja ujemna - g_d}f gpor_zz!dkowania 53 przeciwstawne.
wgpdlcxynnik korelacji rang mozna rowniez wykorzystywac w przypadku
cech mierzalnych, ale tylko dla niewielkiej zbiorowosci. Fierwotne wartosci
smiennych w takim przypadku nalezy réwniez poddac operacji rangowa-

nia. Wspc’:lczynmk korelacji rang Spearmana jest obliczany ze wzoru:

6> &

gdzie d; okresla roznice miedzy rangami odpowiadajacych sobie wartosci ce-
chy x; oraz y; (i=...1, 2wt

Wspolczynnik korelacji kolejnosciowej przyjmuje wartosci z prze-
dzialu domknietego od -1 do +1, przy czym wartos¢ liczbowa okresla silg
zbieznosci rang, natomiast znak informuje, czy dla obu cech statystycznych
wystepuje zgodnosc, czy tez rozbiezno$¢ ich rang. _

Dzial marketingowy firmy krawieckiej podjal badania, kt.éryr_h celem
bylo ustalenie wspdlzaleznoéci migdzy popytem nd garsonkia ich fasonem.
Analizie poddano fason 10 rodzajow garsonek. W odniesieniu do fasonu wy-
rézniono cztery warianty: super modny, modny, praktyczny oraz memotilﬂ}'-
Kazdemu z tych wariantéw przypisano skale porzadkowa W MSWP“EEY
sposéb: fason super modny 4 punkty, modny 3 punkty, plrakt}'CZI_l)'_ZﬂPF d%
oraz niemodny 1 punkt. W przypadku popytu rangowanie przebieg O-deu
(dla typu garsonek o najwiekszej sprzedazy) az dﬂ 1 punktu ('3' Pm},@a i
garsonek o najmniejszej sprzedazy). Dane wyjsciowe prze stawiajReas
nastepujaco:

o —
IT}’p garsonki A
Popyt w tys, szt. 0,5

Fason (w punktach) | 3
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Pomocnicze obliczenia niezbedne do wyznaczenia wspolezynnika kq
relacji rang Spearmana zawiera tab. 6.6.

Tab. 6.6, Obliczenia pnmncniczc

Rangi dla |
ITyp g;lrsunl-r.il- m— b fﬂ-mnu- | d, ': ..If
AL [euEEa| s 58 [ i T
' e e I e R o
T e ] |
D |=an EE | o5 | o2
E T B e R e R
T Gl J B5, oo S |
G 35 | 35 |25 20 | Si05
H | 0
i 5o (b ey | 0B | doEoa
e T e T T I G
e [ ss0 |

Zradlo: obliczenia wlasne.

Wykorzystujac wzor (6.40) otrzymujemy:
Rl 00 oy
10(10% 1)

Wspolezynnik korelacji rang Spearmana przyjmuje wartosci liczbowe
z przedzialu domknigtego (~1,+1). Badana zaleznos¢ jest tym silniejsza, im g
jest blizszy jednosci. Otrzymany wynik rg = 0,97 oznacza duza zgodnos¢ ba-
danych cech: im bardziej modny jest fason produkowanych garsonek, tym
wigksza jest ich sprzedaz (wyzszy popyt).

6.3.4. Wskazniki (stosunki) korelacyjne Pearsona

Wskazniki korelacyjne Pearsona wyznacza si¢ z danych ujetych w po-
staci tablicy korelacyjnej. Sluza one do okreslania sily wspolzaleznosd
miedzy zmiennymi x i y. Stosunki korelacyjne sa - z reguly — niesymetryczne
Oznacza to, ze oddzielnie nalezy wyznaczac zaleznos¢ cechy x od cechy ¥
(wplyw y na x) i oddzielnie zalezno$¢ cechy y od cechy x (wplyw x na -
Wskaznik (stosunek) korelacyjny Pearsona, okreslajacy pierwsza zaleznose
jest oznaczany symbolem e,,, natomiast druggq zaleznosc — e,,. 53 one mier-
nikami zaleznosci krzywoliniowej i mogg by¢ wykorzystywane wtedy, gdy
obie cechy sa mierzalne, jak rowniez wowczas, gdy jedna z nich jest niemie-_
rzalna (jakosciowa). W tym ostatnim przypadku zmienng mierzalng mus!
byc¢ zmienna zalezna, co daje mozliwos¢ obliczenia wariancji.

Metody analizy korelacji i regresji

e
+rukecia wskaznikow korelacyjnych ;
Konstrukcja Wska 3 yjnych oparta jes :
wariancyjnych. Rownos¢ warian s ot odpowiidich

[6wnos ciach

e €yjna zmiennej y wzgledem
zmi‘—’"n ’

rzyjmuje nastepujaca postac:
s* () =" (7) + 51 (), (641)
e $2(v) jest wariancja ogolna, s*(¥,) - wariancja migdzygrupows, nato-

g _ wariancija wewnatrzgrupowa.
miast 5 {.'l') i 12 girzgrupows

Dzielac rownosc (6.41) przez sz(y} otrzymujemy:
LR OO ()
sl(y) 52(1’)‘ {6'42}
wiskaznik korelacyjny y wzgledem x obliczamy nastepujaco:

e. = sz‘(—gl) =+ s @
) \le(y) (642

W analogiczny sposdb obliczamy wskaznik korelacyjnej x wzgledemy,
1 mianowicie:

s2(9)=52(%;) if(lj (6.44)
) s

STy

. (%) _ 145_}__@ i
R e |

Wielkosci s*(7;) oraz s®(;) to wariancje Srednich grupowych,
mierzace zréznicowanie cech migcizy grupami, gdyz:

2= X0 -9

(6.45)

(6.47)

orazg 48]
e e L (6
(%) =5 2 )
=

Wariancje te przyjmujq wartoéé 0 wtedy, gdy v:rszystkie srednie r;-'a:
runkowe sq takie same i réwne $redniej ogolnej. W takim przypadku Zarow
no e, jak i e, sq rowne zeru. [m silniejsza zalezno§c wystepuje H“‘éiﬂa?'
badanymi cechami, tym wigksze sq roznice srednich warunk_l?""}"}:[_‘* 2 oo
tiancja §rednich warunkowych coraz bardziej zbliza si¢ do warianji 0gOIne]

(¢, i e, daza do jednosci).
skazniki (stosunki) korelacyjne Pearsona 54
Nowanymi, zawartymi w przedziale liczbowym 0-1: (649)

ey s Cyr €(01):

wielkosciami niemia-
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Do oceny sily zaleznodci stosuje si¢ nastepujace przedzialy:
0-0,2 — zaleznos¢ ba rdzo slaba,
0,2-0,4 — zaleznosc slaba,
0,4-0,6 — zaleznosc umia rkowana,
0,6-0,8 — zaleznosc¢ silna,
0,8-1,0 — zaleznosc bardzo silna.
Stosunki korelacyjne nie wskazuja kierunku korelacji, a ponadto nje s
symetryczne (€, #¢,,) z wyjatkiem dwoch sytuacji:
1) jesli zmienne x i y sa niezalezne korelacyjnie, to e, =e_ =0;
2) jesli miedzy zmiennymi x i y zachodzi zwiazek flllikcyjl1y, o
=g, =1
Pomigdzy wskaznikami korelacyjnymi a wspolczynnikiem korelagji |j-
niowej Pearsona zachodza nastepujace zaleznosci:

Byx

-

€y = Iy Oraz t';f_] 2 1y (6.50)

7aleznosci te sa wykorzystywane do oceny, czy badany zwigzek
miedzy cechami mozna uznac za liniowy, czy tez nie. Znajdujg tu zastosowa-
nie tzw. mierniki krzywoliniowosci (oznaczane odpowiednio symbolami;
m,, oraz m,,), obliczane nastepujaco:

ey, =iay —Taps (6.51)
My = a‘ﬁ‘l = !:1 (6.52)

Relacja (6.51) okresla stopien krzywoliniowosci zaleznosci zmiennej x
wzgledem zmiennej y, wzor (6.52) - stopien krzywoliniowosci zmiennej y
wzgledem x. Mierniki krzywoliniowosci przyjmuja wartosci liczbowe z prze-
dzialu:

0<my,, my, <1 (6.53)

Umownie przyjmuje sie, ze jesli m< 0,2, to zwiazek miedzy zmiennymi
mozna uznac za prostoliniowy. W przeciwnym przypadku krzywoliniowosc
zwiazku nalezy uznac za zasadng.

W konkretnych sytuacjach badawczych oblicza si¢ tylko jeden stosu-
nek korelacyjny: e,, lub e,,. Wymaga to uprzedniego okreslenia, ktora ze
zmiennych jest zalezna (skutek), a ktéra niezalezna (przyczyna). W zapisie
wskaznikow korelacyjnych: ¢,, oraz e,, — na pierwszym miejscu wystepuje
zmienna zalezna, a na drugim zmienna niezalezna.

Badajac zmiennos¢ wieku osob deklarujacych uczestnictwo w wybo-
rach do Sejmu i Senatu RP stwierdzono, ze wérdd losowo wybranych 1500
0sob Sredni wiek wynidsl 36,4 lat, z przecigtnym zréznicowaniem 16,6 lat
‘f‘_\"ér_f)d 800 wylosowanych kobiet sredni wiek wyniosl 42 lata z piecdzie-
mectfiprocentowq zmiennoscia, wirod wylosowanych mezczyzn éredni wiek
wyr}lf)sl 30 lat, z typowym obszarem zmiennosci 27 lat < X, < 33 lata. Za-
daniem naszym jest zbadanie zaleznosci miedzy wiekiem a p Eia wyborcow:

Jedna z wyréznionych cech jest mierzalna (wiek), a druga niemie-
rzalna (plec). W takim przypadku miernikiem sily zaleznosci jest wskaznik
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iy Pearsona. Zmi:ﬁznnq mierzalng musi b
Lor Ly zatem przez X wiek wyborcow, a przez
Uma.?;eniach bedziemy obliczac stosunek Korelacyj
oznac 5(\} ~16,6 lat,

42800 + ?L}Ii-ﬂ _ b4 600

yf:- Zmienna zaleiha.
y ich pleé. Przy takich

_ 42800 +7 = 36,4 lat,
x= 1500 1500 ::
. (42-306,4)"-800+(30-36,4)" 700 53760
(%)= 1500 B

:,TE‘_] =5 (%) - 52 ( X ) = 275,56 — 35,84 = 239,72 (lat)?.
W}’kﬂfzﬁlﬂic'!_c wzor (6.46) otrzymujemy:
- E
b o580 _ sl SRR
o 275,56 275,56
Uzyskany wynik swiadczy o umiarkowanej zaleznosci miedzy bada-
nymi cechami.

6.3.5. Wspolczynnik korelacji czastkowej i wspétezynnik korelacji
wielorakiej (wielokrotnej)

Jezeli na zmienng objasniang ¥ oddzialuje wigcej niz jedna zmienna
objasniajaca (Xy, X3 s-- s Xy ), a interesuje nas jedynie Scislosc zwigzku korela-
cyjnego miedzy dwiema zmiennymi przy wylaczeniu wplywu innych, to
wykorzystujemy wsp 6lczynnik korelacji czastkowej. Wspolczynniki te ozna-
czamy symbolem 7, .. Pierwsze dwa indeksy przed kropka (zwane glow-
nymi) 0znaczaja cechy, ktérych zaleznoéé chcemy zbadaé. Indeksy po kropee
(zwane nastepczymi) oznaczaja cechy eliminowane. Liczba eliminowanych
zmiennych wskazuje na rzad wspolczynnika korelacji czastkowej. W zwiaz-
kuz tym wyr6znia sie wspolczynnik korelacji czastkowe] rzedu pierwszego,
drugiego itd.

Do abliczania wspolczynnikow korelacji czastkowej wszystkich rz¢-
déw wygodnie jest posluzy¢ sie rachunkiem macierzowya. Wspélezynnik
korelacji czastkowej wyznaczamy wowczas Ze WZOru:

. (654)

rerd'_: m m
gdzie Rij jest dopelnieniem algebraicznym macierzy R wspélczymukéw ko-
reiacji par Wszystkjch w]qczonych do analizy Zﬂ'liennych; Pﬂwst‘g}.lm Pl:z:;
skreslenie jej i-tego wiersza i j-tej kolumny. R;; oraz Rj; 53 dop?lmg.me
Bebraicznymi macierzy R powstalej przez skreslenie nde"TlEdmu % nf:
Wiersza i i-tej kolumny oraz j-tego wiersza i -te] KOUILY 'EEememéll:-: par
derzy R sy wspolczynniki korelacji liniowej Pearsond obliczone @l k=

Wszystkich rozpatrywanych zmiennych:
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we . . 0SSl
1 K Tfa N
15 1 Iaq T3
R=|"
In 2 T3 1

Macierz R jest symetryczna, a jej wymiary zaleza od liczby Wprowa.
dzonych do analizy zmiennych.

Wspolczynniki korelacji czastkowej moga by¢ rowniez obliczone prgy
wyknrzy:;laniu macierzy wariancji i kowariancii 5§ (por. wzor 6.54). Mﬂderz-f-,
jest symetryczna, a iej elementami sa wariancje poszczegolnych Zmiennych
(znajduja si¢ one na glownej przekatnej) i kowariancje pomigedzy paramj
analizowanych zmiennych (znajduja sig one poza glowna przekatng),
Ogdlna postac macierzy wariancji i kowariancji jest nastgpujaca:

Silh . Dyay wGiahs o G
2
Cy 54 Ca Ca
S: 1 2 .5}
2
t”‘I C:: L3 "z

Przykladowo, jesli zmienne ¥, oraz x, oznaczymy arabskimi cyframil
i 2, to wzoér na kowariancje miedzy nimi ma postac:
1< = =
Ca == 2 (%n — ) (X — %), (6.55)
M
gdzie X, i X, sq wartosciami srednich a rytmetycznych odpowiednio cech 1 1x;.
Wariancje dla np. cechy x; obliczymy ze wzoru:

5t = i_rzl_l(-‘-'n = f1)1- (6.56)

Znaki poszczegolnych kowariancji informuja o kierunkach zaleznosci
dla par cech w badanym zbiorze.

Zauwazy¢ nalezy, ze na podstawie macierzy kowariancji S mozna zbu-
dowa¢ macierz korelacji. Budowanie macierzy kowariancji 2 wykorzysta-
niem macierzy korelacji jest mozliwe tylko wtedy, gdy znane s3 warto§ci od-
chylen standardowych badanych cech.

Zal6zmy, ze dana jest macierz kowariancji trzech zmiennych (X, Xy, %)

Bioibinib
S=(5 100 3
IS D,

Z zastosowaniem macierzy S nalezy zbudowaé macierz koreladi R
Elementami macierzy R sa wspélezynniki korelacji liniowej migdzy
parami wyroznionego zbioru cech. Wspélezynniki te obliczymy 2€ wZors:
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I = cov(xi 4 tJ)
ij ____5.'5_; ] 65

Mamy Za tem: 5

< E‘l_ — —;,'::'_T = _::_ = 0.559}
h=cs, +8-10 8,94
e 6 __ S el
13 554 J8-12. 9,798
ICTERR e
B 5,55 V1012 10,95

Macierz korelacji R ma wigc nastepujacq postac:
1 0,559 0,612

R=l0559 1 0,274
0,612 0,274 1

Zawarte W macierzy R wspolczynniki korelacji maja znak dodatni.
Wskazuje to na taki sam kierunek zmian w wartosciach skladowych cechy

trc‘njwymiarowej.
Niech macierz korelacji ma postac:
1 0,50 Gib
=5 1 04
08 04 1

Wariancje poszczegolnych zmiennych sa natomiast rowne: =g
s2=16; 52 = 25. Naszym zadaniem jest zbudowanie macierzy wariancji i ko-
wariancji S.

Korzystajac ze wzoru (6.57) mamy:

cov(x;, X;) =T *5; *Sj: (6.58)

Wykorzystujac relacje (6.58) mamy:

Cp =Fy *Sy°Sy =0,5:3:4=6,

Ci3 =Ha * 5153 =ﬂ,835=12_,

Eu=rq_,-sz-s3=0,4-4-5=8. 20 :

Ostatecznie macierz wariangji i kowariancji § przyjmuje nastepujaca
postac:

9 6 12
S=(6 16 8
12. '8 25

Technike obliczania wspélczynnikow korelacji czastkowel zﬁ:’:ﬁ?{i
a przykladzie. Wspolczynniki korelacji migdzy 258 sklepow (-a. e
ich laczng powierzchnia (zmienna 2) oraz liczba EOSPDdaﬁﬁ;u; 2 losdv;'&-
(zmienna 3), obliczone na podstawie informacji IiCZbGWYEh.z _‘?‘m&ﬂﬁz
nych wojewddztw, ksztaltowaly sig nastepujaco: fia = —0,006; 13 =00 :
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1y = 0,914, Mamy obliczy¢ wspélczynniki korelacji czastkowej rzedu plers:

szego. .
W pierwszym kroku budujemy macierz wspolczynnikéw kOre]acji R
| -0,006 0,914

R =|-0,006 1 0,018
0,914 0,018 1

Wykorzystujac wzor (6.54), wspolczynniki korelacji czastkowej rzedy

pierwszego obliczymy nastepujaco:
|-0,006 n,mﬂ
| ]o914 1 ‘J

g = = e =-0,054,
FRoky [ 1 001§ 1 094
|
".’[(},0'13 1 o914 1
0,006 1 |
"l0,914 0,018
—P 1 I r’
'1'13: :—,'_?13 —— - — = — = 0;915*
T R
|
Voois 1 |-0006 1
| 1 0,006
=R 0,914 0,018
FET B ——— = -—'“=l],05?.
\‘Jl Rn 'Rm | 1 0,914—|| 1 '*ﬂ,[]ﬂ
‘d 0,914 1 [-0,006 1

Wspdlezynniki korelacji czastkowej informujg zaréwno o Kierunky,
jak i o sile zaleznosci migdzy badanymi zmiennymi (sa zawarte w przedziale
domknietym od -1 do +1). Na przyklad wspolczynniki mierzace sile wspol-
zaleznosci pomiedzy liczba sklepow a liczba gospodarstw domowych przed
i po wyeliminowaniu wplywu lacznej powierzchni sklepéw réznia sig nie-
znacznie (13 =0,914; 13, = 0,915). Mozna zatem sadzié, ze czynnik wyelimi-
nowany nie odgrywal znaczacej roli w opisie zmiennosci liczby sklepow.

Jezeli chcemy zbadaé cislosc zwigzku korelacyjnego pomigdzy warto-
$cia jednej cechy (zmienna zalezna, objasniana), a kompleksem innych cech
(zmienne niezalezne, objasniajace) wowczas wlasciwg miarg jest wspolezyn-
nik korelacji wielorakiej (wielokrotnej).Wspdlczynnik ten oznaczamy sy
bolem R, lub R,,; ;. Pierwszy indeks (1) oznacza zmienna objasniand, pozos-
tale za$ (2,3...k) — zmienne objaéniajace, ktérych laczny wplyw na zmiennd

objasniang chcemy zbadac.
Wspolczynnik korelacji wielorakiej jest okreslony wzorem:

det R
Ro =Riass = 1= GoiRy N
1
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' -ierza wspolczynnikow korelacii
o R jest macierza wspolc Loy ROLelacy par wszystki
gdﬂf ar nnych (a wigc zmiennej ub]asmanej i zmiennﬁh :;}:;;Pﬁatf}fwa.
¢ macierza wspolcz.ynmko_w korelagji pomigdzy parami tylkanﬁc)’f!h:lx
i}, c'h Obinéniﬂiqc}’ ol I\*[‘“:“frz R i R; mozna zapisac nastepujaco: e
1 1y fig o T
"21[ T m i
R=|ry |ty 1 = nii=R
U M Tia il
wspﬁlczynnik korelacji wielorakiej zawiera si¢ w przedziale:
OS R = (6.60)

Informuje on o natgzeniu lacznego wplywu zmiennych objasniajacych
na zmienna objasniana. Nie interpretuje si¢ znaku wspélezynnika korelacji
wielorakiej.

Przy obliczaniu wspdlczynnikéw korelacji czastkowej dysponowa-
ligmy nastepujacymi wartosciami wspolczynnikow korelacji: 5, =-0,006;
ny =0,018; 1y =0,914. Zmienna 1 dotyczy liczby sklepéw, zmienna 2 - po-
wierzchni sklepow, a zmienna 3 - liczby gospodarstw domowych. Zmienna 1
jest zmienna zalezna, a pozostale — zmiennymi niezaleznymi.

Wykorzystywane przy obliczaniu wspolczynnika korelacji wielorakiej
macierze s tutaj rowne:

1 -0,006 0,914
R =|-0,006 1 0,018 |=R,,
0,914 | 0,018 1

detR =0,1641186, det R, =0,999676 .
Wspélczynnik korelacji wielorakiej (wzor 6.59) jest wigc rowny:

Ripy= f1 - Sn o180, Ol
0,999676
Eaczny wplyw powierzchni sklepéw oraz liczby gospodarst domo-
wychnaliczbe sklep6w jest dosé silny. Obliczony wspdlczynnik determinacjt
(R, ~84%) wskazuje, ze ok. 84% zmiennosd liczby sklep6w mierzonej wa-

riancja wynika ze zmiennodci powierzchni sklepow i liczby gospodarstw
domowych.

6.3.6. Miary wspélzaleznoci cech jakosciowych

W badaniach statystycznych niejednokrotnie zachodzl kndr:i:?ﬁ:
Ustalenia skojarzeri (asocjacji) miedzy cechami niemierzalnymi A rzalfl h
Mienng mierzalng i jako$ciowa. Jesli Kazda ze zmiennych memlli;ébnﬁﬁd
Ma dwa wal‘iant}f (PDdZial d}.chotomiczny}, to zaobserwowane 3
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mozna przedstawic w postaci czteropolowej tablicy asocjacji fkm“)’nguncﬁ]
Ogolng postac tablicy czteropolowej przedstawia tab. 6.7. :

Tab. 6.7. Schemat tablicy czteropolowej

,

i |
SRy [ |
| ™~ fﬁ ff} Kazem |

X |
| R | a I b | a+b :
| X | C I d |" et+d |
[ Czo I _
i Razem | a+c |b+d| n |

W tab. 6.7. symbolami a, b, ¢, d 0znaczono absolutne (lub Procentowe)
liczebnoéci jednostek majacych okreslone warianty cech. Do pomiaru sily z3.
leznosci miedzy badanymi cechami, ktorych warianty przedstawiono w for.
mie [ab]ic}r cz[gr@pﬂlu\\'t‘j, '.\r}:l-‘.f'u-z:,f,‘:i'l[iﬂ sig tzw. I\'Spﬁ]czynniki aﬁﬂciacji
(zwane tez wspolczynnikami zbieznosci korelacyjnej). 53 nimi:

1) wspolczynnik zbieznosci korelacyjnej Pearsona-Bravaisa:

ad — be
V= =, (6.61)
J(a+ b)(a + c)(b + d)(c + d)
2) wspolezynnik zbieznosci korelacyjnej Bykowskiego:

W = (l‘?_+i_{l—_(1i?4—£":l’ (6.62)
a+b+c+d

3) wspolczynnik zbieznosci korelacyjnej Yula-Kendalla:
Q= ﬂ—_h_r. (6.63)
ad + bc
Wartosci liczbowe wspélezynnikow (6.61) — (6.63) zawierajq si¢ w prze-
dziale domknietym od —1 do +1. Dodatnie wartosci Swiadcza o tym, ze [ wa-
riant cechy X kojarzy si¢ (wspSlwystepuje) na ogol z [ wariantem cechy Y,all
wariant cechy X z Il wariantem cechy Y. Ujemne wartosci wspolczynnikow
informuja o tym, ze [ wariant cechy X kojarzy sie raczej z Il wariantem cechy
Y, a Il wariant cechy X z I wariantem cechy Y. Im wieksza jest wartosc
bezwzgledna wsp6lczynnikow, tym silniejszy zwiazek migdzy badanymi
cechami.

W 500 rodzinach przeprowadzono obserwacje dotyczace koloru oczu
ojca i syna. Otrzymane wyniki przedstawiono w tab. 6.8.

Tab. 6.8. Kolor oczu ojca i syna

Kolor oczu ojca Razem
Kolor oczu syna
jasny ciemny
Jasny an | 80 110
Ciemny 170 220 390
Razem 200 300 500

Zrodlo: dane umowne
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o kolor oczu syna zalezny jest od kolory 0CZu ojca?

by n.;ipuwiedzieé na Pmi\.ryisze pytanie, oblicz
2 )zbieinuéci korelacyjnej Yula-Kendalla: Ymy warto¢ wspel-

_30:220-80-170_ o
Q=3p-220+80-170
Otrzymany wynik. wskazuje na

dzy koloren1 OCZu ojca 1 syna. ;

“ Wartosci pozostalych wspolezynnikéw zbieznodc korelacyjnejsa rowne:
30-220 -170- 80 :
= -0138,

(30 + 80)(30 + 170)(80 + 220)

. (30+220)-(80+170)

= 30+80+170+220
Rézne wartosci wspolezynnikéw zbieznosci korelacyjnej sa rezultatem
odmiennych zalozen przyjetych przy konstrukeji poszczegdlnych wzorow.

Dlatego tez do oceny Scislosci zwigzku cech w tablicach czteropolowych

nalezy wykorzystywnc’ jeden wzor.

W przypadku, gdy tablica kontyngencji ma wigcej niz cztery pola, do
wyznaczania wspélczy‘m;likéw zbieznosci korelacyjnej wykorzystuje sie
statystyke chi-kwadrat ( *). Statystyka ta jest okreSlona wzorem:

2 < '(”f;'""-‘f)z
x =ZZ“—I“— (6.64)

i=1 j=1 i

czy’ﬂ“ika

istnienie niezbyt silnej zaleznosci mig-

gdzie: n; — to liczebnosci empiryczne, 11y — sa liczebnosciami teoretycznymi,
ktére powinny wystapic w i-tej kolumnie tablicy oraz J-tym jej wierszu, gdy-
by miedzy zmiennymi nie wystepowala korelacja. Wartosci 1; obliczamy ze

WZOru:
i”ﬂi 'Z”ﬁ o
a Bl SRR (6.65)
v n n .
Statystyka chi-kwadrat przyjmuje wartosci liczb?we ‘2 Pl'ze_dz-lal“
(Uﬂ (k=T)(r - 1)), gdzie k jest liczba kolumn w tablicy, zas r - liczba wierszy.
Najczesciej obliczane z wykorzystaniem wielopolowych tablic wspol-
czynniki zbieznosci korelacyjnej, to:
1) wspélczynnik ¢ Yule'a:

v (6.66)
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el
3) wspolezynnik V Cramera:
V= L :
nmin(k-=1,r-1)
4) wspolczynnik C Pearsona:
2
X
E= : £
2 +n (6.69)

Maksymalna wartos¢ wspolczynnika C Pearsona jest scisle uzales-
niona od wymiaréw tablicy kontyngencji. Im tablica ma mniejsze wymiary,
tym bardziej wartos¢ C oddala si¢ od 1 w kierunku do 0. Dla tablic symet.
rycznych (r = k) maksymalna wartos¢ wspolczynnika C wynosi:

_ =1 =1
q'na.x = k = r : {ﬁ'm}

Dla tablic prostokatnych (r = k) maksymalna wartosc¢ jest rowna:

i oA i
k 2
qhu = _-_i_—' {5171]
Skorygowana wartos¢ wspolczynnika C = obliczamy ze wzoru:
Chay = (6.72)
C;'Ilﬂi

Interpretacja wspolczynnikéw ¢, T, V oraz C, jest taka sama, a mia-
nowicie:

1) osiagaja one wartos¢ zero w przypadku niezaleznosci badanych
cech,

2) sa symetryczne,

3) im wigksza jest sila wspdlzaleznosci migdzy zmiennymi, tym ich
wartosc liczbowa jest wigksza,

4) nie wskazuja kierunku korelacji badanych zmiennych (ich znak jest
zawsze dodatni).

Ponadto kazdy z wymienionych wspolczynnikow charakteryzujq spe-
cyficzne wlasnosci. [ tak, wspolezynnik ¢ Yule'a przyjmuje wartosci liczbowe
z przedzialu: 0 < @ < 1 tylko wtedy, gdy liczba wierszy w tablicy kontyngencjl
wynosi 2, przy dowolnej liczbie kolumn. Jesli - przy dowolnej liczbie kolumn
— liczba wierszy jest wigksza od 2, to wsp6lezynnik ¢ Yule'a moze przyjmo-
wac wartosci wigksze od 1.

Wspélczynnik zbieznosci Czuprowa przyjmuje wartosci liczbowe
z przedzialu: 0< T <1, ale jedynie wtedy gdy r = k (symetryczna tablica kﬂl_"
tyngencji). Dla tablic niesymetrycznych (r # k) maksymalna wartos¢ T moze
by¢ mniejsza od jednosci. e,

Wspoélezynnik V Cramera przyjmuje wartosci liczbowe z przedziald
0<V <1, ale maksymalng warto§¢ réwng 1 osiaga tylko w przypadku syme

Metody analizy korelagjj |

/’__——— Rresji

f:,n:zﬂYd‘ tablic kontyngencji. Jesli r=k, to V =T,
i

V:T—w celu sprawdzenia, czy migdzy praynales

.hdek]m-uwanymi rocznymi dochodami (w tys,
arlgepmwadzmm badanie w grupie 300 postow, O
gawiono W tab. 6.9

Tab. 6.9. Praynaleznosd partyina i deklarowane d

e " Roczne dochody w tys, euro
Prte | ponizej 10 | 10-20 | 2030

[ s |- 2

- R W7

s | & 9 12
Razem i 7(‘. - ___76 9.1

[ R R

Frodlo: dane umowne,

W pierwszym etapie obliczen ustalamy wart
hikwadrat, W tym celu obliczamy za pomocq wzoru (6.65) lic
relyczne, S one rowne:

. 11876 .. 143,76 S ST
Eoml = 20 BB et =35 =
=300 d 3 el
11876 5 -
AT 36,23, figg =
Ma 300 L 300 = 23' %

SR LLILI B ,14:[]';1 <3861, iy
. 11867 . 145 A7
4 =26,35, fiy =— 34
“u 3[]{] ,35 ”.u 300 = ,i% .w

Wartosc statystyki x * (wzor 6.64) jest
1 _(52-29,89)° NELS 29,89 L (22- 31,

29,89 29,89 31—;?6..
6-3623)°  (37-36,23)"  (47-3861)°
36,23 36,23 38,61
+(9‘9;EB)1 +(12—10;53‘): i (10-8;?1_)1'1 -
9,88 10,53 8,71

11,2960 40,0164 + 1,8232 + 3,8298 + 0,3577 + 0, 0784
Wsolezynniki zbieznoscl korelacyjnej

= Yule'a: -
42,993 st
(1] ] (el ..
5 0,379, e

= #bieznosei Czuprowa: oruiy
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a5 003
T MEERID _gogp,

= | 3004/3-2
— V Cramera:
42,993 _ 0,268,
\ 300-2
- C Pearsona:
42,993
~ ) 42,993 + 300

p——————

/441 3-1

{4 =0,354 .

FEe ey i_ﬁ
Grax = “—i‘—;g— = 0,8415,
0,354
KT 0,8415
Obliczone wartosci wspolczynnikow wskazuja na wystepowanie
w stopniu umiarkowanym zwiazku migdzy przynaleznoscia poslow do
okre§lonej partii a deklarowanymi rocznymi dochodami. Na tej podstawie
mozna sadzi¢, ze poglady polityczne poslow sq — w pewnym stopniu -
zwiazane z ich statusem materialnym lub tez przynaleznosc do danej partii
moze mie¢ pewien wplyw na wysokos¢ ich dochodow.

=0,521.

6.4. Regresja liniowa

Termin ,regresja” (od lac. regressus) po raz pierwszy zostal uzyty przez
E Galtona (1822-1911), ktéry badajac wzrost mezczyzn .cofal sie wstecz’,
siegajac do wzrostu ojcéw jako wyjasnienia wzrostu synow. W dobie
wspdlczesnej przez analiz¢ regresji rozumie si¢ metody badania wplywu
zmiennych uznanych za objasniajace (niezalezne) na zmienng objasniang
(zalezna). Analitycznym narzedziem sluzacym do opisu mechanizmu po-
wigzan migdzy zmiennymi sa funkcje regresji. Funkcje regresji wskazuja,
jak zmieniajg sie srednie wartosci zmiennej zaleznej przy zmianie wartosd
zmiennej niezaleznej. Formalny opis zaleznoéci migdzy zmiennymi X iy,
ktérego narzedziem jest funkcja regresji, przyjmuje postac modelu regresji.
Budowa takiego modelu opiera si¢ na okreslonych zalozeniach dotyczacych
postaci funkcji regresji. W naszych rozwazaniach skoncentrujemy uwage na
liniowych funkcjach regresji.

W statystyce wyr6znia sie funkcje regresji I i II rodzaju. Funkcja re-
gresji | rodzaju dotyczy populacji generalnej i mozna ja wyznaczyf ty‘i.kn
woweczas, gdy dysponujemy wynikami badania pelnego. Funkgja regres)! I
rodzaju odnosi sie do praby i jest aproksymanta (przyblizeniem) funkeji &
gresji [ rodzaju. W funkcji regresji I rodzaju wartosciom jednej cechy przy”
porzadkowuje sie §rednie warunkowe wartosci drugiej cechy.
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W dwuwymiarowym rozkladzie zmiennej (X
arowno regresie Y wzgledem X, jak teg regresie X w
szym przypadku zmienna ‘X jest zmienng Obiﬂéniaiq:q (:ig['.‘-d;!r_n Y.
zmienna Y — zmienna ?.c:ll'..??.l.“lf} (objasniana). W takiej sytuacji Dbseﬁ:mqj'
zmiennasc' Y chcemy wyjasni€ poprzez zwiazki tej Zmiennej ze mﬁan?an}?
reli odwrocimy role ::_mmm.\y’ch,_ to obserwowang zmiennogé X ch::m.
;.,z\aj,aflnii '.vp[}.-n-'vn.ﬂ ;:n'uen.nt.‘jl Y. Bada my :rv::’uwczas regresje X wzgledem Y
7mienna Y jest wowczas zmienng objasniajacy, a X zmienng objasniang,
Warunkowa wartos¢ oczekiwana zmiennej Y wagledem X jest ]ak4§

dac 2
W pif.’l"-'\F

(unkeja zmien nej X, zas warunkowa wartosé oczekiwana X wzgledem Y jest
funkcja zmienne) Y. Mozemy zatem zapisac: e
J':.'.( YIN =x) = g() lub y = g,(x), (673)
E(XY =) =ga(y) lub x =g, (), (6.74)

Jezeli zmienna losowa (X, Y) jest skokowa, to obrazami geometryczny-
mi funkgji (6.73) oraz (6.74) sa pewne lamane przedstawione w prosto-
katnym ukladzie wspolrzednych. Eamane te powstaja przez polaczenie pun-
ktow o wspalrzednych: (x;; y|x,) dlai=1,2,..., k(w przypadku funkeji regresji
Yy wzgledem X) oraz (T[j;j} dla j=12,...,r (w przypadku funkji regresji X
wzgledem Y).

Jezeli zmienna (X, Y) jest ciagla, to obrazami geometrycznymi funkeji
(6.73) i (6.74) sa pewne linie, ktore nazywamy liniami regresji [ rodzaju.

Jak juz wczesniej stwierdzono, przyblizenie za pomoca okreslonej
funkeji matematycznej zwiazku wystepujacego pomiedzy cechami statys-
tycznymi nosi nazwe regresji Il rodzaju. Rozbieznosc migdzy poszcze-
golnymi wartosciami cechy uznanej za zalezna i jej regresja | rodzaju wy-
razana jest za pomoca skladnika losowego:

Y=Y +s, (6.75)

gdzie: Y - zmienna (cecha) zalezna, opisywana przez model regresji, Y = re:
gresja [ rodzaju, ktora moze przyjaé postac reguly matematycznej (okreslo-
nej funkgji f) lub tez by¢ przez te regule przyblizona (w tym ostatnim przy-
padku regula matematyczng bedzie regresja [l rodzaju), &= zm_isnna_ 105'3_"'“-
opisujaca odchylenia wartosci zmiennej zaleznej od jej regresji I rodzaju.

W réwnaniu (6.75) wielkosé Y mozna zastapic konkretna funkejq ma-
tematyczng. Jesli bedzie to funkcja liniowa, to:

Y=o, +o,X+6 : (6:76)
W podobny sposéb mozna zapisac saleznoéé cechy X od Y "
X =Py +BY +&a. t&m
W réwnaniu (6.76) przyjmuje sig, 2e zmienna niezalezna X jest nieloso-

H 5 ; -\'mi
Wa i determinuje zmienng Y z dokladnosci do skladnika };llﬁﬂwifiﬁl
dobnie w rownaniu (6.77) zaklada sig, Ze zmienna Y jest nIEESEE
Minuje zmienng X 2 dokladnoscia do skladnika TosoWEEStH:
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Réwnania regresji sluzq do przewid;n.mnia Wﬂl'lﬂléci cech stalysly.;z,
nych uznanych za zalezne. Rz;}d‘ dokln.dn(!fﬂ tt‘gﬂl!-‘m’dWId.}’wania jest 2 jed.
nLaj strony uwarunkowany fym.,]a]-: .,blhsko regresji Ilrncll?,a]u znaiduie sig re.
gresja Il rodzaju, z drugiej za.s zalczyl n'd tego, w jakim stopniu skladnik
losowy & wyraza oddzialywanie czynnikow przypadkowych, zaklécajqc},ch
.,uklacianie sie” wartosci cechy zaleznej wedlug rownania linii prostej,
W zwiqzku z tym Zada sig, aby skladnik & mial charakter losowy, tzn, by
spelnial nastgpujace wlasnosci: ;

1) brak systematycznych oddzialywan & na zmienna zalezny y
(E(g) =0)

2) zakres zmiennosci £ jest niezalezny od zmiennej “"'EZﬂlei.nej
{Dl(;:}=cr:. gdzie o® jest liczba stala);

3) czynniki ksztaltujace € nie sq ze soba powigzane (CC‘I‘.'(EJ-,(;}.) =0dla
[#]).

Jesli powyisze wlasnosci sq spelnione, to rownania (6.76) i (6.77)
okreslaja model regresji liniowej. Jesli, dodatkowo, skladnik losowy ¢ jest
zmienng losowa o rozkladzie normalnym z parametrami (0, D*(x)) - to taki
model nazywamy liniowym modelem regresji normalne;j.

W praktyce, posta¢ funkcji matematyczne opisujacej zwigzek po-
migdzy cechami statystycznymi nie jest znana. W zwiazku z tym z populacji
dwuwymiarowej pobiera si¢ probe losowa i sporzadza si¢ — w prostokatnym
ukladzie wspélrzednych — wykres rozrzutu. Wykres ten stanowi podstawg
do wyboru analitycznej postaci funkgji (np. liniowej, wykladniczej, poteg-
owej itp.). Kolejnym krokiem jest estymacja parametréw strukturalnych
(wystepujacych przy zmiennych objasniajacych) oraz parametrow struktury
stochastycznej (zwiazanych ze skladnikiem losowym).

6.4.1. Estymacja parametréw strukturalnych liniowej funkcji regresji

Do szacowania parametrow strukturalnych linowych funkji regresji,
z jedng zmienna objasniajaca (6.76) i (6.77), wykorzystuje si¢ m.in. klasyczna
metode najmniejszych kwadratow (KMNK).

Metoda najmniejszych kwadratéw polega na takim oszacowaniu para-
metréw o, ia, (badZ B, i B,) funkji regresji, by dla n wartosci (x;, ¥;) danych
z proby, funkcje:

W= i{iﬁ — —HII,'}E lub W= i(]‘-i = bD » h]_],l'.')z [675}
=1

f=1
osiggnely minimum.
Funkgje:

Y; =ay +a@x, +u, oraz X; =b, +by; +2; (6.79)
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i odpowiednich liniowych f i ..
,proksymantami © : yeh funkeji regresji w prak;

54 15. gymbolami 1 =Y; = Y; oraz z; =x; -, ﬂznaczomg_ éd DE?ZI% -

5fﬁ.;ﬂd}n:nil-d resztowe (dla i=1,2,..., n). PRSIt

skla W},ﬁ,;‘,enie (6.78) jest funkejg dwéch zmiennych: A in

nkiem koniecznym istnienia ekstremum jest zerowanie sie POG ub]. 'v;'a
r \

Cgastkﬂ“’YCh' Ograniczajac rozwazania do funkji regresji y wzgledem «
o !
mamy:

oW

—=-2) (y; -6y —ax;

aﬂ" g{yl 0 1 |.)r {&Bﬂ)

oW :

— ==22 (¥; =0, —ax;)x..

a0, ;(J. o~ @X; (6.81)

Po przyrownaniu pochodnych czastkowych (6.80) 1 (6.81) do zera oraz
0 przepmwadzcniu odpowiednich przeksztalcen otrzymujemy uklad row-

nan normalnych o postaci:
s
i=1

: aa (6:82)
%Z],l'i +n,§x,?‘ =§*xiyi

Uklad (6.82) ma nastepujace rozwiazanie:
> (o - D) -7)
== (6.83)

g(l'i ‘f)z

oraz
Gy =Y — &%, (6.84)
gdzie X, § - to §rednie arytmetyczne odpowiednich zmienl:lych xiy.
Postepujac analogicznie w przypadku liniowej funkcji regresj1 x Wz-
gledem y otrzymujemy nastgpujacy uklad rownan:

nby + bliyj = il‘i,

i=1 i=1 (6'35]
bﬂiyi - hli‘yf = i},xf!fr
i=1 i= i=

Rozwigzaniem ukladu (6.85) jest:

N ?;{{x,— - X)(vi -¥) (6.86)
: i{}!i 'S—f}z

Oraz . (687)
by =% - b -
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i e

QOceny a, i b okreslane sa m mi‘:lum_wlsp_nlczy_nmkuw ‘T'EE;TE'S]: ]iniUWei.
Odpowiadaja one na pytanie, jak zmieni si¢ srednia wartosc zmiennej zaje;.
nej (objasnianej), jesl zmienna objasniajaca (niezalezna) wzrosnie o jed.
nostke. Oceny a, i b, sa wyrazami wolnymi ‘mll‘-n-.vw-.inl‘Lll t'unkc;;l regresji, S
to wartosci, jakie przyjmuje zmienna zalezna, gdy zmienna niezalezna jest
réwna zeru, W zaleznosci od badanego zjawiska, oceny te moga mie¢
interpretacje ekonomiczng lub nie. Na przyklad w przypadku liniowej funk.
cji regresji kosztow calkowitych (zmienna zalezna) wzgledem wielkosci pro-
dukcji (zmienna niezalezna) wyraz wolny informuje o poziomie kosztow
stalych.

Graficznym obrazem funkcji regresji Il rodzaju jest rys. 6.2.

Doskanala zaleznoéd Zaleinos¢ korelacyjna Zaleinosé knrgi,]q.]'m
korelacyjna dodatnia dodatnia ujemna doskonala
! e T e
16 | LA
P | | Y
! - } - f - . o5
.| ..r.'_-':

- —— S

e a0

1 1 X o 1 o
i:l = '.1.1. Ty = 1 my= IG h.l = 0= Iy < 1 a;=0 by=— 4

Zaleinosé korelacyjna Brak zaleznosc
ujemna
Y Ve $ b 1 Xy
. E_ | : [
X : | ~
¥ [ "\_\\
SN T
.. ............. *  hsyrsmamsamssmaas AEERERESFEEEINENNES
s Yx
X

X
<0 -l<ry<0 ;=<0 by =0 ry =0 ap=0

: Rys. 6.2. Mozliwe poloZenia linii regresji
Zrodlo: M. Sobezyk, Statystyka. Podstawy teoretyczne, przyklady i zadania, UMCS,
Lublin 2000, s. 272,
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7 1y 6.2 wynika, ze kalt.y jest kqte.m nach
e zaé tgy =“|-“Kﬁ" o jest natomiast kate
=y wagledem Y, a t8 8 = by, Katy te tworzg linie regresjiz dodatnim; ;
res]'l miosi X 1 Y. Im blizej siebie polozone sa obie linje regresi (im mnje; 2
runka tym zaleznos¢ korelacyjna jest silniejsza. W miarg wzr{:nr:tuu’m;}‘r
Kat fp:;a|ein0=3fi korelacyjnej, katy 718 zdazaja w sumie do kata Prost: y
wsp{!? gy ilg zmierza do jednosci. Wynika stad, ze wspélczynnu-ﬁ%g:
2 'I‘U.L; s}:} miarami sily wspélzaleznosci miedzy badanymi zmiennymi. Sile te
g:r::s',la ¢rednia geometryczna obliczona ze wspélezynnikéw lin regresji:
0 Foy =y (658)

wspolczynnik korelacji liniowej okreslony wzorem (6.88) przyjmuje
aliznalk jaki maja \,fr:;pr_'\lczyn niki regresji. Wspéiczynni.ld regresji majq zaw-
o takie same znaki (albo cT‘EJydwa sa dodaFme, albo ujemne).

Wspolczynniki regresji ¢ oraz by mozna réwniez abliczy¢ z réwno-
waznych wzoréw, a mianowicie:

()

ylenia Prostej regresii y

wagle M nachylenia Prostej re.

iy = rzy % (6.89)

oraz
= S—(Q 6.90
bl = rry 5(_1,!)‘ ( }

gdzie s(y) i s(x) sa odchyleniami standardowymi bad'a{myc!'l z-miennyn:h.
Zal6zmy, ze w modelu regresji liniowej wysokosci miesiecznych ?plat

za gaz (y) wzéhgdem liczby 0sob w gospodarstwie domm?ym (J_t} d]a me,za:

leznej proby losowej 100 gospodarstw otrzymana nastepujace wyniki j]:w 2):

cov(x,y) =114 X =4 5(x)=0,9 ¥ =78,5 s(y) =17,2 Jakiej wysukgsu oplat na-

lezy oczekiwaé w trzyosobowych gospodarstwach dnmt.)wych.. o
Odpowiedz na postawione pytanie wymaga znajomosci funkgl i::l.

gresji opisujacej mechanizm powigzan zmiennej y wzgledem cechy X, tzn.

!}:‘ =y +mx;. . ; e
Oceny parametréw strukturalnych tej funkc‘}l wyznaczymy

10w (6.89) oraz (6.84). Przedtem jednak nalezy obliczy€ Iy

20V Y). . 1L R

s(x)s(y) 0,9:17,2

a=0,736- 22 14,066,

4y =78,5 - 14,066 - 4 = 22,236. 2 uje zatem

Réwnanie regresji liniowe] zmiennej ¥ wzgledem f,vpzﬂdzm;:hw'
Postac: y; = 22,236 + 14,066x;. Miesigczne oplaty 33,52:43 o AL
Dsﬁbﬁwych Sa WIQC réwne: 3;283 = 22,236 ek 14;066 il 3— i k)

Ly
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6.4.2. Weryfikacja oszacowanej funkcji regresji liniowej

Oszacowane na podsmwie wynikow p r'.é.b)? losowej funkcie Tegresji sy
jedynie aproksymantami funkcji w populacji 5'-’-“‘3"f'll"l‘-’i- Dlatego tez ,,.
chodzi koniecznosc oceny dopasowania funkgji regresji }I. rrydzaju do danych
empirycznych. Podstawa do tej oceny sa tcszty. cz_v!i m?_mce.:-mi@dzy empi.
rycznymi i teoretycznymi (wynikajacymi z funkeji regresji) wartosciam;
zmiennej zaleznej. Dla funkcji regresji Y wzgledem X reszty te sa okreslone
nastepujaco:

w=y; = (i=12,...,n), (691)
dla funkcji regresji X wzgledem Y przyjmuja postac:
:r' =_T|, -'_'I—.'r (ilzl,?.,.,.,”); ':6-92]

gdzie: y; oraz x; sa wartoSciami empirycznymi, natomiast y, oraz e
wartosciami teoretycznymi.

Syntetycznym miernikiem odchylen wartosci empirycznych od teore-
tycznych jest wariancja resztowa, wyrazajaca si¢ wzorem:

> =i D

51 a0ph o iy e B IR ) = 6.9
() — = (6.93)

gdzie k jest liczba szacowanych parametrow funkgji regresji.
Wzor (6.93) okresla wariancje resztowa dla funkeji regresji Y wazgle-
dem X. Dla funkgji regresji X wzgledem Y, wariancje resztowg oblicza sie na-

stepujaco:
i("‘.f e '{.I'\)Iz i:lz
2 (z) = i =LA 6.94
(2) n—k n-k 2

Pierwiastek kwadratowy z wariancji resztowej nosi nazwe odchylenia
standardowego skladnika resztowego. Odchylenie to informuje o prze-
cietnym odchyleniu empirycznych wartosci zmiennej objasnianej od jej
wartosci teoretycznych. Dopasowanie danej funkcji regresji do danych em-
pirycznych jest tym lepsze, im odchylenie standardowe skladnika reszto-
wego jest mniejsze (bliskie zera).

Odchylenie standardowe skladnika resztowego stanowi podstawg do
budowy wspolczynnika zmiennosci resztowej:

V, = S(H) 100 (6.95)
y
oraz
= 3 100, (6.96)
X

Wspdlezynniki zmiennosci resztowej sa wielkoSciami niemianowa-
nymi (wyrazanymi w procentach) i informujg o tym, jaka czescia Srednie]
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= B

nej zmiennej objasnianej sa odpowiednie odch

tmetycZ : s 5 lenia st
syt nikow resztowych. Wspalezynniki te powinny bb;'é muil?:v?: ?ut
W SRas

ie 0. ok , o g
5 Dokladnos¢ oszacowania funkcji regresii liniowe

. i A | MOZna réwnies
omoca wspolezynnika zbieznosci (nieokreslo ity

e nosci), W s
1I“cq:2haﬂgliczmw ze WZOTOW: ) spolezynniki
¢ 56
A w3
l[?2 :Eh{u\'l :g(yE yi}
e 6.
W Y-w e
iwl
oraz
o) BE-R)
Oy =g = : (6.98)
() i{"s -5}

ial

Wzar (6.97) dotyczy funkeji regresji ¥ wzgledem X, a (6.98) odnosi sig
do funkcji regresji X wzgledem Y. :

Wspolczynnik zbieznosci okresla, jaka czgscig calkowitej zmiennosci
zmiennej zaleznej jest zmiennosc zmiennej zaleznej niewyjasniona przez
zmienng objasniajaca danej funkgji regresji. Wspolczynnik zbieznosci jest
miara unormowana zawartg w przedziale (0,1). Im wartosc o jest blizsza 0,
tym oszacowana funkcja regresji jest lepiej dopasowana do danych empi-
r}cznych

Ze wspolczynnikiem zbieznosci scisle laczy sig wspﬁlczynﬁik 'deter-
minacji (okreslonosci), bedacy kwadratem wspdlczynnika korelacji wielora-
kiej obliczanym nastgpujaco:

- dla funkgji regresji Y wzgledem X:

i(.‘;‘i _!}i)z

R;x =1- =t =1 -{Pi:r {5.98-]
=32
i(!ﬁ -¥)
=1

- dla funkcji regresji X wzgledem Y

i(""i = )2 i

- 6.1
RJ:;*-‘]- i=l z_i-lp-"? ( m]
i(xl -X)

ik R* informuje

Wartos¢ R* zawiera sig w przedziale {{l,_l). Wspﬂ@ﬁ:e?msm;w;

.u,t}'f“- jaka czesé calkowitej zmiennosc zmnennﬁ] ﬂblal‘i rzez-osﬁcﬁﬂﬁ*:
JA$niona przez zmienng objasniajaca danej funke! (czyli p
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zmiennoid ogdlna

zmiennostiwyjasniona

| zmiennosE resztkowa
| regresjy
|

X Tmin X

M| poereeen

Tmin
Rys. 6.3. Geomelryczna interpretacja zmiennosci ogolnej, zmiennosci wyjasnionej
oraz niewyjasnionej liniowg regresjg Y wzgledem X

Zrodlo: M. Sobezyk, Statystyka. Podstawy teoretyczne, przyklady i zadania, UMCS,
Lublin 2000, s. 277.

funkcje regresji). Tak wigc, im R* jest blizsze 1, tym jako$¢ dopasowania
funkgji regresji do danych empirycznych jest lepsza.

Jak latwo zauwazyc, calkowity obszar zmiennosci zmiennej zaleznej
jest suma zmiennosci wyjasnionej i niewyjasnionej przez przyjeta funkge
regresji (por. rys. 6.3):

¢ +R* =1, (6.101)

Estymacji parametrow funkcji regresji dokonuje si¢ na podstawie
wynikéw proby losowej. Stad tez mozliwe jest popelnianie bledow w ocenie
poszczegdlnych parametrow funkcji. Bledy te sa okreslane mianem stan-
dardowych bledéw szacunku parametréw lub kricej: bledéw srednich sza-
cunku. Bledy te s3 obliczane na podstawie nastepujacych wzorow:

(6.102)

(6.103)

(6.104)
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S{III) = S(Z) 3 6
E{y.- )} (6105)

Bledy $rednie 5za‘cunl$u informuja o tym, o ile - e
pylimy sie (in plus lub in nynus), szacujac paramewuzr;e uﬁgm;:‘“fﬂf-
Jaci Bé peralnej na podstawie wynikow otrzymanych z Pfé';ynfoshw:;q%l:
razy: :
4 (). s(@). s(by).s(ly) |

Ay ap > b (6.106)

¢3 wzglednymi srednimi blﬁ‘dar_ni szacunku odpowiednich parametréy
st BlRLL TP Pl‘ZEBraCZai ace 50%) przekreslaja wartosc pomawﬁﬁ
liczbowej oceny param etrow.

Przyczynami powodujacymi otrzymywanie duzych bledéw szacunky

aramelrow moga by¢:

1) mala liczebnosc proby losowej wykorzystywanej do estymadji pa-
rametrow funkgcji regresji,

2) niewlasciwa metoda estymacji parametréw funkgji regresji,

3) przyjecie nieod powiedniej zmiennej objasniajace; do funkei regresji

Podjeto badania dotyczace zaleznosci migdzy cenami akeji dwoch spélek
(w zl). W tym celu zebrano informacje liczbowe o cenach akeji (tab. 6.10).

Tab. 6.10. Ceny akcji spolek A'i B

[Cenyakgjispolki A | 62 | 62 | 59 [ 56 | 57 [ 56 | 55 | 55 | 55 [ 56
|Ceny akeji spolki B 83 94 9 | 8 | 86 | B5 | 82 | 80 | 79 | 80

Zrédlo; dane umowne.

Na podstawie danych zawartych w tab. 6.10 nalezy oszacowac funkcje
regresji oraz dokonac ich weryfikacji. . .

Do oceny parametréw strukturalnych funkgji regresji szglgdem_'x
wykorzystamy uklad réwnan (6.82), do wyznaczenia ocen pit_rﬂmet?éw
funkgji X wzgledem Y — uklad rownari (6.83). Niezbedne obliczenia Zawiers
tab. 6.11.

Podstawiajac dane liczbowe z tab. 6.11 do ukladu réwnan (6.82)
otrzymujemy:

10a, +573a; =845
573a, + 32 901q, = 48497

; . = b zl-
_ Rozwigzujac powyzszy uklad mamy: ay =18,61 2l £ 1'-1:§mf:'.
Ifownanie regresji Y wzgledem X przyjmuje zatem naSi_@P—uHC? F_ s
E’;f =18,61 +1,15x,. Oznacza to, ze jesli ceny akcjisliﬁillsﬂzi;iw“m“qo i
y spélki B wzrosng — srednio rzecz biorac - 0 1,122 e S
Podstawiajac dane liczbowe z tab. 6.11.doukiaduﬁ5wﬂaﬁ(6‘- ymam
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10b, + 845b, = 573
845h, + 71 607b, =48 497

Z ukladu tego otrzymujemy: b, = _25.,19 oraz b, = 0,38 Rownanie regre.
sji X wzgledem Y przyjmuje wigc postac: X; = 25,19 +0,38y,. Jesli akcje spolki
B wzrosng o 1 zl, to, srednio, akcje spolki A wzrosng o 0,38 z.

Tab. 6.11, Obliczenia pomocnicze do wyznaczenia ocen parametrdw funkgji regresi

| Cena akdji spolki A () [ Cena akejisptki B(v) | | oF | o
[ DR e ETT O O T
' ] (SRR |84 | es% | s
r T e _M8L | B0 | s
[ T T T
TR T sy T e ﬂ"’_.___“_ﬁﬁ'r
56 85: | 3136 |7 wEEs 4760
=t Fosng 025 | 6724 4510
55 008D 3025 | 6400 | 4400
BEmEEss 79 13085t | e 4945
56 , 80 | 3136 | eann 4480
[ = [ | s e 48497

Zrodlo: obliczenia wlasne.

Wspolezynnik korelacji liniowej migdzy badanymi cechami jest na-

tomiast rowny (wzor 6.88):
e =+1,15-0,38 = 0,66.

Otrzymany wynik wskazuje na umiarkowana zaleznoé¢ korelacyjna
dodatniag pomigdzy cenami akcji spolek A i B.

W celu zbadania, czy otrzymane funkcje regresji sa dobrze dopasowa-
ne do danych empirycznych, nalezy wykorzystaé nastepujace mierniki:
wspolezynnik zmiennosci resztowej, wspolczynnik determinacii i indetermi-

nacji oraz srednie bledy szacunku parametréw strukturalnych. Niezbedne
obliczenia zawiera tab. 6.12.

Teoretyczne wartosci zmiennych X, oraz y, otrzymano wstawiajac do
oszacowanych funkcji regresji odpowiednie wartosci zmiennych niezalez-
nych, a mianowicie:

% =2519+0,38-83=56,73 1, =18,61 +1,15-62=89,91
X, =25,19+0,38-94 = 60,91 1, =18,61+1,15-62=289,91
Xy =25,19+0,38-90 = 59,39 Y, =18,61 +1,15- 59 = 86,46
X, =25,19+0,38-86 = 57,87 7, =18,61+1,15-56 = 83,01
X5 =25,19 + 0,38 - 86 = 57,87 Y5 =18,61 +1,15-57 = 84,16
X =2519+0,38-85=57,49  , =18,61+1,15-56= 83,01
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4 =2519+038:82=5635  § =186 +1,15-55=81 84
§=2519+038:80=5559 i ~18£141 75,28 gr'ue
i v
§, =2519+ 0,38-79=55,21 Yo =18,61 +1,15.55=81 8¢
P 25,19+0,38-80=5521  §,=18,61 +1,15-56 = 83,01
Tab. 6.12. Obliczenia pomocnicze do weryfikagji funkeii regresji
o e T = [
'fr_ir z 22 : x =% |(x —f}‘ v, i, 0 ! ;‘_?'{!‘r‘i'}?
e | 527|277 47 | 2 | & (91| om0 477481 15| 23|
i [s091| 10o) 11881 47 | 2209 | o4 [5991| 409 tezaail a5 | o
5 [5939] 039] 01521 17 | 289 | 90 [8646] 35| 12snie] 55 [ s
5 (5787|187 34969| 13 | 169 | 86 |wo01] 23| sswi| 5 | 2z
7 |57.87|-0.87| 07569 03 | 009 | 8 |s416| 184 3386] 15 225
e Te7a0 -1,49| 2,2201| -13 | 169 | 85 |8301| 1,99] 3901 05| o025
55 |65 | -195| 18225 23 | 529 | 82 [8186] 04| 001%6] 25| 62
55 |5559|-059| 03481| -23 | 529 | 80 |8186|-186| 345%| 45| 2025
55 |5521|-021| 00441) -23 | 529 | 79 |81,86|-286| 8179| 55| 3025
5 15559 | 041| 01681] -1,3 | 169 | 80 [83,01]-301] 90601 =45 | 2025
[m | x | x [37998] X [6810 [85 | x | X [meomas| X [20450]

7Zrodlo; obliczenia wlasne.

Wyniki obliczen miernikéw charakteryzujacych stopien dopasowania
funkgji: ¥, = 25,19+ 0,38y, oraz y, =18,61 +1,15x;, do danych empirycznych
przedstawiono w tab. 6.13.

Tab. 6.13. Mierniki dopasowania funkcji regresji do danych empirycznych

Funkeje regresji

Nazwa miernika = 18,61+ 115%, i =1'5,i§+.ﬂ;3ﬂ§; .
Odchylenie standardowe skladnika resztowego 3,78 zl 3:‘“'
Wspélezynnik zmiennosci resztowej 4A7% 3,305
Wspdlezynnik zbieznosci 0,5575 s
Wspélczynnik determinacii e 'DM: =35
Sredni blad szacunku wyrazu wolnego 26,271 13.39? -IJI
Sredni blad szacunku wspolezynnika regresji 04581 G

Zr6dlo: obliczenia wlasne.

Otrzymane wyniki wskazuja na niezbyt dobra zgﬂd:ﬁﬁ:pr:lawtﬁ‘
nych wartogci zmiennych objasnianych z oszacowanymt FEEEEEEE EE
Bresji liniowej. i S 1‘;@

Zwnteic natesy wwag na to, e grafcanym obazem o BRI
BI'ESII 53 linie proste, przecinajqce sig w p‘l.ll.'LkClE 0 WSp FZRATLFES N A é“_‘é
A%
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6.5. Wnioskowanie statystyczne w analizie korelacji i regres;ji

Jaki wiadomo, badanie wspﬁlza]‘t-inn?:-:i ma sens jedynie Wtedy, g4
pomiedzy zmiennymi wystepuja powigzania typu stoc]‘mstyczncgo lub cﬁ
najmniej korelacyjnego. Zmienne lo.smw.‘ 54 Efnlt?hastyczme niezaleéne, iezel;
rozklady warunkowe kazdej ze zmlennyrhd 53 identyczne i takie jak rozkiag
brzegowy, bez wzgledu na to, jakie wartosci przyjmuje druga ZMienng,

Do weryfikacji hiputez*y o stochastycznej niezaleznogci zmieﬂnych
wykorzystuje sie statystykey " W tym pr;:_vpaclku hipotezy: zerowa i it
atywna, stawia si¢ w nastepujacy sposob:

. H,: cechy X i Y sq niezalezne,

H,: cechy X i Y nie s niezalezne.

Sa to wigc hipotezy nieparametryczne.

W celu sprawdzenia wysunigtej Hy, z dwuwymiarowej populagji ge.
neralnej (X,Y) pobiera si¢ n-elementowq probe losowa, na podstawie Ki6rej
buduje sig tablice korelacyjna o wymiarach 7 x k, przedstawiajqcq dwuwy-
miarowy rozklad obu cech. Liczebnosci wewnatrz tablicy — oznaczane jako
my(i=12,..., k;j=1,2,...,r)- okreslaja dwuwymiarowy rozklad empiryczny
cech XiY.

Do weryfikacji H, o stochastycznej niezaleznosci cech wykorzystuje
si¢ statystyke chi-kwadrat okreslong nastepujaco:

~ 2

f=l j=1 ”r_r

(6.107)

gdzie symbolem 7; oznaczono liczebnosci teoretyczne, czyli takie, jakie po-
winny wystepowac, by cechy uznac za niezalezne. Liczebnosci te otrzymu-
jemy mnozac sume wiersza (1, ) przez sume kolumny (12,) i dzielac teniloczyn
przez liczebnosé préby (n).

Statystyka (6.107) jest zatem miarq zbieznosci pomigdzy rozkladem
empirycznym a teoretycznym. Im wigksza jest obliczona z préby wartoscy ",
tym mniej wiarygodna jest hipoteza o niezaleznosci cech.

Statystyka (6.107) ma — dla duzych préb i przy zalozeniu prawdziwosd
Hy — asymptotyczny rozklad y* z (k - 1)(r —1) stopniami swobody. Obszar
Krytyczny testu jest prawostronny, gdyz wysokie wartosci 1, W)’Wfdanf?
duzymi r6znicami migdzy liczebnosciami empirycznymi i teoretycznyn,
powoduja odrzucenie H,, zakladajacej niezaleznosé zmiennych. Hipoteze
zerowa odrzucamy, jesli 3*2y2. Pozwala to przypuszczac, ze u_}ieda?
zmiennymi istnieje zaleznos¢ stochastyczna. W przypadku, gdy X <Ya
brakuje podstaw do odrzucenia H,,.

Stosowanie testu niezaleznosci 3 * wymaga, aby liczebnosc W 'Pﬁlach
tablicy nie byly zbyt male. Zaleca sig, by w kazdej kratce liczebnosc (0
tyczna wynosila co najmniej 5 (#; 2 5). Jesli - po obliczeniu liczebnosci €0
retycznych r'z,-j - stwierdzimy, ze warunek ten nie jest spelniony, to wiets?
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lub kﬂlumne)' w ktorym wystepuje zbyt mala liczebnog¢ n
ednim wierszem {kr_‘li‘un:mq}_ Dopiero wtedy OBliualt;y
z _r{j 2 hiezbedna do padjecia decyzji weryfikacyjnej.
ty "-zwrécitf nalezy uwage na fakt, ze tablice rozklad
odci krytyczne dla liczby stopni swobody od 1 g
wa przekracza 30, to w celu weryfikacji H

qwobody 3 ;
Joéc smiennych losowych X i ¥ wykorzystuje
: )

alezy polacyye
wartos¢ statys.

uxa podajy 2azwyczaj
0 30. Jesli liczba smpn]i

o O stochastycznej niezales.
my test z o postaci:

2= 2 - Ak} =11, (6.108)

Statystyka (6.108) ma rozklad N(0,1). Wartos¢ krytyczna z. o dezytuie-
my Z tablicy dystrybuanty rozkladu normalnego dla dwustmnnnegg g]m;m
krytycznego- ‘ ;

W 600-0sobowej losowo dobranej grupie osab przeprowadzono ba-
danie ankietowe dotyczace zaleznosci migdzy wyksztalceniem telewidzow
arodzajem programu telewizyjnego, ktory najchgtniej ogladaja. Otrzymane
wyniki przedslawiono w tab. 6.14.

Tab, 6.14. Zaleznos¢ migdzy wyksztalceniem a preferowanym programen telewizyjnym

B By _ Rodzaj programu (Y)

Fetaware, | 105 10 75 10 200
Srednie S| T 60 80 0 200
| Wyzsze as | 80 15 20 100
| Razem U [Ssan ‘ 100 | 170 70 600

Zrodlo: dane umowne.

Naszym zadaniem jest weryfikacja hipotezy o stochastycznej niezalez-
nosci zmiennych X i Y (na poziomie istotnosci 0,05). ! |

Liczebnosci teoretyczne 7i; w kazdej kratce pola tablicy znajdujemy
nastepujaco:

iy =5[—"2—['|§ﬂ =867 iy =%§ﬂ=130,{1 iy =$%j=ﬂ;3
hy =@—\%é—09=33,3 iy =iﬂ%é—m=5n,u ﬁa,=1-%;—;=16?
iy =%%E —576 J%_:'J@ _850 P =l‘%;::za,3

Wykorzystujac wzor (6.107) mamy:
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2 _(105- Ba) (10-33,3)" + (75=56,7)" h o= 23,3)° +_(120—13n)=

86,7 33,3 56,7 23,3 T e
2 e :j' Ll
(60-50)" (80-85)" A (40-35) | (35- 43{;& L (30-167y?
W7 50 85 35 43,3 —_16—,7'__'_ +
plbEReR) @ LD o 7eon
28,3 ibil

Z tablic rozkladu 3 * dla poziomu i::'mtnoéici o =0,051 (4 - 1)(3- )=
stopni swnbfmdy odczytujemy wartosc y; =12,592. Z uwagi na to, 7oy o
61,7623 > y 2 = 12,592, hipotez¢ zerowa o niezaleznosci zmiennych odrzy.
camy. Oznacza to, Ze migdzy rodzajem ogladanego programy t'l'le“'iljfjnego
i wyksztalceniem telewidzow zachodzi zaleznos¢ stochastyczna, a wiec i ko-
relacyjna. Sile owej zaleznosci mozna okreéli¢c za pomoca odpnwiedniego
miernika korelacji. W rozpatrywanym przypadku sile zalezno§ci mozng
ustali¢ za pomoca jednego ze wspolczynnikow: Yule'a, Czuprowa, Cramera
czy Pearsona. Badana zaleznosc dotyczy bowiem cech niemierzalnych (ja-
kosciowych).

6.5.1. Weryfikacja hipotez w analizie wspdlzaleznosci

W pudpunkcie tym zajmiemy sig ocena istotnosci miernikow
wspolzaleznosci miedzy dwoma i wigcej cechami statystycznymi. Mierniki te
ustalane sg na podstawie wynikow proby losowej pobranej z populacji ge-
neralnej. Jesli dwie badane cechy (X,Y) populacji generalnej maja charakter
ilosciowy, a zmienna losowa (X,Y) ma dwuwymiarowy rozklad normalny -
to do oceny Scislosci zwiazku miedzy nimi wykorzystujemy wspolczynnik
korelacji liniowej Pearsona z préby r,, (lub 7,,). Wysuwamy wowczas hipo-
teze, ze badane cechy sa w populacji generalnej nieskorelowane, tzn. Hy:p=0,
wobec jednej z hipotez alternatywnych: H:p#0, Hi:p< 0 lub Hyiip>0(p-
wspolezynnik korelacji liniowej Pearsona w populacji generalnej).

Do weryfikacji H, stosujemy - w zaleznosci od liczebnosci proby - test
istotnosci z (dla n=122) lub t (dla n< 122):

R Y (6.109)
1- rxi,
) (6.110)
A1= r;';

Przy zalozeniu prawdziwosci H, statystyka (6.109) ma rozklad
normalny N(0,1), natomiast statystyka (6.110) — rozklad t-Studenta ot -l'z
stopniach swobody. Wartosci krytyczne statystyki z, odczytujemy Z tablic
dystrybuanty rozkladu normalnego, stosownie do postaci hipotezy alterna-

Metody analizy korelacjj i regresij

193
i Hipoteze zerowa o niezaleznogei cech o

AT rzucamy, jeéli
q wzorem (6.109) znajduje sig w obszarze hj’fyc:n jeshi t::hatystyka
(ALY 41 P4

[1|1'|.\.’I‘lE

L‘“ESITHPIZ)’ Hy:p #0, gdy |2|= z,;

_ przy Hyi:p>0, gdyz2z;

_ przy Hy:p< 0, gdyz= —=z,.

Wartosci krytyczne sfatyf.ty-ki f, odczytujemy 2 tablic rozkladu t-Sty

Jenta przy 23 lozonym poziomie lstntnf}éd (L 0raz n - 2 stopniach S\Vﬂbud-‘

W Prz}rpﬂdku f[_-_'t'll1ﬂ:ilrl’_!l‘l'1"l}’('|"l 'obsz.amw l‘ffyt}'cznych, przy Gdﬂytywani};
i t, nalezy podwoic¢ poziom istotnosci. Hipoteza o braky zwiazku zo-

'dl.'l(“;C e o .
W {rzucona, jesli wartosc statystyki (6.110) znajduje sie w obszarge oo

gtanie O¢
cznym, LZ0n.:
! }_ przy Hi:p#0, gdy |t'L§: ke

- przy Hyp> 0, gdy t2¢,;

= Pr;::y Hljp{ 0, gd)’ t= '—I‘“.

Odrzucenie hipotezy zerowej oznacza, ze zwiazek miedzy zmiennymi
jest statystycznie istotny. Dodac nalezy, ze hipotezy alternatywne o postaci
Hip>0lub Hy:p< O wysuwamy wtedy, gdy we wnioskowaniu statystycznym
uwzglednia sig nie tylko sile, ale rowniez kierunek zwigzku w populacji'gg-
neralnej.

Zalozmy, ze z populacji studentow wylosowano probe n = 27 studen-
{ow i dokonano pomiaru ich wzrostu i pojemnosci klatki piersiowej. Obli-
czony wspolczynnik korelacji liniowej Pearsona migdzy tymi cechami wy-
nigsl r,, =0,3918. Na poziomie istotnodci a =0,01 mamy zweryfikowac
hipotezg, ze badane cechy sa liniowo nieskorelowane.

Formulujac hipoteze zerowa Hy:p=0, przy dwustronnej hipotezie
alternatywnej H:p # 0, obliczamy warto$¢ statystyki ¢ (mala proba):

i= _ 03918 J25 =2,129.

J1-0,3918*
Dla poziomu istotnosci a = 0,01 oraz 25 stopni swobody odczytujemy
z tablic rozkladu t-Studenta wartos$¢ krytyczna f, = 2,787. Ze wzglgdﬂ_ o 210,
2t=2,129< t. = 2,787, brakuje podstaw do odrzucenia Hy. Taka decyzja Wes
iyfikacyjna oznacza, ze zwiazek migdzy badanymi zmiennymi fi€ i
statystycznie istotny.

(6W przypadku duzej proby korzystamy -
rem (6.109). Na przyklad z populacji pracownikow pew % ich
Siggu “‘1€d25’na[:0d}t:)w}' m Eyiscmlafm n = 324 pracownikow ) Zbadﬁ::lﬂ
Pod wzgledem tygodniowego czasu poswieconego M.P:uqdnmnojk?ﬁmmaigéfi
domu kulturalnego i zawodowego oraz czas wolny: Wspﬂ.l iest weryfika-
Migdzy tymi zmiennymi wyni6sl r, = 0,94 Naszym zadaniert e opelnienia
Ca hipotezy, ze zwiazek ten jest — z prawdopndob_-mﬂshvam pop e
bledy 1 rodzaju na poziomie 0,03 ~ statystycznie JRlatng

ze statystyki z okreslone] wzo-
nej duzej firmy 0 2a-
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W pierwszym kroku stawiamy h_ipnle"z.tg zerowq i ?'“El‘natywn .
H,:p = 0wobec Hy:p> 0. Ze wzgledu na duza probe, do weryfikacji H, Wykur
rzystamy statystyke (6.109): :

po 02 [334-49,76.

J1-0,94*

7 tablic dystrybuanty rozkladu normalnego N(0,1) odezytujemy - gj,
prawostronnego obszary krytycznego i Pu.-,:ionm istotnosci a = 0,03~ yq.
tosé krytyczna: =, =1,88. Porownujac empiryczng wartosc z z jej wartoge
krytyczna z, mamy: z = 49,76 >z, =1,88. Wartosc z znalazla sie w obszarzs
krytycznym, zatem odrzucamy hipotezg o braku korelacji miedzy zmien.
nymi. Zwiazek migdzy tygodniowym czasem poswigconym na podnoszenie
poziomu kulturalnego i zawodowego a czasem wolnym jest statystycznio
istotny.

Jak wiadomo, oceniajac zwiazek miedzy dwiema zmiennymi ilogco-
wymi (X,Y) lub zmienng ilosciowq X i jakosciowa Y, poslugujemy sie sto-
sunkiem (wskaznikiem) korelacyjnym. W takim przypadku proba musi by¢
duza, a jej wyniki pogrupowane w tablice korelacyjna o wymiarach (kxr),
gdzie k jest liczba kolumn w tablicy, a r liczba wierszy. Obliczony z praby sto-

sunek korelacyjny e,, (lub e,,) jest estymatorem stosunku korelacyjnego N

(lub ,,) w populacji generalnej. Hipoteza zerowa zaklada, ze zmienna lo-

sowa Y nie jest korelacyjnie zalezna od zmiennej X, a wiec stosunek korela-

cyjny w populacji generalnej jest rowny 0. Hipoteza alternatywna zaklada

istnienie zaleznosci korelacyjnej zmiennej losowej Y wzgledem X. Mamy za-

tem: Hy:m,, =0wobec Hy: 1, > 0 (stosunek korelacyjny przyjmuje tylko do-

datnie wartosci z przedzialu domknigtego od 0 do 1).

Do weryfikacji H, stosuje sie statystyke F, okreslona nastepujaco:

C;x{:” = k)

(1-el)(k=1)°

gdzie: e, jest stosunkiem korelacyjnym z proby, n - liczebnoscig praby, k-
liczba rozkladéw warunkowych zmiennej niezaleznej.

Jesli prawdziwa jest hipoteza zerowa, to stosunek (6.111) ma rozklad
F-Snedecora o k — 1 oraz n — k stopniach swobody. Obszar krytyczny jest
prawostronny i okresla go relacja: P(F2 F,)=a, gdzie a jest poziomem
istotnosci. Tak wiec jesli wartosc statystyki obliczonej z proby jest nie muij
sza od wartosci krytycznej odczytanej z tablic rozkladu F-Snedecord, to
hipoteze zerowa nalezy odrzucic.

Jezeli obie zmienne sq mierzalne i logicznie uzasadnione jest IrOZPf“'f‘
rywanie obu kierunkéw zaleznosci, to postepujac w taki sam sposeb }a.k oK
sano wyzej, mozna rowniez zweryfikowac hipotezg zerowa 0 niezaleznosd
korelacyjnej zmiennej losowej X od zmiennej Y. :

Zal6zmy, ze z dwuwymiarowej populacji generalnej 0 rozkladzie nnr;
malnym wylosowano 157-elementowa prébe, ktérej wyniki ujeto W postac

(6.111)
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orelacyjnej © k =7 wierszach (cecha X) orazk=5

7 tablicy tej wyznaczono stosunki korelac i kolumnach (ce-
' Eyr:ﬂ‘:m? oraz

ablicy K

cha Y): T . s =,
= ;861 Wnioskujac na poziomie istotnosci« = 0,05,

‘hrl" ateze O braku zale;’:nc:éci. miedzy badanymi Zmien;;::;}' zweryfikowa¢
P Wiadomo, ze _ﬁi.'osunk_{ korelja::}fjne cechuje asymetrycznogé. Dl
ez nalezy oddzliell‘nm Weny m’mwac‘ hipotezy zerowe o braky kureiac'i :igo
dzy cechami V1 X oraz X i Y. W pierwszym praypadku mamy: H, '::. —gﬂ.
“:[;bEC hil_-gtez.}' El|tef-nc‘ll:_',fw11l’.‘] Hﬂ T]yx >0. Da weryﬁkacji Hn Wﬂﬂr{j’;l:u:
omy statystyke okreslong wzorem (6.111). Empiryczna wartoéé tej Sltatys&yki
WOt agyr 157-7
fori——- ——=4,40.
1=(:387 =
Hipotezg zerowa Hy:n,, =0, wobec Hy:n,, > 0zweryfikujemy testem:

)z 1"',:rS‘r n=r

=2 (6112)

gdzie r jest liczba rozkladow warunkowych zmiennej niezaleznej.

Podsiawviann dane liczbowe do wzoru (6.112) otrzymujemy:

= 0,361 e 157 =5 S
=086 TESN s =ik

Z tablicy rozkladu F-Snedecora odezytujemy - dlaa =0,050razk-1=
6in-k = 150 stopnie swobody — wartos¢ krytyczna F, =2,16. W przypadku
weryfikacji hipotezy Hy:n,, =0wartos¢ krytyczna dlac =0,050razr -1 =4,
atakze n - r = 152 stopnie swobody wynosi F, =243, Tak wigc w obydwu
przypadkach wartosci statystyk obliczonych z prob znalazly sie w obszarze
krytycznym, gdyz F > F, . Fakt ten powoduje koniecznosc odrzucenia hipotez
zerowych, a to pozwala stwierdzic, ze w obydwu przypadkach zaleznos¢
migdzy badanymi cechami jest statystycznie istotna. . i

Wspélezynnik korelacji kolejnosciowej (rang Spearmana) jest miarg
wspolzaleznosci, ktorej wartosci zmiennych X iY zc-stefi;,r zast@plolne ran-
gami. Hipotezy dotyczace istotnosci zwiazku miedzy Zmiennyimi XiYsatu
formulowane w analogiczny sposob, jak to mialo miejsce przy ':"’SPﬁk-"-l"n'
niku korelacji liniowej Pearsona czy stosunku korelacyjnym. }h!:utg;a.;g:
rowa zaklada, ze miedzy zmiennymiw populacji gEﬂETE‘_h'!EJ l?rak ]?St:;‘“z.
ku (Hy:p = 0), hipoteza alternatywna stwierdza natomiast, ze zw;{az s
istnieje (H,:p; = 0) bad tez jest on dodatni (Hy:ps > 0140 ulsmﬂgé' l'z';ii i
Sposib weryfikacji hipotezy zerowej zalezy od thePnﬂéﬂ 'P:j_ 3; L
zych prob (praktycznie juz dla n>10) wykorzystuje 8% “'Zkla _wngrma']n?
nika korelaji ps Spearmana, ktory jest — W przyblizeniu e

1 dla wzor:

n-1
z =rs\lﬂ—1-

(6113)
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Wartosé krytyczng testu [lL‘IL‘i’,}’lll.ili'l‘n_V z l&"lblic ‘_j)'*"tl‘ybuan{y rozklady
normalnego prey ustalonym poziomie .sat_c'-llnnsa a. Hipoteze 2erowq o bra,
zwigzku [niuz.nleinm’aci) odrzucamy, ‘|l;’.‘i|l H-tﬂ.l)fﬁlyki‘l testowa znajdzie i
w obszarze krytycznym, co bedzie mialo miejsce wtedy, gdy: alg

— przy Hyipg #0, gdy 2|2 2,4,

~ przy Hy:ps>0, gdy 22 2,

~ przy Hypg< 0, gdy z £ -2,

Jezeli praba liczy n < 10 par obserwaciji, to do weryfikacji hipotezy z.
rowej 0 niezaleznosci zmiennych wykorzystuje si¢ statystyke:

I

f = :—.'_'._._T_‘—,
[l — e
\n-2

gdzie rg jest wspolezynnikiem korelacji kolejnoéciowej obliczonym z pr6by,

Przy zaloZeniu prawdziwosci H,, statystyka (6.114) ma rozklad t-Sty-
denta z n - 2 stopniami swobody. Wartos¢ krytycznag testu odczytujemy wige
2 tablic rozkladu t-Studenta przy danym poziomie istotnosci a i n -2 stop-
niach swobody. Sposéb odczytu wartosci krytycznej uzalezniony jest od po-
staci hipotezy alternatywnej.

Zal6zmy, ze na poziomie istotnosci 0,05 mamy sprawdzic istotnosé ob-
liczonego z 8-elementowej proby losowej wspoélczynnika korelacji rang
re = 0,85 migdzy odlegloscia, jaka studenci studiow zaocznych pokonuja do
siedziby uczelni, a ich wynikami w nauce.

Sprawdzana hipoteza zerowq jest tu Hy:ps =0, wobec Hy:pg #0. Ze
wzgledu na liczebnos¢ préby (n = 8) do weryfikacja hipotezy zerowej zastos-
ujemy test (6.114):

(6.114)

Dla o =0,05i 6 stopni swobody odczytana wartosc krytyczna wynosi:
t, =2,447. Poniewaz |f=3,95>1t, =2,447, wiec H, z bledem 5% nalezy
odrzucié. Oznacza to istotng statystycznie korelacje miedzy badanymi
zmiennymi.

W przypadku oceny istotnosci wspolczynnika korelacji wielorakie]
zaklada sig, ze z n-wymiarowej populacji generalnej o rozkladzie normal-
nym wylosowano n-elementowq probe, z ktérej obliczono wspélczynnik ko-
relacji wielorakiej R,. Stawiamy hipoteze zerowa HyiPu =0, wobe
H,:p, >0, gdzie p,, jest wspdlczynnikiem korelacji wielorakiej w PUP“_IE""
generalnej. W celu weryfikacji H, poslugujemy sig statystyka o postaci:

Fe R2 n-m-1 (6.115)
1-R2 Hion
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dzie jest liczba zmiennych niezaleznych. Statys

F.n edecora 0 M oraz n — m — 1 stopniach swobod tyka (6.115) ma rozklad

{

Przyjmijmy, ze z 16-elementowej proby wylosowa

" yoneralnej zkladzie normal nej z 3-wymiarowej

ulacji BENE r?_lm! g nalnym (Y, X3, X3) obli ]
f:?nnik korelacji wielorakiej R, =0,4. Na poziomie istgtnnﬁfizgr[l}g wn:}:ql-
A ! EZ}'

?“,L.ryfik-;:waé hipoteze, ze wspolezynnik ten w pop

rowny Zert: (dadzel les d
w przykladzie tym nalezy spraw zi€ Hy:p,, =0, wobec H,:
e izt 1Py >0, Ob-
s za pomoca wzoru (6.115) wartosé statystykd testowej wynosi
et %,Hj 16-2-1_104 IR R

ulacji gengra_[nei lEﬁt

= l—m 6 2

Dla 2 oraz 13 stopni swobody i przy a = 0,05 odczytuje :
tyczna F, =3,81. Obszar krytyczny je?t tutaj prawostfonim??r‘z;r;??:g:
dzialowi (3,81;4+). Ze wzgledu na to, ze F =1,24< F, =3,81, nie ma podstaw
Jo odrzucenia hipotezy zerowej. '

Whnioskowanie statystyczne o wspolczynniku regresji wymaga - po-
dobnie jak w przypa dku wspolczynnika korelacji - zalozenia, ze dwuwymia-
rowy rozklad badanych zmiennych jest normalny. :

Zalozmy, ze ze zbiorowosci generalnej, w ktorej dwuwymiarowa
smienna losowa (X, Y) ma rozklad normalny, pobrano n-elementowa prébe
losowa. Z proby tej wyznaczono funkcje regresji o postaci: f; =ay +6x;. Na-
szym zadaniem jest ocena istotnosci wspolczynnika regresji.

Sprawdzana hipoteza zerowa jest tu Hy:o, =0, wobec Hy:ay #0 (lub
Hya,< 0badz Hy:a, > 0), gdzie o, jest wsp6lczynnikiem regresji zmiennej ¥
wzgledem X w populacji generalnej. Odrzucenie H, na korzys¢ H, oznacza
istotnos¢ wspolczynnika regresji. Do weryfikacji Hy wykorzystujemy naste-
pujaca statystyke testowa:

i T O (6:116)
s(m) ixlz o
=1
gdzie , jest ocena punktowa parametruc, a (@) érednim bledem szacunku
I il . ; lenie standardowe skladnika

parametru ot | . Symbolem s(1) 0znaczono odchy
resztkowego funkgji regresji y wzgledem Xx. , o

Wyraz wolny w hgmkcji{egmsii nie ma samodzielnej mterpra!ﬂt]l-.-m;é_
tego tez — na ogol — weryfikuje sig tylko hipotezg dotyczacd istoloss
Wspolezynnika regresji.

Z dwuwymiarowej populacji gen
nym wylosowano 15-elementowa probe
O5zacowano liniowa funkeje regresji:

¥ = 638 + 2,28%;
(10) (0,44)

eralnej (X, Y) © rozklad!zie- nm:m_a_l'_:—
losowaq i na podstawie Je] W w
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gdzie w nawiasach pud. ncunami‘pn|-Innjetrc'1w I‘pjxda::n 15;11 él'ed!1jc b|(;dy N
cunku, Cheemy zbadac — na poziomie istotnosci 0,05 — istotnosé Wspélezyn.
nika regresji. : :

Hipotezy zerowa i allt‘ll‘ﬂﬂl}’“'ﬂﬁ 59 tL'_["'l_"lﬂS'lr"}"“If!CUl Hyro, =0, wobeg
Hy:a, # 0. Wartosc statystyki tt‘ﬁlﬂ‘;\'{-"-?‘(("-lhﬂ jest rowna:

P BB Sy,
0,44

7 tablic rozkladu t-Studenta odczytujemy przy poziomie istotnoge
0,05, dwustronnym obszarze krytycznym oraz I3 stopniach swobody way.
toE l'(l".’l_‘!.’l.'?,nl_! 'fu =216, Poniewaz |.f|:r'-,li'{"“ f“ = 2,16, wiec H“ l'lﬂ]Ei}' od-
rzucic z prawdopodobienstwem popelnienia bledu 1 rodzaju na poziomie
istotnosci 0,05, Oznacza to, ze oddzialywanie zmiennej niezaleznej X na
smienna zalezng Y jest statystycznie istotne.

Jeéli jest to merytorycznie uzasadnione, w formulowanej hipotezie
alternatywnej mozna uwzglednic kierunek oddzialywania zmiennej objas-
niajacej na zmienna objasniang. Obszar krytyczny testu bedzie wtedy od-
powiednio prawostronny lub lewostronny,

Waznym zagadnieniem a nalizy regresji jest wybor analitycznej postaci
funkcji regresji. Ponizej przedstawimy dwa sposoby weryfikacji hipotezy
zakladajacej, ze regresja w populacji generalnej jest liniowa. W pierwszym
sposobie — stosowanym dla danych niepogrupowanych — wykorzystuje si¢
test serii, w drugim zas — test F dla danych ujetych w postaci tablicy
korelacyjnej.

Jednym z podstawowych zalozen liniowosci funkcji regresji jest loso-
wos¢ reszt, czyli przypadkowy charakter odchyleri empirycznych wartosc
v, zaobserwowanych w probie od wartosci teoretycznych y; otrzymanych
2 oszacowanej funkgji regresji. Do sprawdzenia tego zalozenia poslugujemy
sie testem serii. W tescie tym weryfikowana hipoteza zerowa stanowi przy-
puszczenie, ze regresja badanych zmiennych w populacji generalnej jest
liniowa, a hipoteza alternatywna to zaprzeczenie H,. Zapisujemy to w naste-
pujacy sposob:

Hy: E(Y|X =x) =0 + 04X
HeEYIX =) =0 + 04

Po oszacowaniu klasyczna metoda najmniejszych kwadratow — na
podstawie n-elementowej préby losowej — parametrow liniowego modelu
regresji otrzymujemy aproksymantg o postaci: y; =y + & Dalsza proce
dura testowania H; przebiega w nastepujacych etapach:

1) dla kazdej zaobserwowanej w probie wartosci y; oblicza‘si'? — P
wykorzystaniu oszacowanej liniowej funkcji regresji — wartosci ¥i;

2) oblicza sig roznice (y, - ¥,)i przyporzadkowuje sig im symboleal b 4
nastepujacy sposob: jesli (y; — ;) > 0, to uzywamy symbolu a, jesli natomiast
(i; = ;)< 0 — wykorzystujemy symbol b. Reszty réwne 0 s3 pomijane;

(6.117)
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)W uporzadkowanym wedlug rosnacych warto
v ciagy ustalamy hcz‘b-; serii k‘t.Jraz liczbe symboli
4)' . tablic rozkladu liczby serii odezytujemy - p
e - totnosci o OTaz ustalonych liczebnosciach n, i n,

(dla (—f} n, i ny) oraz k; (dla1 —%, M, im);

Sc_i Zmiennej nieza-
T2Y Przyjetym pozio-
= dwie wartogd kry-

lezn€]

fyczne: ki

5) jesli k< ki lub k=K, to H[_, 0 losowosci reszt nalezy odrzucic Brak
dstaw do odrzucenia H, ma miejsce wtedy, gc%y ksk<k,.

Wysunieto przypuszczenie, e czas trwania zwolnienia lekarskiego
, powodu choroby jest m.in. uzalezniony od dlugosci stazu pracy w warun-
l.lmch nieodpowiedniego mikroklimatu. W celu sprawdzenia slusznogci tej
hipotezy prchruwadzono badanie losowej praby & chorych. Otrzymano
igpuface vk

| staz pracy w latach (x) I\l | 8 ] 3 1 101 7115 5

LEZ;"; choroby w dniach w)|3[s[als]s[o]a]4

e

Na p’O_dS’CEI wie tych informacji mamy sprawdzi¢, czy wysunigte przy-
puszczenie jest sluszne przy poziomie istotnosci 0,05. Dodatkowo mamy
aweryfikowac, ze funkcja regresji Y wzgledem X jest liniowa.

Aby sprawdzic, czy wysuniete praypuszczenie jest sluszne, nalezy
obliczy¢ wspolczynnik korelacji liniowej Pearsona. W tym celu obliczamy:
§=6,375 i =575 s(x)= 4,36; s(y)=21% i(xi -X)(¥; —¥)=59/75 Stad

i1
wsp6lczynnik korelacji liniowej jest rowny:
59,75
Iy = =0,8L
“ 8.4,36-211

Chcac zbadaé istotno$é wspélezynnika korelacji liniowej stawiamy
hipotezy: Hy:p,, =0, wobec Hyip,, #0. Ze wzgledu namala probe, wysunieta
hipoteze zerowa sprawdzamy testem f:

r=.iL.J,1_z=%-£=3,3ez

2
1—-1'5,1 '

Wartosé krytyczna, odezytana z tablic rozkladu t-Studenta dlac; 1 gﬁ
oraz 6 stopni swobody (dwustronny obszar k-rytyczn}f).' wyslﬁ;ct;a e
Poniewaz |f=3,362> t, = 2,447, wiec Ho naleey Udmuaf\'ik korelacji Jinio-
wysunigte przypuszczenie jest sluszne, §dyZ wsp6lczynnik koreiad)
Wwej jest statystycznie istotny. ; 5
Funkcje regresji Y wzgledem X szacujemy 78 WEOS

=1y S = (6:118)
=T s g
wzort (6.115)‘-0@;3;1@

_ Podstawiajac odpowiednie dane liczbowe do
Jemy;
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: beralal o e e v
§, =575+ 0,81 4_’3(1.(_7”. 6,375) = 3,25 + 0,392x.

Porzadkujac wartoéci zmiennej zaleznej Y wedlug niumaleiqcﬁh wa
toéei liczbowych zmiennej niezaleznej X, mamy: &
=Til23[5(78[w0]15]

+]8[5]5]8]9]

Do wyznnczcni“& reszt niezbedne sa wartosci teoretyczne Zmienne
saleznej Y. Znajdujemy je z funkcji regresji w nastepujacy sposcb:

o =3,25+0,392-1= 3,642,

.., =3,25+0,392-2=4,034,

Vo0 =3,25+0,392-3 = 4,426,

flses =3,25+0,392-5

W,y =3,25+0,392-7 = 5,994,
o = 3,25+0,392-8

.40 =3,25+0,392:10=7,170,

1,15 = 3,25+ 0,392-15=9,130.

Reszty znajdujemy jako roznice y; — i, —0,642; -0,034; -0,426; 2,79;
-0,994; -0,386; 0,83; —0,13. Na podstawie reszt okreslamy nastepujacy ciag
symboli a i b: bbbabbab. Liczba serii k = 5, przy czym n, = 2 oraz n, = 6. Prazyj-
mujac poziom istotnosci 0,10, z tablic rozkladu liczby serii, odczytujemy dwie
wartosci krytyczne: k; = 2oraz k, = 5. Ze wzgledu na zachodzaca nieréwnosé:
k =2< k=5<k, =5, brak jest podstaw do odrzucenia H;. Reszty majq zatem
charakter losowy, a funkcja regresji zmiennej Y wzgledem X jest liniowa.

Jezeli otrzymane z duzej préby wyniki obserwacji dwéch zmiennych
ilosciowych X i Y pogrupujemy w tablice korelacyjna, to mozemy obliczy¢
zaréwno wspolezynnik korelacji liniowej Pearsona, jak rowniez wskazniki
korelacyjne ¢,,

W takim przypadku hipoteze zerowq o liniowosci regresji weryfiku-
jemy za pomocq statystyki F okreslonej wzorem:

F_f;}—r:" .”_k
k=2

1- L‘i_

Hipoteze¢ zerowa mozna tutaj zapisac w nastepujacy sposob:
Hu:l]i, =p2, wobec H;: “ti #p2. Wynika to z faktu, ze w sytuacjt wyste-
powania zwigzku liniowefgo zachodzi: Byy =By =T Uogolniajac to na cala po-
pulacje mozemy zapisac: Myx = May =P

Jezeli hipoteza zerowa jest prawdziwa, to statystyka F okreslona WZO-
rem (6.119) ma rozklad F-Snedecora o k — 2 oraz n — k stopniach swobody.

Zalézmy, ze z populacji gospodarstw domowych pobrano Pff’bg lo-
sowa n = 320 gospodarstw i zbadano je pod wzgledem wielkosci dzienneg?
spozycia ziemniakéw (X) oraz wielkosci dziennego spozycia przetworoW
zbozowych (Y). Z wynikéw proby utworzono tablice korelacyjna © A

Ll

:"I 3'

.F
15pe

(6.119)
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7% 9 (7 Klas dla cechy X 19 dla cechy Y), Na podstawie iy
p utwo

icy obliczono: €y, = 0,252; Cyy =0,279 Iy =1, =0,23. Na L

'« A k % Nl yx F’W-iﬂmi .
. \alezy zweryfikowac hipotezy o prostolini P e istol
péci OJJE I J el o} 5tUlll’\1ﬂWDSE‘I: a) regresii Y

sdem X b) regresji X wzgledem Y.
wgle W pierwszym przypadku wyznaczamy - za bomte
25 ys[:rki E: 1 Wzoru [6.119]__
52° 320 -
_0252 ~ 023 3587 _,7089
1-0252% 7-2

7e wzgledu na to, ze wartosc statystyki F {'ESi mniejsza od jednosci, za F

aalezy przyjac jei odwrotnosc, czyli: F =__-_D,?ﬂ89:1'4m& Trzeba rowniez
Jamieta¢ 0 zmianie kolejnosci liczby stopni swobody przy odezytywaniu
wartosé krytycznej F. W tym przypadku wartos¢ krytyczna wynosi:
[ =2,24 Obszar krytyczny jest wigc nastepujacy: (2,24;4+0). Ze wzglgdu o
13, se F=1,4106< F, =2,24, brakuje podstaw do odrzucenia H, o prosto-
linlowosci regresji Y wzgledem X (na poziomie istotnosei a =0,05).

W przypadku weryfikacji hipotezy zerowej o prostoliniowosci regresji
X wzgledem Y, korzystamy rowniez ze wzoru (6.119), ale nieco zmodyfiko-
wanego. W tyn; przyp’adku mamy:

P 02790 ~0237 3209 ;55

1-0,279° 9-_72

Tym razem wartosc krytyczna dlaa =0,050raz 7311 stopni swobody
wynosi: F, =3,25. Poniewaz F=1,202<F, = 3,25, nie ma podstaw do odrzuce-
nia - na poziomie istotnosci 0,05 — hipotezy o prostoliniowosci regresji X
wzgledem Y.

6.5.2. Estymacja przedzialowa w analizie wspolzaleznosci

W tym podpunkcie zajmiemy si¢ estymacja przedzialowa wsplél_czyrl:
nika korelacji liniowej Pearsona oraz parametréw strukturalnych liniowe
funkcj‘n regresji. 5

Jak wiadomo, wspélczynnik korelacji liniowej z ]Jl'éb}_’ (fy =) jest es-
tymatorem wspolezynnika korelacji w populacji generalnej S:F')r ako e
jego wartos¢ liczbowa otrzymana z wynikow proby losowe) Sta"“mwﬁg
punktowa. Dla duzych préb (n2 12%) wspolczynnik 2 préby ma

mujac wspdlczynnik ufnosc

dsymptotycznie normalny N[p,l:ff ] Przyj
n e
i rtosé Zgr
l~a oraz odezytujac z tablic rozkladu narmalnegﬂ*mu'n taka wa "P“;'
ab}' zachodzilo: P(—z, <Z<z; )=1-a, mozemy zapisac nastgpujacd = k=
lizong ~ r6wnosc: '

r— e
l”[—z‘1 < pz—.ﬁ;e: zﬂ)-l s

1-r
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Przeksztalcajac relacje (6.120) otrzymujemy:

Wl o2 1"f'2r1.-]—+" _I.l:.'llzl--ﬂ.
e el e i i i D

Jest to wzor na przedzial ufnosci z duzej proby dla wspdlezynnika k.
relacji p o rozkladzie normalnym.

W pewnym liceum przeprowadzono w:i;'{"u.'i 150 uczniow badania dj.
tyczace wyuikc'uw uﬁiqgan)'ch w nauce i warunkow dl_mmwych ucznidw, Dia
obu zmiennych przygolowano odrebne skale pomiarowe ujmuijace warto.
§ci zmiennych w punktach. Z uzyskanych danych liczbowych obliczong
ty =0,77. Przy wspolezynniku ufnosci 0,90 nalezy zbudowaé przedzial ufno.
§ci dla wspolczynnika korelacji liniowej Pearsona w populacji generalnej.

Poniewaz liczebnos¢ praby jest duza (n = 150), wigc do wyznaczenia
przedzialu ufnosci dla wspolczynnika p w populacji generalnej wykorzysta-
my wzor (6.121). Z tablic dystrybuanty rozkladu normalnego N(0,1) odezytu-

jemy wartosc z,, tak, aby zachodzilo: F(z, ) =1 - ':-, tzn. F(z,)=1- 'T =0,95,

Stad z, =1,64. Podstawiajac {1dpul\"ii‘L‘h‘lil-_‘ dane liczbowe do wzoru (6.121)
otrzymujemy:
0771642295920 o 0,7741,64 1= 22220
12,25 12,25
0,72< p< 0,82.

Otrzymany przedzial (0,72;0,82) jest jednym z tych przedzialow, ktore
z prawdopodobienstwem 0,90 pokrywaja nieznana wartos¢ wspolczynnika
korelacji miedzy badanymi zmiennymi w populacji generalnej uczniow.

Jesli mamy zbudowaé przedzial ufnosci dla wspélczynnika korelacjip
w populacji generalnej na podstawie wspolczynnika r obliczonego z malej
proby (n < 122), korzystamy ze wzoru:

1 1
Plz-—u, —<p<z i, —__]=1—¢1, (6.122)
[ = Vi
gdzie:
g it (6.123)
2 1-r

natomiast 1, jest wartoscig odczytana z tablic dystrybuanty rozkladu nor-
malnego N(0,1) w taki sposab, aby zachodzilo: F(u,)=1- %.

Warto zauwazyé, ze okreslone wzorem (6.123) wartosci z mozna od-
czytac z tablic podajacych przeksztalcone wartosci r na z. E
Badanie, ktére objelo 90 niezaleznie wylosowanych uczniow szkol
Srednich w pewnym wojewddztwie, dostarczylo m.in. informacji 0 WysC*
kosci miesiecznego ,kieszonkowego” oraz o wysokosci miesiecznych docho-
d6w rodzicéw. Obliczony wspélczynnik korelacji liniowej dla tych cech Wy*
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_0,57. Nalezy — przy wspolezynniky i
Dl afnosci dla T,.vspt'chzynn?ka korelacji pu;rigff; UfB _
Pr{e, nymi W populacji generalnej. e
zmlLﬂZe wzgledu na mala prébe, przy konstrukcji prze
Dpulacii generalnej wykorzystamy wzér (6.122). N
.;: ;;r ¥ odnie ze wzorem (6.123), wartos¢ wspolezynn

niflSk L Zhudbwﬁf_

trywanymj

edzialu ufnoge di n
.a;plerw "ramhrmuj o
ika korelaji liniowej »
na z =7
PR g
1-0,57
Wartoéé u, odczytana z tablic dystrybuanty rozklady o
g B R maln
§(01) Wy osi 1,96 (dla a = 0,05). Podstawiajac odpowiednie dane liczb:we
Jdo wzoru (6.122) otrzymujemy:

0,65 ~1,96 ————< p< 065 41 9p H0-

v90-3 J90-3'
0,44< p< 0,86,

Korzystajac z tablicy podajacej przeksztalcenie wspolczynnika kore-
lacji r na z, mamy: '

dla z = 0,44, r = 0,4136,

dla z = 0,86, r = 0,6963.

Ostatecznie zatem poszukiwang realizacjg przedzialu ufnoci, przy
wspélczynniku 1-a =0,95, dla p jest:

0,4136< p< 0,6963.

Przedzial (0,4136; 0,6963) jest jednym z tych, ktére z prawdopodo-
bienstwem 0,95, pokrywaja nieznana warlosc wspolczynnika korelacji li-
niowej miedzy wysokoscia miesiecznego ,kieszonkowego” uczniow a po-
ziomem dochodéw ich rodzicéw w populacji generalnej uczniow. _

Estymacje przedzialowa parametrow funkcji regresji [ rodzaju Y
wzgledem X dla malej préby przeprowadza sig na podstawie nastepujacych
WZOrGw:

P(ap = t,5(ag)< o < By + k5(dp)) =1 -2 (6:124)
Oraz e )
P(a, - t,s(@)< o0y <@ + tns(ni]} =1-0, (6.125)
giziea, i @ s3 odpowiednio otrzymanymi z proby ocenami wyraz le_l'l_e::gO-
iwspolezynnika regresji liniowej, , — to wartosc odezytana 2 tablic ruzklﬁ l:
t-{StL}tdenta dla poziomu istotnosci & oraz 1 = 2 stosn{ ciwgab:ﬁ:’. It;%t:m!ﬂﬁ_
(%) 1 5(a;) sq srednimi bledami szacunku odpowiednich Pataerer’ )

W analogiczny spos6b buduje sig przedzialy ufnosc dla parametrow

lunk':lizr']EEFESji X wzgledem Y, tzn. By i By 1

alézmy, ze dla 25-osobowego zespolu Wyloso SRR
WY¥Znaczono gunkcje_ regresji oheéﬁ:}ch zPalez'nos'é miedzy Przeﬂﬁu“l o
Popelnianych bledéw przy rozwiazywaniu festu (y) a kolejnym! godainams
Fra('}' l:-l:l Otrzymang nastgpujch funijQ IngESil:

wanych pracownikéw
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T - 2 +
y‘. = & b

(0,1)

gdzie w nawiasach pod ocenami parametrow podane sq ich $rednie blgd}.

0,5x;
(0,002)

szacunku. il L ’
Przy wspél::zynniku ufnoéei 0,95 mamy zbudowac przedzial ufnogg

dla parametrow o i, w populacji gencmlncj. Przedzial ufnosci dla WyTazy
wolnego wyznaczymy z€ wzoru (6.124):
2-2,069:01<ag<2+ 2,069-0,1
1,7931<a gy < 2,22069.

Przedzial (1,7931; 2,22069) z ufnoscig 0,95 pokrywa wyraz wolny
liniowej funkeji regresji liczby popelnionych bledow przy rozwiazywaniy
testu wzgledem kolejnych godzin pracy.

W analogiczny sposob buduje sig przedzial ufnosci dla wspélezynnikg
regresji, ktory w naszym przypadku ma postac:

0,5 - 2,069-0,002< o, < 0,5 + 2,069 0,002
0,4959< o ;< 0,5041.

Tak wiec, przedzial liczbowy (0,4959; 0,5041) jest jednym z tych prze-
dzialéw, ktére z prawdopodobienstwem 0,95 pokrywaja nieznang wartos¢
wspolczynnika regresji liczby popelnionych bledéw wzgledem kolejnych
godzin pracy.

ZADANIA

6.1. Dwuwymiarowa zmienna losowa (X,Y) ma nastepujacy rozklad:

Y

X\\ 1 2 | 35’
0 |01 |o02]03|
ol T I

Obliczy¢ wartos¢ oczekiwang i wariancje zmiennej losowej X i zmiennej
losowej Y.
6.2. Dany jest rozklad prawdopodobienstwa dwuwymiarowej zmiennej loso-

wej (X,Y):
Y
R

2 0.1 0
i 8 03 | 02
4 01 | 02 0

5 0 0 0,1

Wyznaczyé cov(X,Y) oraz wsp6lczynnik korelacji liniowej migdzy zmienny™
losowymi X i Y.

Metody analizy korelacji i regresil
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-ozklad dwuwymiarowej zmj :
6.3. baczny roz €] Zmiennej lgsoij (XY char
odgbil:ﬁﬁtwa: P11 = 0,15; p1z2 = 0,35; P = 0,15; ) i amktﬂ‘ﬂu]q
]"“:::Lﬂg iY sa niezalezne? 2 = 0,35, Cay Zmienne
o

o klad prawdopodabienstwa d ;
6!4- ch};ny roz ‘ sStwa dwu miar 2
ia sig nastgpujgco: Wymiarowej zmienn

x| |

u\J 2 3 |y S e

{\. % Przedsm wi ei'lo@wel

1 | 001 | 001|002 004|003
2 ]_nn,pﬁ 0,09 | 0,10 | 0,11 | 0,10
3 009|011} 011 | 0,07 | 0,05

Wyznaczyc’ rnzklm'iy br;fegowe zmiennych X1 Y. Znalezé rozklad warunkow:
Jmiennej Y pod warunkiem, ze X=2 )

6.5. Zmienne losowe X={ 1,2} oraz Y={1,35} s niezalezne. Zapisa¢ rozklad
medopnduhicﬁstwa d:v:mwyminruwei zmiennej losowej (X,Y), jesli pi. = [0,3;0,7),
pj= 0,2:0,3;0.5). Znalezé rozklady warunkowe P(Y/X=1) oraz P(Y/X=2),

J 6.6, Rozklad prawdopodcbieﬁstwa zmiennej losowej dwuwymiarowej (X,Y)
przedstawia sie nastepujaco:
f\\\v
X 5 6 7
1 0 0 0,1
2 01 | 02 (01
3 | 03| DA

Znalezé rozklady brzegowe zmiennych losowych X i Y. Czy zmienne losowe X
i Y s zalezne, czy niezalezne?

6.7. Znalei¢ rozklad laczny dwuwymiarowej zmiennej losowej (X.Y), gdzie X
ma rozklad dwumianowy z parametrami n=51p=153, natomiast Y ma rozklad
dwumianowy z parametramin = 4ip = 0,25. Obliczyé: P(X =2, Y = 3); PL<X <4,
€Y <3); P(X < 3, Y = 3). Zalozyc, ze zmienne X iY sa niezalezne.

6.8. Rozklad prawdopodobienstwa dwuwymiarowej zmiennej losowej (X
przedstawia si¢ nastgpujaco:

W
X
1 |024]018]0]18
2 06012 0,12
Poréwnujac warunkowe rozklady prawdopodobienstia ‘m‘ew‘hﬁ
wych X1 Y z ich rozkladami brzegowymi zbada, czy zmienne Insowe R4
NE, czy niezalezne. o d:
6.9. Dwuwymiarowa zmienna losowa (X,Y) ma nastgpujacy 0zKiack

1 2 3

5

" T 3
o ile Hui v



206 Statystyka. Aspekty praklyczne i teoretyczne

—
7badad, czy zmienne losowe X i Y sg niezalezne.
6.10. Dany jest dwuwymiarowy rozklad zmiennej losowej skokawe (x -

1 2 3

|02 | 01 | 01
o1 | 02|03 |

Czy zmienne losowe X1 Y sq dodatnio skorelowanymi zmiennymi losowymi?

6.11. Dana jest funkcja:
Cxy dla 1€x<2;15y <2

f(x) ={ 0 dla pozostalych (¥
Wyznaczyc stalg C, aby podana funkcja byla gestoscia prawdopodobieristwy
dwuwymiarowej zmiennej losowej (X, Y).
6.12. Funkcja gestosci dwuwymiarowej zmiennej losowej (X, Y) ma postac:
1,527y dla D<x<l;0<y<2 '
JGxy)= 0 dlapozostalych (x.v) 3
Wyznaczy¢ funkcje gestosc rozkladow brzegowych zmiennych losowych Xi Y,

6.13. Eaczny rozklad dwuwymiarowej zmiennej losowej (X, Y) przedstawia
sig nastgpujaco:

1 2 3 L

1 0,2 | 01 0 0
2 01 | 02 | 01 | 01
3 0 0 01 | 01
Wyznaczy¢ rozklady brzegowe dla zmiennych losowych X i Y oraz obliczy¢

wartogci oczekiwane i wariancje tych rozkladow. Obliczyc réwniez kowariance
i wspélezynnik korelacji pomiedzy zmiennymi losowymi X i Y.

6.14. Funkcja gestosci dwuwymiarowej zmiennej losowej (X, ¥) ma postac:
j(x,y)z[l'ﬁxzy dla DSxﬂl;Ugyéz-
0  dlapozostalych X,y
Sprawdzic, czy zmienne losowe X i Y sa niezalezne.
6.15. W badaniach nad zaleznosciq migdzy wielkoscia produkeji (W tys: satuk]

a jednostkowymi kosztami produkgji (w PLN) w pigciu firmach uzyskano nast-
pujace wyniki:

Wielkoé¢ produkeji | 23 | 30 | 41 | 45 5ﬂ

Jednostkowe koszty | 50 | 38 | 34 | 30 | 28 |

Obliczy¢ i zinterpretowaé wspélezynnik determinacji liniowej-

6.16. W miescie wojewddzkim L ogloszono przetarg nieograniczony N& spize:

daz dzialek przeznaczonych pod budownictwo jednorodzinne. Informacje 0 P

wierzchni dzialek (w m?) oraz o ich cenach wywolawezych (w tys. 2) przedsta it

sig nastepujaco:

Metody analizy korelacji i regresii %

1] 2 [ 5| il
919 | 929 | 945 | 986 | 1002 | 1008 |7
B wywolawera 49,70 53,30 | 51,00 | 57,30 [ 5735 [ 58,30 |5
Obliczy€ | zinterpretowac wspolczynnik determ
6.17. Srednia dobowa temperatura w °C oraz liczha
papojow chlod@t:h ksztaltowaly sig nastepujaco: .- c2
Temperatura 18 24 2000535
B:r_zedair_ 62 | 78 | lGane|mg

Obliczyé sile i kierunek zaleznosci migdzy badan
4.18. Liczba emitowanych tygodniowo ekl Am e
(1w tys: zl) ksztaltowaly sig nastgpujaco: i

Liczba reklam 3 5 73|87 ST
Obroty 115 | 140 | 155 | 160

Jaki procent zmian zmiennej zaleznej nie moze by ‘
smiennej niezaleznej? TS
6.19. Poziom zatrudnienia (w tys. os6b) oraz wie kodé |

w oémiu przedsiebiorstwach przemyslowych ksztaltowaly sie
Zatrudnienie| 09 | 1,0 | 12 | 12 |

Produkcja 20 | 23 | 26 | 25

30|
Obliczy¢ kowariancje i wspélezynnik korelacji liniow
danymi zmiennymi. Wyniki zinterpretowac, - — -
6.20. W pewnym przedsiebiorstwie zbadano zale
{ wydajnoscia pracy szesciu pracownikow. Otrzymano t aste
lﬁta:': pracy (w latach) 3 i
Dzienna wydajnos¢ pracy (w sztukach) | 10 e
Obliczy¢ i zinterpretowac wsp6lezynnik det adi
6.21. W pewnym zakladzie zbadano prac &
jazdu do pracy w minutach (x) oraz iiczbgspé @'  C
Otrzymane wyniki przedstawiono w tablicy korelacyjnt i

7

I | 515 -35
% =
- 3 o
2 2 g
3 1
- =
Obliczy¢ wspdlczynnik korelagji linio

:‘::Eﬁamz = 5; x03 = 10; x4 = 15 (ro
e lat), n1=2; ny=2; ma=38 .-
= 15; nsy = 20, zbadaé sile i kierunek zaleZr
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6.23. Dyrekeja stalowni przedsigbiorstwa postanowila sprawdzi¢, ¢
odpowiednim bodzcem do podnoszenia jakosci produkeji. W tym cely
losowo wybrnnych robotnikow stalownii odnotowano wysokos¢ ich pla
brakéw wyprodukowanych przez kazdego z nich w okresie miesiaca, Otrzymg
nastepujace informacje: ns

e e i
Place w tys. zl

[12]13[15]21[23|25[26 30 3574

e sl wosach | 80 | 40 [ [ 40 | 5 | % [ [ w0 | o

W jakim stopniu roznice w liczbie brakow sq zdeterminowane zr6anicow
niem plac? i
6,24, Spoér-:‘md 100 gospodarstw ogrod niczych o powierzchni 23-35 ha 10
osiaga roczny dochad 15-16,5 tys. zl, a 10 innych w tej samej grupie obszaroyy;
16,5-17,5 tys. zl. Nastgpnych 10 gospodarstw o powierzchni 3,5-4,5 ha oOsigga dﬂth(:]}
wynoszacy rowniez 16,5-17,5 tys. zl; 40 gospodarstw w tej samej grupie Dbszarowgi
osiagnelo dochéd 17,5185 tys. zl, a dalszych 10 gospodarstw dochdd réwny
18,8-19,5 tys. zl. Pozostale gospodarstwa mialy obszar 4,5-5,5 ha, przy czym 10 mialy
dochad 17,5-18,5 Lys. zl, a innych 10 w tejze grupie — dochd6d 19,5-20,5 tys. zl. Zhadaj
jaki jest kierunek i sila zaleznosci pomigdzy badanymi zmiennymi. '
6.25. Dane o liczbie bledow popelnianych przy przepisywaniu strony teksty

w zaleznoci od stazu pracy przedstawia ponizsza tablica:

2Y place
zbadang 1
Coraz licz

Staz prag.-j latach

Liczba bledéw 13 ! 35 57 =5
0-2 6 3|
T [ 5 |
46 5 8 5
6-8 3 8 5

Zbadac sile i kierunek zaleznosci migdzy badanymi zmiennymi.
6.26. W grupie 33 przedsigbiorcéw zbadano koszty produkcji (W tys. PLN)izy-
ski (w min PLN). Otrzymano nastepujace wyniki:

Koszty produkeji 2 2 AL 5 P
50 2 3 5
45 2
4t 10 4
40 1 1

Obliczyé wspdlczynnik korelacji liniowej Pearsona dla badanych zmiennyeh.

6.27. Badanie budzetéw rodzinnych 100 rodzin dostarczylo m.in. informacj
dotyczacych zaleznosci migdzy liczbg 0s6b w rodzinie a rocznymi wydatkami na £y
wienie w zakladach pastronomicznych:

el Liczba os6b w rodzinie |
1 2 3
300 10
200 10 30 10
100 20 20

Metody analizy korelacji i regresji

Okreslic sile i kierunek zaleznosci miedzy liczba as6b w rads
onie W zakladach gastronomicznych {Zakli&hmy prasial

B

ZwidZ .28, Zarzad spolki X cheialby ustali¢, czy na podstawie liczby ral

w prasie mozna prognozowac wielkosé sprzedazy produky y
Cﬂssdf;u‘ 15 tym celu zebrano dane dotyezace li(:_zby. ’:E{dpéﬂ fi
ty PLN) w 6 losowo wybranych tygodniach. Otrzymang nac

]:.'ll_.‘i’gﬂ._l‘_lﬂdam 4 8 li] 3 :

‘\'—\'Elkuéé sprzedazy | 5 7 7 4 = 5
Wykorzystujac wspolczynnik korelacji kolejnosciowe
korelacji migdzy zmiennymi. .

6.29. W wyborach prezydenckich przeprowadzono sc

borcow na losowej probie 50 tys. doroslych Polakow. W trake
cechy wyborcéw kojarzone byly z czestotliwoscia glosowania na p
kandydaléw. Otrzymano nastepujace wyniki: )
sty T T
Odselek glosow mieszkancow miast (x) | 31,4 | 33,4 | 133 ,m
Odsetek glosow mieszkancow wsi (y) 334 |34 63 | z‘:z‘

Stosujac wspolczynnik korelacji rang Spearmana ogenic, czy 1
lacja (zgodnosé uporzadkowan kandydatéw) wynikow glosowaniz
miast i wsi. ) g

6.30. Za pomocq wspolczynnika korelacji rang Spearmana zba
nek zalezno$ci miedzy liczba ludnosci (w min 0séb) & powierschri|
jewodztwach:

Nr wojewddztwa 1 2 3 4
Ludnoéd 395 | 241 | 1,44 | 1,34
Powierzchnia 6650 | 3788 | 7394 | 8151

631. W pewnym wojewodztwie przeprowadzo
sunku obywateli do niektrych instytucji publicznych, ki
do . Do préby wybrano jedno malzeristwo, ktore poproszono @
stytucji wedlug ich indywidualnych preferencii oraz nadano i
nastgpujace wyniki: LY ot
Instytucja A | B cl|SDEIEENE
Rangameza | 6 | 3 | 2 | 2
Rangazony | 6 | 5 | 3 |

Za pomoca wspolczynnika korelacji kolejnosciowe
Pogladéw mal;‘:nnko"}:r pm::lf::vzgl@dem _ichﬁ'Pfgfe’fé_-}ﬁ
. 632. Na losowej probie doroslych Polakéw pres
hikach szkodzacych politykom w ich karierze
Uporzadkowane od najczesciej do najmni
(Tak) podano w procentach wskazar:
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Czynniki Ranga (Nie) | Ranga (Tak)
Rozwod Y 21 =
?-".'ycie bez slubu 2 38
Zdrada 3 ST
NieslownosE 4 F 64
Wspolpraca z SB | s 77
Klamstwo E Sl STl
Przestepstwo LR K R
E;;Eﬁlizm - 8 = 96

Za pomoca wspolczynnika korelacji rang sprawdzic, czy miedzy czynnikamj
kt6re szkodza badZ nie szkodza w karierze politykow istnieje zaleznosé (naiwigk:
szemu procentowi wskazan Tak nalezy przyporzadkowac range 1).

6.33. Za pomoca wspolczynnika korelacji rang ustalic sile zaleznosci pomigdzy
opiniami klientéw i pracownika kontroli jakosci o towarze Z. Ujele w punktach
oceny przedstawiajy sig nastepujaco:

Punkty uzyskane od pracownika kontroli | 53 | 47 | 41 | 38 | 36 | 35 [ 35 | 33 |27 | 25|25

Punkty uzyskane od klientow |52 47!38 43129 1341312924127 (25

6.34. Siedmiu uczniow rozwiazywalo dwa testy. Ich wyniki podane w punk-
tach przedstawiajg sie nastgpujaco:

Testl| 20 19 18 18 17 16 15
Test 11} 19 20 20 | 18 17 15 15

Wykorzystujac wspolezynnik korelacji rang Spearmana ocenic, jak silna za-
leznos¢ wystepuje miedzy wynikami obu testow.

6.35. Ustali¢ natezenie wspolzaleznosci miedzy opiniami o nauczycielach dy-
rektora szkoly i wizytatora. Opinie te zostaly wydane na podstawie kontroli calo-
ksztaltu pracy zawodowej i kwalifikacji nauczycieli. Wyniki kontroli ujete w punk-
tach przedstawiaja sie nastepujaco:

Nauczyciele T R e R e e e L s
Punkty od dyrektora | 41 | 27 | 35 | 33 [ 25 | 47 | 38 | 53 | 43 | 35 | 36
Punkty od wizytatora | 38 | 24 | 34 | 29 | 27 |47 |43 |52 | 39 |31 | B

6.36. Ranking firm w opinii klientéw krajowych i zagranicznych ksztaltowal
sie nastepujaco:

Numer firmy 1 2

Rangi uzyskane od odbiorcéw krajowych 4 1 3 2 5

——

Rangi uzyskane od odbiorcow 5 1 6 4 2 3

zagranicznych L
Czy opinie odbiorcow krajowych i zagranicznych dotyczace badanych firmsa
zbiezne? .
6.37. Wsér6d 12 uczniéw badano zwigzek pomiedzy pozycja ucznia w Klasie
w zakresie jego popularnosci i pozycja wyznaczong przez nauczyciela matemat:fkl
z tytulu aktywnosci podezas lekgji. Otrzymano nastgpujace wyniki w punktach:

Metody analizy korelacji i regresii

2 | 3| & | 5NEilNG
28|16 10] 7 [25]
12 | 8 | 16 [ 10'] 9 ["sileg
Zbﬂda] sile i kierunek zaleznosci migdzy bﬂdan)m{{ -
. wspolczynnika korelacji rang Spearmana. b
<faniv i Dziesig¢ rodzin podalo tygodniowe wydatki w zloty
ukty mleczne. Odpowiednie kwoty wydatkéw praedstas -
\ETO‘E‘T‘—, 23 | 24 | 29 | 27 |NellN ol =
7a pomoca wspétczynnika korelacji rang Spearmana aceni
eznosci Pgmigdzy wyréinionymi wydatkami.
[

6.39. Restauracja .Bristol”, urzadzajaca 1:lr'2yiit=,c:i.a'-v.-_.ig.'ﬂ;‘,g.'@,;!s i

rmace dotyezace kosztow (w tys. zl) oraz czasu trwania (s zin
i J""h W E,Ei}_%ym czasle:
Czas trwania przyjecia = 2 =g
2
3 =

I;Miﬁ\

= i
Obliczyé: a) wspdlczynnik determinacji liniowej, b
kosztow przyjecia wzgledem czasu jego trwania, c) oc
vk e
6.40, Trzystu pracownikéw pewnej firmy pracuje na
Osiggaja oni érednia wydajnos¢ pracy 172 sztuk/h, przy odch
dwnym 7 sztuk/h. Pozostalych 200 pracownikow pracuje na
osiagajac przecigtnie 170 sztuk/h, przy adchylenih-stﬁnﬂa.lﬁiﬁ_.
jest zaleznoéé korelacyjna wydajnosci pracy od typu.
6.41. Na podstawie ponizszych danych ustal

nego — sile wspdlzaleznosci pomiedzy badanymi zmien
gﬁf (x), =50, Y %2n, =575, 3. xm; = 200. d
i=1 i=1 St
642, Srednie liczby punktéw uzyskane na egz
dem_kl i studentéw wynosily po 26. Odchylenie st

alej zbiorowosci (studentek i studentow laczni

me‘:_lzﬂf{ ze stosunek liczby studentek do liczt
aleznogci miedzy plcia studentéw a uzyskan_','mf
by 643. W zbiorowosci 15 pracownikow podje
b3 spéinien a zmiang, na ktorej _P!ﬂcﬁ:"ﬁ'@i-:
Zmiana@ | 2 | 3 | ON[ES
Zmianall | 0 2.2l
Zmiana | 2 | 30) :
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W iakim stopniu liczba spoznieri zalezy od WiElo#IANO Y ERY TR Pracy)

6 4]4‘ 7 badania wydajnosci pracy Pewre) grupy robotnikéw wynika
. La 0 J »

: . Z
v kobiet wynosi 22 szt uki/h, a mezczyzn 26 sztuk/h, Koh it

i wepdajnose prac e MG L ity sta.
nia \‘_t!r 4‘[:% n;:_:.tu ;;_atrudl‘iir!njffh- Z.I-“‘“:I]CQ'ILVFII‘!II;: W yda].“c,'sm pracy - miefm:
nsu::mlenirm standardowym— dla calej zbiorowosci robotnikow stanowilo 109, .‘mzde
aachyle = . s

nie] wydajnosci pracy: Ustali¢ sile zaleznosci miedzy wydajnoécia pracy a vl g
cownikow. : . ‘

f.45. Badajac zm iennosc wiel-:ul n.r.nh' d_-:klarumcych uczesinictwo w wyborach
do Sejmu i Senatu RPP stwierdzono, ze f‘""f“‘"‘ l[‘.‘i'il“'f\ wybra n:.n:;h'[5gﬂ 0s6b Sredn
wiek wyniosl 36,4 lat z przecigtnym zre:l:f:‘nwn'.}'anmr‘nIl{a,{-. L—“ Wérad 800 2badinge
kobiet §redni wiek wyniosl 42 lata z SFIE-r; ?‘.m""'mjn_ﬁﬂf'.!' wﬁm.d ‘7{1[} zbadanych 4
czyzn ¢redni wiek wyniﬁsj'l 30 lat z 10% zmiennoscia. Zbadac sile zaleznoéc "'lil:dzy
wickiem wyborcow a plaia.

6.46. Na podstawie danych zwartych w p;}rﬂiﬁ;ﬂtj tablicy, ocen sile zwigzky
miedzy liczba zarejustrowanych bezrobotnych a ich plcia:

[ Czas pozosta

wania bez pracy w miesigcach

Ple¢ =07 [ 16 | 612 | 12-24 | 2436
e il BT ]
Kobiety | 50 L1 SN 6 SR LT a0
| e e | ] S
[Mepcoytni | 35 | 105 | 97 | 68 [aEE

6.47. Zwigzek korelacyjny dwoch zmiennych okreslaja nastgpujace mierniki;
5’(‘”) = 81; 53@,) =64; r,, =0,9; ey, =0,92. Czy korelacja migdzy zmiennymi ma cha-
rakter prostoliniowy, czy krzywoliniowy?

6.48. Za pomaca stosunku korelacyjnego ocenic sile zwiazku migdzy wiekiem
a czasem pozostawania bez pracy:

| Czas pnzustaﬁrania lIz pracy w miesigcach
Wiek w latach = s T
0.1 | 16 | 612 | 1224 | 2436
1824 | 52 65 | 82 58 20
25-34 13 62 55 47 35
3544 14 60 51 47 40
[T 26 23 25 21
Powyzej 55 | 1 B et 5 6

6.49. Na podstawie danych uzyskanych w pewnej letniskowej miejscowosch
obliczono wspélezynniki korelagji liniowej migdzy trzema zmiennymi: tygodniowd
sprzedaza napojéw chlodzacych (x), tygodniowa liczba turystow przebywajacyeh
w tej miejscowosci () oraz panujaca w niej przecietna tygodniowa temperaturd dnia
(z). Otrzymano nastepujace wyniki: ry=-0,30; 1, = -0,70; fz = 0,80. Jaka jest_Sﬂi

zwigzku korelacyjnego miedzy zmiennymi x i y, jesli zostanie wyeliminowany
wplyw temperatury?

6.50. W dziesigciu szkolach podstawowych przeprowadzono badanie o
tyczace Srednich osiagniec szkolnych uczniow (x), érednich liczebnosci klas (i) oraz

sredniego stazu pracy n ioli - Otrzyman?
e wyn?ki: y nauczycieli zatrudnionych w tych szkolach (z)- y

Metady analizy Korelacji i regresji
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‘-f_rs;jl 40 | 33 [31 [ 43 [ 3640
| i [ 2
Lz | 10

32|35 | 34|
A EEAED IR
_ viufe 2|58 |20
Obliczy¢: a) wspolezynniki korelacji liniowej mi :
: et v j miedz a %
b) wspélczynniki korelacji czastkowej (osiagnieé EZ](D!E‘-YC?'I Edrm:br:;?ﬁé
z wylaczeniem "I‘_*'Ply “’;1 stazu pracy nauczycieli oraz osiagniec szkolnych od stazu
sracy nauczycieli z wylaczeniem wplywu liczebnosei klas), ) wspél : =
Lriek:rakici. ): €) wspélezynnik korelacji
6.51. Zbiorowosc pracownikow pewnego przedsigbiorstwa badano pod wzgle-
dem wydajnosci pracy (x1), stazu pracy (x;) oraz wynagrodzenia (x3). Macierz
wspﬁlczynmkow korelacji migdzy tymi zmiennymi jest réwna:
1,000 0,936 0,900
1,000 0,965
1,000
Obliczy¢ wspolczynniki korelacji czastkowej: r,
czynnik korelacji wielorakiej R,

ey T Tx oraz wspol-
e i

6.52. Bada :_-.ie za_leinoéci migdzy trzema zmiennymi: stazem pracy (x1), wydaj-
noécig pracy (x2) 1 poziomem wyksztalcenia (x3), dostarczylo m.in. nastepujacych in-
formacji: rye, =04 T, =0,2; r,, =05 Doswiadczony kierownik jednego z wy-
dzialow badanego przedsigbiorstwa twierdzi, Ze roznice w stazu i wyksztalceniu
Pr:lcuwnikf!w tylko w ok. 33% decyduja o zréznicowaniu wydajnosci pracy. Czy ma
on racjg?

6.53. W celu opisu zaleznosci korelacyjnej pomigdzy szybkoscia zapamigty-
wania () a wiekiem (y) oraz ilorazem inteligencji (z) dokonano odpowiednich
pomiardw, otrzymujac: x =7 wyrazow/min, § =10 lat, = =105, s(x)=2 wyrazyftmn,
s(_u] =1,5 roku, s(z) =65, Iy =0,326, r. =0,852, 7 =0,231. Na podstawie pawyt
szych danych obliczy¢: a) wspolczynniki korelacji czastkowej, b) wspolezynnik kore-
lacji wielorakiej.

6.54. Wspélczynniki korelacji liniowej Pearsona miedzy produkeja dﬁbr trwa-
lego uzytkowania (x), podaza tych débr (y) oraz ich importem (z)sa nf)_wne: Iy D:Zi
re ==0,5, 1,. =0,5. Oblicz — poslugujac sie wspolczynnikami korelacji ';Z_isﬁﬂﬂwﬁlii =
wszystkie uzasadnione logicznie zwiazki migdzy badan}w_u zmme_qg;g_gmz Czyél;lraw 3
jest, ze ok. 4% zmian podazy ddbr trwalego uzytkowania zalezy od innyecayn:
nikéw niz produkgja i import tych débr? Lo sy

6.55. W czasie badania sprawnosci studentow otrzymand m.in. nﬂs‘ﬁlfégi::& i
formacje dotyczace wagi w Kg (y) oraz predkosci w sekundach wbieguma b
| Waga o0 | 52 | 50 | 56 ] s8] s ljEED REratEet L
| Predkosc | 12,0 | 131 | 132 | 125 12,5 | 139 | 140 18| 130 | 125

Ponadto obliczono wspolczynniki Kore lacji: Ty
czynnik korelacji czastkowej miedzy “‘ﬂgﬂ,iF
Czy prawda jest, ze 40% zmian w predkoscije
niz wzrost i waga studentéw?

6.56. W 250-0sobowej gru]
mosci z jezyka polskiego (
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. g s R g 3 .
= Jmiennymi W}Jnms}; Gy 0,74. Przypuszcza sig, ze na POziom y
ieraja Wplyw warunki domowe uczniow (z). Zbadage Zalez :
; gzyka polskiego i matematyki, jesli w Al

sona miedzy
£ .kﬂ “r)r“
wspolczyni! . S, i
0sci Z ] yeliminy;
7y zasobem wiadom 3 K TS i uje
"m;ldz? :,lr"ll'l,ll‘lk(’}'-\’ domowych na u-"'}"*'klwan.e : l.th Fﬂ.-'.t.‘c_in'nmqw Wyniki, l'r'l:’1i-|ay
::P 4 ze :.vf-ln'ﬂc?)rnniki korelacji miedzy wynikami nauczania oraz warunkamp; dc.
omao, &€ Yol g a =021 )
I'I'llfl“"r'“ﬁ 54 rowne: 1. =124, '}-:_ { "" g A5 A ;

" 6.57. Wylosowano 1000 Klientéw PZU zamieszkujacych w miastach liczacyc
do 20 t 7 |‘11ie'~‘-zkm‘u.‘l%w oraz powyzej 20 tys. mieszkancow. Wylosowane osoby py
:Gn; 0 }ILh syluacjg materialng. Otrzymano nastgpujace wyniki:
a 53 g materiaing: - 2sba/ i s

— D

I W I L,T.:-.cba klientéw z miast o liczbie n1ies;ka|‘1cﬁw

E_ Sytuacja materialna " do 20 lys. | powyzej 213'_[3:_-_
D S 505
iy BTN R A— 250

| Dobra [ ! 20 _2 U_

— O

Na poziomie istotnosci 0,02 zweryfikowac hil_‘ll"lll:‘?_l; 0 !ﬂezalei:nuﬁci badanych
smiennych, Obliczyc —jesli jest to uzasadnione — wspoiczynnik korelacji Czuprowa,

[::58. Wylosowano 400 Klientow pewnego banku i zbadano zaleznosé migdzy
poziomem miesiecznych dochodaw (w zl/osobg) w rodzinie i korzystaniem z kredy-
LGw gnldwkow}rch w ciagu nsla!.n_iego mku._ Ol{zymm]u l\ﬂ§£¢puich wyniki:

I NE‘LES'[I;’;“-}‘ dochod Korzystal z kredytu | Nie korzystal z kredytu
| e e

]
IFJIE 1000 2! | 180 | 20

| Powyzej 1000 2! TR 120 |

Na poziomie istotnosci 0,01 }.weryfiknwac’ hipoteze o braku zaleznosci miedzy
badanymi zmiennymi. W przypadku wyslapienia zaleznosci obliczy¢ wspolczynnik
T Czuprowa.

6,59, Zaobserwowane w 250 rodzinach liczebnosci dotyczace zawoddw ojca
i syna przedstawia ponizsza tablica:

oo Zawéd syna
Zawdd ojca ST |
| nauczyciel | lekarz | ekonomista
Nauczyciel 30 | 15 45
TLEkarz | 20 40 10
[Ekonomista | 10 10 70

Okreslic sile zwiazku miedzy zawodem ojca i syna.

6.60. Wylosowano prébe 400 nabywcéw wprowadzanego na rynek nowego
produktuizadano im pytanie, skad dowiedzieli sig o istnieniu produktu. Drugie py*
tanie dotyczylo wyksztalcenia nabywcéw. Otrzymano nastepujace wyniki:

Wyksztalcenie Zrodlo informacji :
reklama w TV | reklama w czasopismach ine
Wytsze 5 70 b3
Podstawowe i zawodowe 55 10 5

Metody analizy korelacii i regresji
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Na poziomie istotnosci 0,05 zweryfikowaé hipoteze o niezaleznosci badanych
zmiennych.

6.61. Analizujac wadliwosé wyrobow otrzymano nastepujace wyniki;

|
! I:rzyczi!zly_wady ll AZaklrdy S “L
I_I\liska jakosé || 21 I 7% ﬁ

i&:ﬁfrzy surowiec ( 46 L 26 l

Zweryfikowac, testem chi-kwadrat, hipoteze o niezaleznoéci miedzy miej-
scem powstania wyrobu (zaklad A lub B) a przyczyna uznania wyrobu za wadliwy.
Przyja¢ poziom istotno$ci 0,01. W przypadku odrzucenia Hj obliczy¢ sile zaleznosci
migdzy badan ymi cechami, wykorzystujac do tego celu mierniki wlasciwe dla cech
niemierzalnych.

6.62. Na poziom koncentracji niewatpliwy wplyw wywiera — oprécz innych
czynnikow — stopieri zmeczenia, Stopien ten jest zalezny od pory dnia. Na podstawie
ponizszych danych zweryfikowac, na poziomie istotnoéci 0,01, hipoteze o niezalez-
nodci poziomu uwagi uczniéw na lekcjach od pory dnia:

.I Pora dnia |\
|
|

Poziom uwagi

niski wysoki
| Rano 17 39
Poludnie | 26 13
@puludnie L 19 12

6.63. Wéréd 300 wylosowanych czlonkow ,Fitness Club” przepruwadzl.:mu
ankiete dotyczaca stosowania diety oraz zmiany wagi ciala. Otrzymano nastgpujace
wyniki:

i Dieta
& Yag [ nie stosuja stosuja
lBrak utraty 80 20
| Utrata 100 100 |

Na poziomie istotnosci 0,05 zweryfikowac hipoteze 0 niezaleznosci badanych
zmiennych. - st £

6.64. W pewnym rejonie przeprowadzono badanie dotyczqce zycia zawodo-
wego nauczycieli szkol srednich. Uzyskano nastepujace informacje:

Stan cywilny ]
| Grupa wieku | pozostajacy w zwiazku | oqqwiali rozwiedzeni
wolni malzenskim
Adaptacyjna 115 85
Produkcyjna 35 163 L =
| Emerytalna 24 152 _ o =

Stosujac wspolezynnik T Czuprowa zbac
nem cywilnym a grupa wieku nauczycieti Sz

il
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5. Zwiazek pdleglosci miejsca prla-:‘y od miejsca zallnieszlfi_u nia (x) i czasy dois qaizbe. Ponadto stwierdzono, ze 5% rodzin zajmuje mieszkanie jednoizbowe, 20% —
. |§,d i ) Pmcowniké“’ pewnej firmy przedstawia ponizsza tablica korela. Jwuizbowe, 40% - trzyizbowe, 30% - czteroizbowe oraz 5% - pigcioizbowe. Wyz-
az_dﬂ'-\’ o pracy v T TNREROSRER ST acz parametry strukturalne liniowych funkcji regresji. Oblicz przecigtng liczbe izb
cyjnd: __————— T ;¢ jednostronnych dojazdéw (w minutach) z:iT‘r'lO“"’ nych przez rodziny czteroosobowe.
QniatlL s e e o )
Odleglosé w km ﬂ_ltiﬂ_._| 10-20 20-30 3040 F 40-50 6.70. Na podstawie ponizszych danych oszacowano liniowa funkcje regresji
= !_—_‘_-:——]I———— =10 I =7 il o postaci: j; =0,9x; +2,2. Zmienne x i y przyjely nastepujace wartosci:
S B ———— T | —————— e |
— 5 N | Zmlenna .-3._!__4-_3_i M LRI 737 )
e —— | 1 o — = 5
10-15 O I [Zmiennay | 2 | 4 [ 5 [ 5 | 7 [ 10]
15-20 I 12 _! _____ i | Zbada¢ dokladnosé dopasowania funkeji regresji do danych empirycznych.
—-—-—MS—“_'__' _[ - | :_ woukeg i___ 6.71. Wyznacz réwnania regresji liniowej na podstawie nastepujacych danych:

Wyznaczy¢ réwnania regresji prostolin
6.66. W wyniku badania zaleznoéci migdzy zuzyciem suroweow (w kg)i kosz-

tami produkeji (W USD) uzyskano Eﬂ.‘m’j:ﬁk_ wyniki:

iowvch. Wyniki zinterpretow:,
) P ac,

Na podstawie powyzszych informacji nalezy wyznaczyc funkcje regresji oraz
ustalié sile i kierunek zaleznosci miedzy badanymi zmiennymi. Jaki bedzie — teore-
tyczny - koszt produkeji przy zuzyciu 50 kg surowca?

6.67. Empiryczny rozklad czasu remontu obrabiarek w pewnym zakladzie re-

montowym przedstawia sig nastepujaco:

Czas remontu w dniach 10-200 |

20-30 |

30-40

 40-50 50-60

Liczba obrabiarek 10 |

30]‘50

40 20

Okresli¢ sile i kierunek zaleznosci migdzy czasem remontu a wiekiem obrabia-
rek, jesli wiadomo, ze Sredni wiek remontowanych obrabiarek wynosi 16 lat, a jego
wzgledna dyspersja 30%. Wiadomo ponadto, ze wydluzenie czasu eksploatacji
0 1 rok powoduje przedluzenie czasu ich remontu przecietnie o 2 dni. Jaki jest czas

remontu 10-letnich obrabiarek?

6.68. W rezultacie badania cen dzialek budowlanych (y) w zl za 1 m” i od-
leglosci dzialek od centrum miasta w km (x) otrzymano nastepujace wyniki:

‘ Ceny dzialek

1000 | 900 | 500 | 500

270

300 | 100 |

| Odlegloé i )

3

4

s e |

Wyznacz réwnanie regresji opisuj : éci od
: regresji opisujace ceny dzialek wzgledem odleglosci
centrum. Zbadaj dokladnos¢ dopasowania tej funkcji do danych empirycznych:

6.69. W
migdzy liczb
Otrzymano

peEwNym DSi'fd‘i'J mieszkaniowym przeprowadzono badanie zaleznosd
7 0s0b w rodzinie (x) i wielkoscia mieszkania okreslonego liczba iz ):
nastepujace informacje: ry =0,6, ¥ = 3,5 osoby na izbe, s(x) = 14 osoby

?’:g.' '—‘U.-H. b‘i = 4”’ X= “H’"U’ IF =12.

6.72. Badanie zaleznosci migdzy stazem pracy (y) i wiekiem pracownikow (x)
dostarczylo nastepujacych informacii: ¥ =33 lata, a,=0,84 lat, y; =0,43x; -5,5. Ob-

: i oo ol liczy¢ wspolczynnik kon‘ﬂacii lilr':iowej migdzy badany.mi .zrn.iennymi. , .
Kaszlty produkgii———T1"—= | : 6.73. Na }ﬁﬂd.‘ita'&\'t’.e pomzsz'ych c!anych usta'l.smg i k1-e-runek r.fllezniaéa po-
Eloat | o il | miedzy stazem robotnikow bezposrednio produkcyjnych a ich wydajnoscia pracy
T | 10 | oraz 1.1:}rz|'|:|cz rownania liniowych funkgji regresji: a) Sredni staz pracy wynosi 8 lat,
e | 10 b) przyrostowi stazu pracy o jeden rok towarzyszy wzrost wydajnosci pracy 0 2 jed-
1012 ) i nostki produktu na godzing, ¢) wydajnosc pracy robotnikow rozni sig od wydagnfjscl
= = éredniej przecigtnie o =5 jednostek produktu na godzing, d) wspélezynnik zmien-
12-14 20 !___ 20 | noéci stazu pracy wynosi 25%, e) srednia wydajnosc pracy wynosi 25 jednostek pro-

14-16 ]L 10 : duktu na godzine.

6.74. Majac nastepujace dane: ¥ =2,5, § =625, V(x)=20%, s(y) =25, a,=40,
wyznacz réwnania liniowych funkgji regresji. Jaka jest sila i kierunek zaleznoSci mig-
dzy badanymi zmiennymi?

6.75. Wyznacz réwnanie regresji liniowej opisujace zaleznosc miedzy cechami
xiy, jesli: a) & =30+ 0,5y, b) 6 <y, <14, ¢) V(x) =20%. Ustal réwniez silg i kierunek
zaleznoéci migdzy badanymi zmiennymi.

6.76. W modelu regresji liniowej zadluzenia z tytulu zaciagnigtych kredytow
w tys. zI (y) 80 podmiotéw gospodarczych wzgledem wartosci produkeji w min z1 (x)
otrzymano nastepujace miary: cov(x,y)=-2,88, ¥ =5,5, s(x) = 0.6, s(y) =8, ¥ =183.
Jaki jest poziom zadluzenia przy produkcji rownej 9 min 2i? Zbadaj dokladnos¢ do-
pasowania funkeji do danych empirycznych.

6.77. Zaleznos¢ miedzy wiekiem pracownikéw a rozmiarami ich absencji cho-
robowej charakteryzujg nastepujace mierniki: 1) odchylenie standardowe wieku wy-
nosi 12 lat, 2) kowariancja badanych cech jest réwna 68,32, 3) wariancja absencji cho-
robowej jest rowna 6,25. Czy takie wyniki sa mozliwe?

6.78. Wspélczynnik indeterminacii liniowej funkeji regresji dochodéw wzgle-
dem przecietnych miesiecznych wydatkéw na cele kulturalne wynosi 0,6864. Sredni
miesieczny dochdéd w badanej grupie wynosil 1300 zl, przy odchyleniu st_andard‘n_-
wym réwnym 260 zI. Przecietne miesigczne wydatki na cele kulturalne byly réwne
165 zl, przy wspélczynniku zmiennosci 35%. Jakich wydatkéw na cele kulturalne
nalezy oczekiwac w gospodarstwach domowych o miesiecznych dochoc
Jaki jest — przecigtnie rzecz biorac — poziom miesigcznych dochodow:
stwach, w ktérych na cele kulturalne wydaje si¢ miesigeznie 15
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1 zaleznosci miedzy wickiem kobiet a liczbg posiadan i

ani : :
6.79. W celu zbada b niezalezny, 100 kobiet. Otrzymane wyniki przedstayi,

dzieci wylosowano, W sposo
| tablica korelacyjna:

i - plinc iyl
ponizs F e Wiek kobiet w latach (y)
[ Liczba daieci| =
[ Te s (o585 | 545 | 4550
e o uia SRS
e RERIEs |00 -
es=d R 10 4 5 o
| 5 | 4
5 | | et
1 = —
6 ! [
| ] P .S

Wyznacz funkcje regresji OTaz oblicz wspotezynnik korelacji liniowej Pears-
ona.

6.80. W 30 losowo wybranych firmach zbadano koszt |.~mclul-;r:ji detaluw zl (v)
wzgledem liczby produkowanych de!al_’i LY Se 531_“1"- (y), otrzymujac min.: ¥ =10,
(x)=37=12 V(v)= 30%, a; = —?%0: W jakim -.“:lopmu zmiennoS¢ kosztow produkei
jest wyjasniona zmianami wielkosci pmdukc;l?

6.81. Na podstawie nastepujacych danych: s( x) =12, s(y) =16, a, = 0,95, oblicz
wspolczynnik determinacji liniowej.

6.82. Badajac zaleZnos¢ migdzy stazem pracy w latach (y) a wydajnoscia pracy
w sztukach (x) uzyskano nastgpujace informacje: i; =0,3x; +13,X =18, rfy =0,81. Wy-
znacz rownanie regresji wydajnosci pracy wzgledem stazu pracy.

6.83. W badaniach nad korelacja migdzy wydatkami rodzin na artykul A {x)
a ich miesigcznymi dochodami (y) otrzymano nastepujace rownanie regresji:
g, =14-2,5x, oraz wspolczynnik korelacji r,, =0,64. Czy takie wyniki sa mozliwe?
Odpowiedz uzasadnic.

6.84. Przy wspolczynniku ufnosci 0,89 oszacowac — metodq przedzialowa -
wspolezynnik regresji zuzycia surowca stosowanego w produkgji pewnego wyrobu
(v) wzgledem wielkosci produkgji (x), jesli na podstawie wynikéw 7-elementowej
proby losowej otrzymano nastepujace wyniki: s(u) = 2, §; = 7,4 + 2,1x;, Z(-Yf =% )2 =28

i=1

6.85. Na podstawie 15-elementowej proby losowej obliczono 15 =0,6 miedzy
wielkoscig produkcji a stopniem automatyzacji procesu wytwarzania w przedsie-
biorstwie Z. Na poziomie istotnosci 0,05 zweryfikowad hipoteze o istotnosci otrzyma:
nego wspolczynnika korelacji rang Spearmana.

; 6.86. Ze zbiorowosci uczniéw szkél srednich wylosowano niezaleznie 200 ucz-
niow i zbadano ich pod wzgledem wysokosci miesigcznych dochod6éw rodzicow
I wysokosci tygodniowego ,kieszonkowego”. Obliczony wspélczynnik korelacji
liniowej Pearsona migdzy tymi cechami wyniosl: 2 =0,62. Przy wsp;’j.lcz)rnnik'ﬂ_

ufnosci U,'_}S zbudowaé przedzial ufnoéci dla wspolczynnika korelacji w populad!
generalnej.

K 6.87. Badajac zaleznos¢ migdzy waga samochodu ciezarowego wraz z Jadun-
€m a zuzyciem paliwa, otrzymano - dla losowej proby 20 przewozaw — wspolczyn
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nik korelacji Iiﬁ?p\\'*_:i Ty =“r_‘42-lNa poziomie istotnosci 0,1 zweryfikowac hipoteze
o braku korelacji lﬂ!'-c"‘j‘?:}‘ Zuzyciem paliwa a cigzarem samochodow wraz z ladun-
Liem W calej populacji przewozaw.

6.88. Dla stu wylosowanych przedsigbiorstw handlowych wyznaczono linio-
wa funkcje regresji sprzedazy (w tys. zl) wzgledem kosztow handlowych (w tys. zl):
;. =13,5+14,1y;. Standardowy blad oceny wspélczynnika regresji wyniost 0,17.
Pﬁrz.vjmm.m._- wspolczynnik ufnosci 0,95, zbudowa¢ przedzial ufnosci dla wspolezyn-
nika regresji sprzedazy wzgledem kosztow handlowych dla ogélu przedsigbiorstw.

6.89. W pewnym przedsigbiorstwie zbadano zalezno$¢ miedzy zarobkami

cacownikéw (y) a wydajnoscia pracy (x). Dla losowo wybranej 400-osobowej proby
oszacowano dwa réwnania regresji: x; =2+ 5y, oraz if; =0,05x; +3,4. Przyjmujac
wspolczynnik u fnosci 0,95, zbudowac przedzial ufnosci dla wspolezynnika korelacji
liniowej migdzy wyréznionymi cechami w populacji generalnej.

6.90. Na podstawie 10 wylosowanych rodzin zbadano zaleznos¢ migdzy do-
chodami miesiecznymi w tys. zl a liczba pracujacych czlonkéw rodziny. Otrzymano
nastepujaca funkeje regresji: y, = 0,68 + 0,4628x;. Wiadomo ponadto, Ze odchylenie
standardowe reszt tej funkcji regresji wynosi 0,56, a suma kwadratéw odchylen
zmiennej niezaleznej od jej sredniej arytmetycznej jest rowna 18,56. Na poziomie
totnoéci 0,05 zweryfikowaé hipoteze, ze wspolczynnik regresji jest statystycznie
istotny.

6.91. Wylosowano grupe 82 bezrobotnych zarejestrowanych w pewnym urze-
dzie pracy w celu oceny istotnosci zwigzku miedzy ich wyksztalceniem (x) a liczba
dzieci na utrzymaniu (y). Z uzyskanych informacji utworzono tablice korelacyjna
o wymiarach 5x5. Z tablicy tej obliczono stosunek korelacyjny: ey, =(,222. Na po-
ziomie istotnosci 0,05, zweryfikowaé hipoteze o braku korelacji migdzy badanymi
zmiennymi.

6.92. W 187 wylosowanych niezaleznie rodzinach zbadano zaleznasc pomig-
dzy wydatkami ogélem (zmienna objasniana), wydatkami na Zywnos¢ (pierwsza
zmienna objaéniajaca) oraz liczba oséb w rodzinie (druga zmienna objasniajaca).
Obliczony wspdlczynnik korelacji pomiedzy tymi zmiennymi wyniosk: Ry, Na
poziomie istotnosci 0,05 zweryfikuj hipoteze o istotnosci tego wspolczynnika.

6.93. Wyniki badania zalezno$ci migdzy srednim czasem obslugi klienta w mi-
nutach (x) a powierzchnia sprzedazy w m* (y) w 12 losowo wybranych sklepach
aproksymowano do postaci liniowej funkgji regresji: x; =-0,5y; + 3. Poziomy sklad-
nika resztowego modelu regresji ksztaltuja sie nastepujaco: ~0,2; 0; 0,01; 0,1; -0,05;
0,04; 0; 0,15; =0,03; =0,02; 0,08; —0,08. Zbadac losowosc skladnika resztowego modelu
(przyjac poziom istotnosci 0,1). Oszacowac przedzialowo, o ile przecigtnie zmniejsza
sie czas obslugi klienta we wszystkich sklepach przy wzroscie powierzchni sprze-
dazy o 1 m? (¢éredni blad szacunku wspolczynnika regresjix wzgledem y wynosi 0,1).

~ 6.94. Ze zbiorowosci generalnej pobrano prébe losowa n = 150 studentow. Na
prébie tej przeprowadzono badanie dotyczace zwigzku migdzy ocenami na Swiadec-
twie maturalnym a wynikami egzaminéw wstepnych do szkél wyzszych. Z uzys-
Kanych informaciji zbudowano tablice korelacyjna o wymiarach 7x9 (7 wariantow
dla cechy x i 9 wariantow dla cechy y). Na podstawie tej tablicy obliczono m.in.:

Iy =0,763 oraz e, =0,838. Na poziomie istotnosci 0,05, zweryfikowac hipoteze o li-
Niowosci regresji.
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6.95. Oszacowane na podstawie wynikow 7-elementowej proby losowej gy,
- s cia surowca w produkc]l pEWREED detalu wzgledem wielkpge
nanie re_[?fresli z.ulz} Rt =7 2,1%;. Wiadomo ponadto, Zze odchylenje eitErtl
prndukcll E}rz;:ﬁ 1:3; I-rs_;z'lo;\;';gﬂ tej funkgji wynosi 2, a suma kwadratow Dd':l';}f?:r;
dard'r_)we 5 =c(-'l|1 wartoéfli miennej niezaleznej od jej :ﬁreldniugn poziomu jest réwng
;;‘:wl"g;?rl\?uiqc wspolezynnik ufnoéci 0,98, f'-"'?—f“?("":'_f“‘]ik‘__f?"'et“dﬂ. przedzialowy -
ws.pr')lczynnik regresji zuzycia surowca wzg]t?d"?”‘ VAL Pmdl'kclf<

6.96. Na podstawie 9 wylnsowan;‘:n:l'i panstw UE_ u'sta]nno zaleznosé migdzy
liczba oddzialow bankéw w tys. (x) .1‘h-:z!wq_pracm}u_ukm_\-' w ban_knch W tys. (y)
'Ici 437 076 +11,923x;, {pz - (1,23. Na poziomie istotnosci 0,05 zweryfikowaé hiputezg
_:;‘: i;lolI:-iE doda;niei zaleznoéci migdzy badanymi .CE':Im mi. O‘.tsli:.:?.yc' teoretyczng lic.

ach, w ktorych bylo 48,1 tys. oddzialow.

be pracownikow w bank i .

6.97. Z dwuwymiarowej populacji normalrlm? (X.Y) w},-'l_osowanc_'-h 15-elemen.
towq prabe losowa i na jej podstawie oszacowano liniowa funkcje regresji o postaci:

j = 638 + 2,28x,

(10) (0.44)'

Na poziomie istotnosci 0,05 zweryfikowac hipotezg¢ o istotnosci wspélezyn-
nika regresji tej funkgji.

6.98. W modelu regresji liniowej opisujacym zaleznos¢ wysokosci miesigez-
nych oplat za energie elektryczng w zl (y) od liczby 0s6b w gospodarstwie domowym
(x) dla proby losowej 100 rodzin otrzymano: cov(x,y)=11,4, ¥ =4,5(x) =0,9,7 =78,5,
sy)=17,2. Sprawdzic istotnosc wspolczynnika korelacji liniowej (c =0,01).

6.99. Badajac zaleznosc migdzy dwoma cechami, oszacowano nastepujaca
funkeje regresji: §, =2,14x;+7,4. Funkcje t¢ oszacowano na podstawie ponizszych
informacji:

PR a5 [ s 77

[wile [18[1a |17 [18[20]2 |

Na poziomie istotnosci @ = 0,05 sprawdzic losowos¢ odchylen wartosci empi-
rycznych od teoretycznych.

6.100. Czy na poziomie istotnosci 0,001 mozna odrzuci¢ hipoteze o braku
zwigzku miedzy sposobem operacji usunigcia woreczka z6lciowego a zadowoleniem
pacjenta z operacji, jesli dla tablicy niezaleznosci o wymiarach 2x3 dla 200 wybra-
nych losowo pacjentow obliczona wartos¢ statystyki chi-kwadrat wyniosla 23,017

Rozdziat VII

ANALIZA SZEREGOW CZASOWYCH

7.1. Pojecie, rodzaje i skladowe szeregu czasowego

Szeregi czasowe (dynamiczne, chronologiczne) sluza do badania dy-
namiki zjawisk masowych. Szeregiem czasowym nazywamy uporzadkowa-
ny chronologicznie cigg wartosci badanego zjawiska obserwowanego w ko-
lejnych okresach lub momentach czasu. W szeregach czasowych zmienna
niezalezng jest czas (t), zmienng zalezng (y) — wartosci charakteryzujace
okreélone zjawisko. Mozna to zapisac jako:

Y = f(O (7.1)

W zaleznogci od celu badania i wlasciwosci zjawisk masowych, zmien-
na niezalezna w szeregach czasowych moze dotyczy¢ scisle okreslonego mo-
mentu (np. wedlug stanu w dniu czy nawet godzinie) lub tez pewnych —
dluzszych badz krétszych — okresow (np. lat, kwartalow, pélroczy). W zwiqz-
ku z tym wyrdznia sig szeregl czasowe momentow i szeregi czasowe okre-
séw. Szeregi czasowe momentow dotycza zasobow (np. liczba ludnosci na te-
renie wojewodztwa, stan zatrudnienia w firmie), a szeregi czasowe okresow
- strumieni (np. liczba urodzen w roku, liczba mieszkan oddanych do uzyt-
ku w ostatnim kwartale). Tak wiec szeregi czasowe momentow zawierajq
informacje o poziomie okreslonego zjawiska w chwili dokonywania obser-
wacji. Informacji prezentowanych w tego rodzaju szeregach nie mozna
agregowac. Szeregi czasowe OKresow zawieraja dane dotyczace ksztalto-
wania sie poziomu danego zjawiska w calym okresie przyjetym za jednostke
czasu. [stnieje tutaj mozliwosc wydluzania okres6éw (np. przechodzenia z da-
nych miesiecznych na kwartalne czy tez roczne). Dokonuje sig tego za po-
mocq agregacji (sumowania) danych.

Przecietny poziom zjawisk prezentowanych w postaci szeregéw cza-
sowych momentéw oblicza si¢ za pomoca éredniej chronologicznej:
Vitla YaTVa oy el 1 Hn o

2 2 p Dl
n-1 L

Yai =
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dzie v, ¥ y, 0znaczaja poziomy badanego zjawiska w kolejnych 43

gdzie Yy, Yar---rdn

mentach. ‘
Przecigtny pozio!

sowego OKresow wyznacza

m zjawisk przedstawionych za pomoca szeregy cz,.
sie za pomoca sredniej arytmetycznej;

y=—2Y (7.3)

Rozwoj zjawisk przedstawim-.}: za pomoca :szereg:’m-' czasowych mogze
by¢ wlagciwie oceniony wOwWczas, gdy. I—:’OSZE?“'S“'W Wyrazy Szeregow cza-
sowych sa wielkoéciami jednorodnymi 'FPUFU""“}'Wﬂhj}'_ml- Nie n*..o;';na np,

poréwnywac szeregow czasowych ?l.cresmat z szerc'%;a fm CZasowymi momen.
t6w czy Szeregow wyrazonych w roznych jednostkach miary (np. w cenach
biezacych i w cenach stalych). : .

Poziom zjawiska w okreslonym czasie I:LTL'.I'IL'SIC. llub momencie) jest
ckutkiem gddzial)rwaniﬂ zespolu przyczyn, a mianowicie:

1) przyczyn gléwnych, ktore na badane zjawisko dzialajq stale z nie-
zmiennym nasileniem, wytyczajac ogolny kierunek zmian zjawiska w czasie
zwany trendem (tendencja rozwojowa),

2) przyczyn okresowych typu:

— koniunkturalnego (cyklicznego) o zmiennym kierunku i nasileniu,
Przejawiajg si¢ one w dluzszych (mierzonych w latach) okresach i zwiazane
s ze zmianami w otoczeniu danego zjawiska (np. w gospodarce swiatowej).
Tego rodzaju wahania nosza nazwe cyklu koniunkturalnego.

- sezonowego, ktore dzialaja regularnie w krotkich rocznych cyklach
wahan. Wahania sezonowe odzwierciedlaja wplyw zachowan ludzi wynika-
jacych z warunkéw atmosferycznych i kalendarza (pér dnia i roku, Swiatitp.)
na ksztaltowanie sig¢ zjawisk gospodarczych;

3) przyczyn przypadkowych (losowych). Wywoluja one nieregularne
odchylenia wielkosci zjawiska od poziomu, jakiego oczekujemy na podsta-
wie dzialania innych czynnikéw (przyczyn gléwnych, wahan cyklicznych
1 sezonowych). Ich wplyw na poziom zjawiska jest nieprzewidywalny i to
zarowno co do kierunku, jak i sily oddzialywania.

\ Zw.récié nalezy uwage na to, ze w konkretnym szeregu czasowym nie-
kort.lecz.rue muszq wystepowac wszystkie skladowe. W niektorych szeregach
?;;?ﬁ;:%’itf]{‘du {‘TYivhi:pLIie wowezas staly, przecietny poziom zm'iEI_lL:
0 wahaniach s{z-:;;?}'ﬂ 11' P'I‘Z‘ypadku' da.nych TogEnye ueHgeT mov::_
ey lihe SZE::}'C 1. Jak sie wydaje, |edyn;,nn skladnikiem, ktory za

Pt gach czasowych, sa wahania przypadkowe (losowe)- y

el :‘;}’i{:;b;::n; P;;Jzzczegélnych skladowy?h szeregu czas?wt?lgcf ﬂ‘;i
natury danego szeﬁej e Sposdbidekompozycyt 28 S/
nych siadowyeh, § l%l adzasnwego, tj. od for,m_y ~nakladania si¢ pnszczegn .
e Tor rysicze by popren doda
+ W 2wigzku z tym wyréznia sie dwa modele wahan w czasie:
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addytywny i multiplikatywny. [deowy schemat modelu addytywnego jest
pastgpujacy:

Y=T+S5+P, (7.4)
gdzie: Y’ 0znacza poziom badanego zjawiska, T — trend (tendencja rozwojo-
wa), S - wahania sezonowe, P— wahania przypadkowe. Podkreslic nalezy, ze
w schemacie (7.4) symboli T, 5, P nie traktuje si¢ jako zmiennych, ale jako
,:,grjlne oznaczenia pojec. W schemacie tym pominigto wahania koniunktu-
ralne (cykliczne) jako niezwykle trudne do wyodrebnienia.

Multiplikatywny model wahan w czasie przyjmuje postac:

Y=T-:S-P, (7.5)
gdzie oznaczenia sq takie same jak we wzorze (7.4).

W addytywnym modelu wahan w czasie zaklada sig, ze funkcja trendu
jest linlowa (lub istnieje mozliwos¢ sprowadzenia jej do takiej postaci). Po-
nadto przyjmuje sig, Ze migdzy poszczegolnymi skladowymi szeregu w tym
modelu nie wystepuja interakcje, tzn. skladowe te sq niezalezne. Poszcze-
golne skladniki szeregu czasowego w modelu addytywnym sq wyrazane ja-
ko wielkosci absolutne (posiadajace miano).

W modelu multiplikatywnym trend jest wyrazany w takich samych
jednostkach jak badane zjawisko, pozostale skladowe sq wielkoSciami wzgled-
nymi (wskaznikami). W ten sposéb w modelu tym wahania sezonowe 1 przy-
padkowe sq proporcjonalne do wielkosci trendu.

W badaniach empirycznych dysponujemy informacjami pochodzacy-
mi z pewnego wycinka czasowego od t = 1 do f = n. Cheae dokonac dekom-
pozycji szeregu czasowego, modele wahan w czasie zapisujemy nastepujaco:

Yo =f(D)+8it + Zyay (7.6)

Y, =f(t) O Z!(m}’ [?7}
gdzie: i, - poziom badanego zjawiska zaobserwowany w okresie lub
momencie ¢, f(f)- funkcja trendu (tendencji rozwojowej), g, — absolutne po-
ziomy wahan sezonowych, o, — wskazniki sezonowosci, 2y, i 2y, — addy-
tywne i multiplikatywne reszty modeli (reprezentujq one wahania przy-
padkowe).

7.2. Metody wyodrebniania trendu

Trendem (tendencjq rozwojowa) nazywamy powolne, regularne i sys-
tematyczne zmiany okreslonego zjawiska, obserwowane w dostatecznie
dlugim przedziale czasowym i bedace rezultatem dzialania przyczyn glow-
nych.

Do wyodrebniania trendu z szeregow czasowych najczesciej wyko-
rzystuje sie mechaniczna metodg opartq o §rednie ruchome (kroczace) oraz
analityczna metode najmniejszych kwadratow.
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oda wyréwnywania SZETEgOW Cz.as(\“r).-ch (“'Y{}drgb,

na zastgpowaniu dan}*u:_h empiryczn yeh Srednips

ziomami Z okresu badane._go i kilku _Dkre:-mv sasiednich. Te prelie
ziomy nazywamy érednimi ruchon?ym:. s o

Do wygladzania szeregt czasowego za pomc a Sre 5_nn: 1 ruchomych
stosuje sie dwa rodzaje srednich - zwykle i S:-_::E:?tm?.?nﬁ' : l‘ed'me ruchie
zwykle stosuje sie do danych rm_:znych Iqb o inny : .1 sa_msow' chrondis.
gicznych, w ktorych nie wystepuja wahania St_jz.(:u'u.:\'\:- e. j]}-ﬂ.. wiec S_I'EdHie 5
chome zwykle sq wykorzystywane do wyréwnywania szeregéw zawie.
rajacych trend i wahania Fnrz_\rpadkm\ 25 :

Jesli kolejne wartoscl szeregu empirycznego Ozﬁ‘"“:z}"“}’ PIZez yn, ya
eor Yn-s Yr-ts Y £O érednie ruchome zwykle trzyokresowe (k = 3) obliczamy
w sposob nastgpujacy:

o G Y

i

3
_ _Yat¥Ys+¥a
Y3 = 3 B {73]
= laa Ut
Yaa 3

Ciag $rednich ruchomych ¥, T, o Yy jESE NOWYM, wygladzonym
(i krétszym o dwa wyrazy: jeden na poczatku i jeden na koncu) szeregiem
reprezentujacym tendencije rozwojowa zjawiska.

$rednie ruchome zwykle sa obliczane z nieparzystej liczby wyrazow
szeregu. Tylko wtedy mozliwe jest przyporzadkowanie obliczonej Sredniej
konkretnemu okresowi (calkowitej wartosci f). Dzigki temu mozna po-
rownywac pierwotne (empiryczne) wartosci szeregu czasowego z wartoscia-
mi szeregu wygladzonego (wyréwnanego).

Rozwaimy przypadek szeregu czasowego dotyczacego sprzedazy ar-
tykuléw gospodarstwa domowego w hurtowni X w latach 1998-2005 (tab. 7.1)

Tab. 7.1. Sprzedaz artykuléw gospodarstwa domowego w hurtowni X
w latach 1998-2005 (w min zl)

Lits : Sprzedaz (vi) 55 | E Srednie ruchome 3-okresowe
iz i [ 18 RS

=2 2 21 | f-as+21+22)3=203
. z [ g mewse3
A % - @224+ 263=000 |
= ? 26 y5=m+26+25}:3=25fﬂ
s x G- s WI=263
s B 28 7, = @5+ 28+ 27)3 =267
= N 7 S

Zrédlo: dane umowne; obliczenia wlasne.
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Srednie ruchome scentrowane sq obliczane za pomoca sredniej chro-
nologiczne; i wykorzystywane do eliminacji wahan sezonowych. Srednie ru-
chome scentrowane obliczane s z liczby wyrazow rownej dlugosci cyklu
waharn sezonowych. Aby zatem wyeliminowac wahania sezonowe z szeregu
danych miesigcznych, nalezy uzy¢ 12-okresowych srednich ruchomych
scentl‘m\’m‘l}’fh- w przypadku danych kwartalnych - érednich czterookreso-
wych, a w przypadku danych pélrocznych - Srednich dwuokresowych.

Technike obliczania $rednich ruchomych scentrowanych dla danych
kwartalnych zaprezentowano w tab. 7.2,

Tab. 7.2. Transakcje kupna-sprzedady nieruchomosci w miescie L w latach 2003-2005

| Lata kwartaly ¢ | Liczba transakeji (vi) T Czterookresowe Srednie ruchome
e |} et A scentrowane ey
| 1 29 2
, i 3 A i e, e S
2003 -~ —
m | 3 _abiae (05:29+30+26+30+0,5-32):4=29,125
v | 4 = (0,5+ 30426430+ 32+0,5-34):4=30,000
e T 85 (3] {@5'23430+32+35+n.5-23}:4=3n.750
o 16 T 3 | (05:30+32+34+28+05:37):4=31875
| a2 28| (05-32+34+28+37405:36)4=33,250
' v | 8 a7 (0,5+34+28+37-+36-0,5+33):4=33,625
EAEEE f % | (0,5-28+37:36+33+0,5-30):4=33,750
sl 1 ] 10| x| pifing - __iu,s-37+ﬂ3543?+3u+0.5-421:4=34,ezs
Fma |t 30 -
1_ v | 12 | 2 =

Zrodlo: dane umowne. Obliczenia wlasne.

Jak wynika z tab. 7.2, szereg wygladzony jest krétszy - w stosunku do
wyjéciowego — o cztery wyrazy. Szereg wygladzony jest jednak wolny od
wahan sezonowych i przypadkowych i prezentuje wylacznie tendencjg roz-
wojowa analizowanego zjawiska. Szereg wygladzony charakteryzuje sig
mniejszym — w porownaniu do szeregu wyjéciowego - obszarem Zzmiennosci
(tj. roznica miedzy najmniejsza i najwigkszq wartoscia).

Wykorzystanie metody mechanicznej jest przydatne zwlaszcza wtedyf
gdy nie ma mozliwoéci doboru dostatecznie dokladnej analitycznej postaci
funkcji trendu.

Analityczna metoda wyodrgbniania tendencji rozwojowej polega na
dopasowaniu okreslonej funkeji matematycznej do calego szeregu czasowes
go. Istotnym zagadnieniem w tej metodzie jest wybor odpowiedniej klasy
funkeji trendu oraz prawidlowe oszacowanie jej parametrow. Zaleca sig, fnby
wybrany typ funkgji trendu byl mozliwie prosty, a parametry funkeji mialy
merytoryczne znaczenie w opisie rozwoju badanego zjawiska. Sposob pos-
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ania jest tu Zbiezny z regulami Wyznacasiia postaci funkji regreg
tepow: > :

toda najmnie]sz ych kwadratow, pPrzy zalozeniu, ze czas jest nielosgy,

2 ; i i 12 1 o L=

mmienr;q niezalezna, determinujaca przeb‘!Lg zjawiska. |

z Do najczescie] stosowanych funkgji trendu nalezy funkcja liniows
Iy

a postaci:

q

Y, =g +a,f+Ey, (7.9)
gdzie: Y; - zmienna zalezna mierzaca poziom '—‘C_":i’f““g? f-_lﬂf-v Is-Ifa w okresip
(momencie) f, t — zmienna czasowa, & . Gl 1hocllaie paraInESsARavEiT
ralne funkgji trendu, &, - sldadn_ll-: ln_sow_\,f dla ol-\'rchu (momentu) .

Z zapisu modelu (7.9) wynika, ze uwzglednia on dwa_sk!adt‘nki: trend
(reprezentowany przez liniowa fu l}qu; trendu) oraz wahania przypadkowe,
ktorych odzwierciedleniem sg zmienne .]osowc St : >

Zakladajac, ze rozklad &, spelnia warunki: E&,)= !}, D*(&,)=c?,
COV(§,.E,,)=[] dla s # 1 uzyskujemy podstawe do szacowania Parametréw
strukturalnych funkgji trendu za pomoca klasycznej metody najmniejszych
kwadratow.

Funkcja trendu (7.9) jest funkcja trendu I rodzaju (wlasciwg dla popu-
lacji generalnej) o numeracji okresow (momentow) f od -« do 4o, Empi-
ryczny szereg czasowy traktujemy jako probe o n okresach obserwacji roz-
patrywanego zjawiska (f = 1, 2, ..., n lub t = 0, 1, .., n = 1). Otrzymana
z wynikow proby losowej funkcja trendu jest aproksymanta (przyblizeniem)
funkgji trendu I rodzaju. Przyjmuje ona postac:

Yy =0y +at+z, (7.10)
gdzie: J, - teoretyczne wartosci trendu w okresie f wynikajace z danej funk-
cji, @, i @ — 0Oszacowania parametrow o, i a,, z, — skladnik resztowy.

Funkgja trendu (7.10) nosi nazwe funkcji trendu I1 rodzaju. Wykorzy-
stujac metode najmniejszych kwadratow do szacowania parametrow struk-
turalnych liniowej funkeji trendu otrzymujemy nastepujacy uklad réwnan

normalnych:
iy, = Ny, +n,it
fal t=1 (7.11)

iyl":aniﬂnlirz.
t=1 =1 f=1

Rozwigzujac uklad (7.11) otrzymujemy:
Gy =Y —af (7:33)
oraz

:Z(r—f)(yl -¥)
Sl

LTS =1
gdzie: t i y — §rednie arytmetyczne zmiennych ¢ i y,.

(7.13)
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= a wyznaczania oce i cZnie sci sie, jeshi |
Procedura Wyzne OCeN @ 14y znacznie uprosci sig, jesli jednostki

zasu tak ponumerujemy, aby ich suma wynosila zero. W takim przypadku
tklad rownan (7.11) przyjmuje postac Uproszczong:

[}
z.‘:’: = Niiy

1=l
Yyt =a 3 () e
t=l fal

7 ukladu rownan (7.14) wynika, ze:

>

== =t (7.15)

oraz

e e (7.16)

pdzie ¢ =1-1.
° W celu dokonania oceny oszacowania modelu trendu (7.10) stosujemy
takie same mierniki jak w przypadku regresji liniowe]j (por. rozdzial VI).
Punktem wyjscia tej oceny sq reszty okreslone wzorem:
Z, =y =, (F=152..01). (7.17)

Miernikami ,dobroci” dopasowania funkgji trendu do danych empi-
rycznych sa:

1) odchylenie standardowe skladnika resztowego:

5(3;}=\[;%E§(yr -)" =1‘[ﬁ izf. (7.18)

=1

Wartos¢ odchylenia standardowego skladnika resztowego informuje
o tym, o ile $rednio odchylaja si¢ poszczegélne wartosci zmiennej y, od
wartosci teoretycznych otrzymanych z oszacowanej funkgji trendu.

2) wspolczynnik zmiennosci resztowej:

V(z))= ) 10, (7.19)
Y

Wartos¢ tego wspolczynnika informuje o tym, jaki prucen-t érl?dniegn
poziomu zmiennej objasnianej (zaleznej) Y, stanowia — przecigtnie rzecz
biorac — odchylenia przypadkowe w danym rownaniu trF|1du. Z.e statys-
tycznego punktu widzenia sytuacja jest tym lepsza, im wspulczyn?lk Zzmien-
nosci resztowej (a wiec rowniez odchylenie standardowe skladnika reszto-
wego) jest blizszy zeru. N ‘

3) wspolczynnik zbieznosci (indeterminacji, nieokre§lonosci):
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2O v
G 20D

=1

2

(7.20)

Wspolczynnik zbieznosci mim:zy te -:::_etiuf caikluwitu‘:-:]‘ za UbSETWUWanej
smiennosci zmiennej za]ez’nei_y!, ktora wynika z dzialania czy.nnikéw pray-
padkowych (nie zostala JijjianonA przez 0s2acowarny funkcje trendu),

4) wspﬂlczynnik determinacji R*: :

=l (7.21)

wspélczynnik ten informuje wigc o tym, ja ka Eil.r‘-uC calkowitej zaobser-

wowanej zmiennosci zmiennej zaleznej y, zostala wyjasniona przez oszaco-
wana funkcje trendu. S .

Wartosci wspdlezynnikow: R* 1 @ zawieraja si¢ w przedziale domk-
nietym od 0 do 1, przy czym o> =0, gdy R* =1i ¢* =1, jesli R* = 0. Ogélnie
mozna zatem stwierdzic, ze f unkcja_)trendu tym lepiej jest dopasowana do
danych empirycznych, im bardziej ¢~ zbli_;]'m sig do zera (a R* do 1), a tym go-
rzej - im bardziej ¢* zbliza sig do 1 (a R” do 0).

5) érednie bledy szacunku para metrow o ; i o liniowej funkcji trendu:

—_—t (7.22)

D(m) B ) (7.23)

gdzie sl[z,} oraz s(z,) sa odpowiednio wariancja i odchyleniem standar-
dowym skladnik resztowego.

B}{!dj{ Srednie szacunku informujq o tym, jaki — Srednio rzecz biorac -
popelnia sie blad szacujac wartoéé parametru o, badZ o, w kolejnych
probach, z ktérych kazda sklada sie z n elementéw.

Estymacji liniowej funkcji trendu oraz sprawdzenia dobroci jej dopa-

sowania do danych empi : ]
wartych w tab, ?3_;. pirycznych dokonamy na podstawie danych za

Tab. 7.3. Kredyty na cele konsumpcyjne udzielone przez bank X
W poszczegblnych miesigcach 2005 r. (w tys. zl)
Miesi
ace Ul [m [ v | v [ vi o [var | X | x [ X[ X

soko
Wysokosé kredyt [ 41,2 (421|433 [437 [ 441 |46 45,6 | 46,3 | 46,9 | 47.7 2
Zrodlo: dane umowne. :
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Do szacowania parametrow strukturalnych liniowej funkeji trendu

\,\rykmz)'f‘l”jﬁm}’ uklad réwnan normalnych (7.11). Niezbedne obliczenia za-
warte sa W tab. 7.4

Tab. 7.4. Obliczenia pomocnicze do szacowania parametrow liniowej funkeji trendu

; % i il | (o | l;"r !F:_':.‘;'rlt.'ﬁ‘_l}:)-: "I Yt U')l lb‘r“y L'J'I_F)q

= __l“.'; | sm2| 1] 41,26 | -0,06 | 0,0036 | -55 |-226,60| 30,25|-4,18 | 17,4724
[2 (421 842| 4 [4201] 009 | 00081 | 45 [-189,45| 2025|328 | 10,7584

! ] | | _I_‘ =
3 |83 1299 ___‘*___i*%-:,?ﬁl 054 | 02916 | -3,5 |-151,55| 12,25|2,08 | 43264
4 | 437| 1746| 16 [4351] 019 | 0,0361 | -25 |-109,25| 625|-1,68 | 28224

"5 | 4a1| 2205| 25 4426 0,16 | 00256 | -15 | -66,15] 225|-1,28 | 16384
6 | 446 2076| 36 |4501|-041| 01681 | 05 | -2230] 025[-078 | 06084
|_?—__| _l__qh: é-ig'zi__fm_“.45:76 -0,16 | 0,0256 | 0,5 | 2280| 025 022 | 00484
"8 | 463 2704 64 [4651|-021] 001 | 15 | 6945) 225| 0,92 | 08464
"9 | 69| 4221 81 |47.26] 0,36 | 0129 | 25 | 117,25] 25| 152 | 23104

10 |4_3?' 477,01 100 _43,_0'1 | -031 | 0,0961 | 35 | 16695| 12,25| 2,32 | 53824
11 | 490 5390|121 [4876| 024 | 0,076 | 45 | 220,50| 2025| 3,62 | 13,1044
712 | 50,1 6012] 144 [49,51| 059 | 03481 | 55 275,55| 30,25| 4,72 | 22,2784

|78 |s446 | 36469 | 650 | X | X | 172342 0 107,20(143,00| X | 81,5968

Zradlo: obliczenia wlasne.

Podstawiajac odpowiednie wartosci z tab. 7.4 do ukladu réwnan (7.11)
otrzymujemy:
544,6 =12a, + 78n
3646,9 = 78a, + 6508,

Rozwiazaniem tego ukladu sq wartosci: a; = 40,51 oraz a, =0,75.
Funkcja trendu kredytéw udzielanych na cele konsumpcyjne jest za-
tem nastepujgca:
§, =40,51 + 0,75t (7.24)

Z funkgji (7.24) wynika, ze wysokosc udzielanych kredytéw wazrastala
z miesiaca na miesiac §rednio 0 0,75 tys. z. Wyraz wolny funkeji trendu
(a, = 40,51 tys. zl) informuje o teoretycznym poziomie kredytow w okresie
=0, tj. w grudniu 2004 r.

Funkcje trendu mozna rowniez wyznaczy¢ numerujac jednostki czasu
w taki sposab, aby ich suma wynosila zero (Z t=0). W tym przypadkuﬁocen;:'
parametréw strukturalnych trendu liniowego otrzymamy 2 ukladu réwnan
(7.14). Podstawiajac odpowiednie dane liczbowe z tablicy (7.4) otrzymujemy:

{ 544,6 =12a,

107,20 = 143a,
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Stad: 544,6
1, =———=4538=1,
2 ;
7,20 B
a _1”_:’_,. (. (0,75,
143

Rownanie tendencji rozwojowej przy spelnieniu warunky Zrz{]
imuj o stac:
srzyimuje zatem posk i ! .
" y, = 45,38 + 0,751 (7.25)
Tym razem ocena d = 45,38 jest inlerpretowana jako przecigtny mie.
sigczny poziom udzielanych kredytow w analizowanym okresie, Ogeng
o = 0,75 okredla natomiast Sredni miesigczny przyrost udzielanych keedyté
o r pl - s - d > i
' 7 rownania (7.25) mozna przejs¢ na rownanie okreslone wzorem
(7.24), wykorzystujac [ = 0,5
i, =45,38 + 0,75(t - 6,5) = 40,51 + 0,75t
W toku dalszych obliczen sprawdzamy, czy oszacowana liniowa funk-
cja trendu jest dobrze dopasowana do danych empirycznych.
Odchylenie standardowe skladnika resztowego (wzor 7.18) wynosi
(por. tab. 7.4):

oo (12342
@) =\12-2

Oznacza to, ze empiryczne wartosci udzielonych kredytow w poszcze-
golnych miesigcach 2005 r. odchylajq si¢ od wartosci teoretycznych wyzna-
czonych na podstawie rdwnania trendu o postaci (7.24) srednio o +0,36 tys.
zl. Niewielka wartos¢ odchylenia standardowego skladnika resztowego
swiadezy o dobrym dopasowaniu funkgji trendu do danych empirycznych.
Potwierdza to wspélezynnik zmiennoéei resztowej obliczony za pomocy
wzoru (7.19):

=0,35 tys. zl.

0,35
45,38

Wykorzystujac obliczenia zawarte w tab. 7.4, obliczamy wspolczynnik
zbieznosci (7.20):

=100 = 0,8%.

Vl:zl] —

ghe 22 _gyg
81,5968
kosci Rc?‘?r].a"ie :?:"du (7.24) tylko w 1,5% nie wyjasnia zmiennosci wyso-
@ udzielonych kredytow na cel HIE ropd h mie-
Sk o ytow na cele konsumpceyjne w poszczegoélnych
Wspdlezynnik determinacji R* (wz6r 7.21) wynosi natomiast:
5 : R® =1-0,015 = 0,985,
et .z;‘a_'lzﬂ 10, Ze zmienno$¢ poziomu udzielonych kredytow az w 98,5%
) wg::d“‘?“glpmfz funkgje trendu liniowego o postaci (7.24).
tie bledy szacunku (wzory (7.22) i (7.23)) sq rowne:
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0,35% .650
Do) = |
o) 12(650~12-6,5%)

0,35
D(t) = =T 00

J650 ~12. 6,5

Srednie bledy szacunku parametréw strukturalnych liniowej funkgji
rendu sq zatem niewielkie.

Na podstawie obliczonych miernikow mozna wiec stwierdzi¢, ze osza-
cowana funkcja trendu dobrze opisuje ksztaltowanie sig poziomu udzielo-
nych kredytow w poszczegolnych miesigeach 2005 r. Wskazuja na to niskie
wartosci srednich bledéw szacunku parametréw strukturalnych, niewielkie
wartosci odchylenia standardowego skladnika resztowego, wspélezynnika
smiennogci resztowej i wspolezynnika zbieznosci oraz wysoka - zblizona do
jednosci - wielkosé wspolezynnika determinacii R*.

Oszacowang funkceje trendu zapisujemy w nastepujacy sposéb:

Y = 4051 ()7 .
(0,215) (0,029  (0,35)

gdzie w nawiasach podane sg srednie bledy szacunku parametréw struktu-
ralnych oraz odchylenie standardowe skladnika resztowego.

(7.26)

7.3. Pomiar wahan sezonowych

Rozw6j wielu zjawisk masowych charakteryzuje nierdwnomiernosc
i zmiennos$¢ w czasie. Mowimy wowczas, Ze zjawiska te podlegaja waha-
niom okresowym. Szczegolnym przypadkiem wahan okresowych sq waha-
nia sezonowe. Pod pojeciem wahan sezonowych rozumie sig, powtarzajace
si¢ z roku na rok w tych samych jednostkach kalendarzowych, dos¢ regular-
ne zmiany ilo§ciowe w rozmiarach przebiegu zjawisk masowych. Charakte-
rystycznymi cechami wahan sezonowych sa: ,

1) raczny cykl wahan, w ramach ktérego wyr6znia sig zazwyczaj pod-
okresy miesieczne (d = 12), kwartalne (d = 4) 1 polroczne (d = 2);

2) systematyczne powtarzanie si¢ W kazdym roku;

3) wskazywanie okreslonej regularnosci. 2 oybaet g

Wahaniami sezonowymi charakteryzuje si¢ produkcja roslinna i zwie-
rzgca, podaz surowcow dla przemysiu rolno-spoiy_wcz‘ego, ruch_ turys-
tyczny, obroty w handlu itp. Wahania sezonowe wywieraja - na ogol - nie-
korzystny wplyw na dzialalno$¢ zaréwno calej guspnda'rkl narodm:vel, jak
I poszezegolnych podmiotow. Powodujq one odchy!.emf*: od _rytmlcznego
przebiegu proceséw gospudarczych, pociggajac za sc?bq z jednej stronyl nad-
mierne koszty, z drugiej za$ - niepelne wykorzystanie mocy produkcyjnych
w jednych okresach oraz przecigzenie w innych.
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Regularnosc iInécinw_vch zmi;'”;] W)’Stcll‘!-“lj:]c]grfl: n ;-..Tm:,ch F:‘Ik]u Was
: liwia wykrywanie prawic QRQIC, WiHkoZIAHOWEIMU. (SICEVATRY
han umoz “rzez wykorzystanie metod statystycznych, Do tego cel
sezﬂmwgﬂ"eﬁg:vskaz‘n'iki'sezonowus'ci lub absolutne poziomy wahan sr:
:;3:";3‘:?211. JW’.sl\‘az’nild seznnc)wnﬁl:'{ :;"! \t'i';;ajf;‘"'Eﬁ‘:’nl-:"‘r':‘ﬁ—;ﬁITCh[ absolutne
oziomy wahai sezonowych = W I'C,'nm :i:;]nn‘h;ll‘;ézbﬂ 1 (bezwzgled.
nych). W pierwszym pr_zypad.ku mm:; ;miu tm "cl‘: wtﬂnl—]h“l"“.“'j’th multj-
plikatyW“}'Ci‘e W drugm} Z:aﬁ - 0 aday ;{1 } .‘: . ‘c ch EsEZOnU“r}'fh_
Wahania sezonowe mu]llp_llkﬂ.l}'f""'*’ wystepuja wowczas, gdy w poszcze-
golnych podokresach cyklu (n}mchnch, lf‘.ml talach, p(.)ll oczach) badane zja-
wisko odchyla si¢ od przecigtnego poziomt ll'ub trendu 0 pewng staly
wielkos¢ wzgledna (np. poziom sprzedazy napojow u:hlnd:’.:_l_cych w lipcu jest
wiekszy od poziomu wynikajacego z trendu 0 5%). Wahania sezonowe ad-
dytywne oznaczajq stale - co do wartosci bezwzglednej — odchylenia po-
ziomu badanego zjawiska w poszczegolnych podokresach cyklu sezonowo-
&ci od przecigtnego poziomu Jub trendu (np. spozycie piwa na jednego
mieszkanica w Il kwartale kazdego roku jest wyzsze od przecigtnego spozy-
cia 0 10 litrow).

Jezeli w szeregu czasowym nie wystepuje trend, to do wyodrgbniania
wahan sezonowych wykorzystuje si¢ metode §rednich jednoimiennych
okreséw. Wskazniki sezonowosci oblicza sig wowczas wedlug wzoru:

5 = ¥ird g, (7.27)

Vi
i1

gdzie: S, - wskaznik sezonowosci dla i-tego podokresu cyklu sezonowosci, ;
- §rednia jednoimiennych okresow obliczona ze wszystkich badanych cykli
rocznych, d - liczba podokresow cyklu sezonowosci (d = 12 dla sezonowosci
miesiecznej, d = 4 dla sezonowosci kwartalnej, d =2 dla sezonowosci
pélracznej).

Obliczone za pomocq wzoru (7.27) wskazniki sezonowosci nazywamy
oczyszczonymi, jesli ich suma wynosi 1200 (w przypadku sezonowosci mie-
sigcznej), 400 (dla sezonowosci kwartalnej) oraz 200 (w odniesieniu do se-
zonowosci polrocznej). Wskazniki sezonowosci niespelniajace powyzszego
warunku nazywamy surowymi (nieoczyszczonymi). W takim przypadku

zachodzi koniecznosé wprowadzenia wspélczynnika korygujacego, okres-
lonego wzorem:

) 755;- (7.28)
I=1
Mnozac wspolezynnik korygujacy k przez kolejne nieoczyszczone

wskazniki sezonowosci S i -
] otrzymuje : sniki sezono-
wosdi | 5;: it ymujemy skorygowane wskazniki s
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Suma skorygowanych wskaznikow sezonowosci powi ic
. 3 sez nna wynosi
0dl_mwi.-:dmn 1200, 400 lub 200. Yo

Absolutne poziomy wahan sezonowych dla poszczegolnych pod-
okresow cyklu sezonowosci sa ustalane nastepujaco:

Si =51 l_v" _.I? ZE(SI' _'l)r (7.30)
gdzie: S, — oczyszczone wskazniki sezonowaosci dla I~tego podokresu cyklu
wahar, g, — absolutne poziomy wahan sezonowych wyrazane w jednost-

kach absolutnych (w takich samych jak badane zjawisko), j - éredni poziom
badanego zjawiska w calym rozpatrywanym okresie.
Suma absolutnych poziomow wahan sezolmwych jest rOwna zeru:

=0, (7.31)
1=l

Mawimy wowczas 0 oczyszczonych absolutnych poziomach wahan
sezonowych. Jesli relacja (7.31) nie jest spelniona ~ mamy do czynienia z nie-
oczyszczonymi absolutnymi poziomami wahan sezonowych. W celu spro-
wadzenia lego rodzaju absolutnych poziomow wahan do oczyszczonych

wprowadzamy poprawke:

I
_ =l

=it 7.32
I 7 (7.32)

Odejmuijac od surowych (nieoczyszczonych) absolutnych poziomow
wahan sezonowych, otrzymujemy oczyszczone mierniki:

S =P (Gt
gdzie ¢! - to nieoczyszczone absolutne poziomy wahan sezonowych.

Absolutne poziomy wahan sezonowych (o sumie zero) odpowiadaja
na pytanie, ile — w wyrazeniu bezwzglednym — wzrésl lub zmalal, prze-
cietnie rzecz biorac, poziom badanego zjawiska w i-tym podokresie cyklu
sezonowosci tylko na skutek dzialania sezonowosci.

Sposéb obliczania wskaznikow sezonowosci i absolutnych poziomow
wahan sezonowych przedstawimy na przykladzie dotyczacym wynajetych
miejsc noclegowych przez wlaciciela pensjonatu w kolejnych kwartalach lat
2001-2005 (tab. 7.5).

Tab. 7.5. Liczba wynajetych miejsc noclegowych w latach 2001-2005

’ Lata . =
Vel ooor | 2002 | 2003 | 2004 | 2005 Ey‘ T i
1 1860 1853 1855 1861 1858 9287 | 18574 88,33
11 2200 | 2210 2254 2245 2213 | 11122 | 22244 | 10579
I 2415 2418 2423 2419 2420 | 12095 | 24190 | 11504
IV 1908 | 1912 | 1910 | 1913 | 1907 9550 | 1910,0 | 90,84
Razem X X X X X X 8410,8 | 400,00

Zrodlo: dane umowne, Obliczenia wlasne.
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Kwartalne wskazniki sezONOWOSCcl zosmly: ‘oblicznne na podstawie
weorn (7.27) Przykladowo, wskaznik sezonowosci dla [ kwartalu Wynosj:
o 185744 440 g8,33%
' B410,8

Wyniki obliczen wskaznikow sezonowosci dla kolejnych kwartajgy,
ZAMIesZCZONo W ostatniej kolumnie tab. 7.5.

Ze wzgledu na to, Ze suma wskaznikow sezonowosci jest réwna 40p
nie ma potrzeby wprowudzania wspolezynnika korygujacego. Przedsta.
wione w tab. 7.5 wskazniki sezonowosci sa zatem oczyszezonymi wskazni.
kami sezonoWosci. e e

Z obliczonych wskaznikow sezonowoscl wy nika, ze w badanym okre-
sie (2001-2005) tylko na skutek dzialania sezonowosci liczba wynajetych
miejsc noclegowych byla w pierwszym kwartale nizsza od przecigtnej kwar-
talnej (réwnej 100%) o 11,67%, w Il kwartale wyzsza o 5,79%, w Il kwartale
wyzsza 0 154%, a w IV kwartale — nizsza 0 9,16%.

Absolutne poziomy wahan sezonowych — obliczone na podstawie
wzoru (7.30) - s3 natomiast rowne:

_  1857,4 +2224,4 + 2419,0 +1910,0
s 4
g, =2102,7(0,8833 - 1) = -245,38509 ~ ~245 miejsc,
gy =2102,7(1,0579 - 1) = 121,74633 ~ 122 miejsca,
S =2102,7(1,1504 - 1) = 316,24608 = 316 miejsc,

g1 =2102,7(0,9084 - 1) = ~192,60732 = ~193 miejsca.

if»’i:[}-

i=1
Otrzymane wyniki informuja o tym, ze w I kwartale liczba miejsc noc-
legowych byla nizsza od przecigtnej kwartalnej (i = 2102,7) o 245, w Il kwar-

tale wigksza o 122 miejsca, w III kwartale wyzsza o 316 miejsc, a w IV kwar-
tale — nizsza 0 193 miejsca.

}eﬁ]u_w szeregu czasowym wystepuje tendencja rozwojowa (co za-
ZWyczaj ujawnia si¢ po naniesieniu danych na wykres), to pierwsza czyn-
noscig jest wyodrebnienie funkgji trendu. Wyznaczony trend stanowi punkt
odt:uestema przy obliczaniu miernikéw sezonowosci. Kolejne dzialania zmie-
rzajace do wyznaczenia wskaznikéw sezonowosci sa nastepujace:

; 1) dla ka_‘zdego okresu f obliczamy z funkgji trendu teoretyczne wartos-
ci badanego zjawiska (,);

=2102,7,

3) !:ila j;!dnuimiennych okres6w obliczamy wskazniki sezonowosci ja-
nig z ilorazéow zaobserwowanych w kolejnych cyklach rocznych (c):

1y,
S i (7.34)
¢ ; Y

ko sre
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3) gdy suma wskaznikéw sezonowosci nie spelnia warunku is =d
==

obliczamy wspolczynnik korygujqcy:

= 20l
3,
=l

i=1

(7.35)

4) mnozac nieoczyszczone (surowe) wskazniki sezonowosci przez
wspolczynnik korygujacy, otrzymujemy oczyszczone wskazniki sezono-

WOSCI:

ks, =k'Sl-.

(7.36)

Informacje liczbowe o kwartalnej sprzedazy wyrobu X w tys. zl w la-

tach 2002-2005 przedstawiajq si¢ nastepujaco (tab. 7.6):

Tab. 7.6. Sprzedaz wyrobu X w poszczegdlnych kwartalach w latach 2002-2005 (w tys. zI)

i Lata kwartaly EI Sprzedaz () | ¢ yt i i ;j
1 (5
B n i e 1163 1| 169575 | 0686
P ||l 1SSREN 317,6 4 192565 | 0825
| [ a7es 3 834,9 9 215555 | 1,291
v |z 952,0 16 | 238545 | 099%
o MRl 6 1109,5 25 261,535 0,848
gy || 2932 6 1759,2 36 284525 | 1,030
m | 4861 7 3402,7 49 | 307515 | 1581
i v | 3469 8 27752 64 | 330505 | 1,050
I 235,7 9 2121,3 81 353495 | 0,667
o o 312,4 10 3124,0 100 376485 | 0830
11 536,8 11 5904,8 121 399475 | 134
_ IV 360,3 12 3236 | 144 | 422465 | 0853 |
‘ | 331,2 13 4305,6 169 | 445455 | 0744 |
T 4374 14 6123,6 196 | 468445 | 093 |
I 7404 15 11060 | 225 | 491435 | 1507 |
| v 378,3 16 60528 | 256 | 51445 | 0735 |
By T 136 543291 | 149 X Xulsh|

Zrodlo: dane umowne. Obliczenia wlasne.

Podstawiajac odpowiednie dane liczbowe zawarte w tab. 7.6 do
ukladu réwnan normalnych (7.11) otrzymujemy:

{

5472 =16a, +136a
54329,1 = 136a, + 1496a,
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7 ukladu tego wyznaczamy: fo = 146,585 oraz & = 22,99. Funkeja tren,
i »m postac:
liniowego przyjela zatem |
e ij, =146,585 + 22,991 (O 1 0).

W IV kwartale 2001 r. sprzedaz wyrobu X wynosila — teoretycznie -
146,585 tys. 2. Wielkosc sprzedazy wyrobu wzrastala z kwartalu na kwartal,
érednio 0 22,99 tys. zl. ~ A |

W celu obliczenia wskaznikow sezonowosci nalezy - k‘:’rz}'stajqc
7 oszacowanej funkeji trendu — wyliczy¢ teoretyczne wartosci i,. S one za.
wa;'te w tab. 7.6. Wskazniki sezonowosci dla jednoimiennych kwartalgw ob.
liczono zgodnie ze wzorem (7.34):

2 0,686 + 0,848 + 0,667 + 0,744 ; 2,945 _ 0,73625,

Si 4 4

s 0825+1,030+0,830+0,93¢ 3,619 _ ¢ gqy75,
= 4 4

o o L291+1,581+1,344 +1,507 5723 4 45075
1] 4 4

g, <0998 +1,050 ; 0,853 +0,735 _ 3,636 _ ) 990,

< o _

iSi = 3,98075.

i=1

Suma wskaznikdw sezonowosci kwartalnej nie jest zgodna z wartoscia

postulowang [25,- =4]. Zachodzi zatem potrzeba wprowadzenia wspol-
=1
czynnika korygujacego (7.35):
k= =1,0048357.
3,98075

Mnoia_y: nieoczyszczone (surowe) wskazniki sezonowosci przez
wspolezynnik korygujacy k otrzymujemy (po zaokragleniu): 5; = 0,739; Su =
0,909; S = 1,438; Sy = 0,914, Suma tych wskaznikéw sezonowosci wynosi 4.
Wskutek. dzialania czynnika sezonowego sprzedaz w kazdym I kwartale
byla mniejsza od sprzedazy wyznaczonej trendem liniowym przecigtnie
0 26,1% (73,9% - 100%), w kazdym drugim kwartale nizsza 0 9,1%, w kaz-

dym trzecim kwartale Wyzsza 0 43,8% (143,8% —100%), a w kazdym IV kwar-
tale - nizsza o 8,6%.

W nieco odmienn

Y sposob wyodrebnia sig absolutne poziomy wahan
sezonowych, ktére dotyczq addytywnego modelu wahan w czasie. Abso-

lutne poziomy wahan sezonowych sq wielkosciami mianowanymi, oblicza-
nymi zgodnie ze wzorem:

1 -
&i W E(yil ~ i) (7.37)
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gdzie: Vi - empiryczne poziomy badanego zjawiska w jednostce czasu ¢
(#=1,2 ) tylko w sezonie i (i = 1,2, ..., d), §j, - teoretyczne poziomy ba-
danego zjawiska (wyznaczone z funkgji trendu), ¢ - liczba lat z sezonem |
=14 i) f).

(I = IJ iy wreg b

Sposob postgpowania przy wyodrebnianiu absolutnych poziomow

wahan sezonowych zaprezentujemy na przykladzie danych zawartych
w tab: 7.7.

Tab. 7.7. Wyplaty odsetek od lokat terminowych wedlug kwartaldw
w latach 2001-2005 (w tys. zl)

Lata k\varl_ajy__ Odsetki (y)| ! . Y, Y, _3-"*._.
| ol 833 1| 8832 | -s02
11 837 : E
) e e 0% eeTaT
| m | 839 3| 932 | -972
T 910 | 4| 9627 | -527
e & 891 5| 9892 | -982
Il 986 6| 10157 | -29
Wz ——— 11
il 1053 7| 10422 10,8
| IV | 125 8| 10687 | 1873
i el 1147 | 9| 10952 | 518
11 1135 10| 11217 133
2003
T 1247 11| 11482 | 988
v 1405 | 12| 11747 | 2303
I 1319 13| 12012 | 1178
11 1309 14| 12277 | 813
200 11 1270 15| 12542 | 158
v 1293 16| 12807 | 123
| 1254 17 | 13072 | -532
il 1149 18| 13337 | -1847
2005 |—
11 1241 19 | 13602 | -119,2
v 1320 20 | 13867 | —66,7
BT 5 22694 | 210 X X

Zrodlo: dane umowne. Obliczenia wlasne.

Liniowa funkcja trendu wyplat odsetek od lokat terminowych w po-
szczegolnych kwartalach lat 2001-2005 przyjela postac:
7, =856,7+26,5t (D #=0).
Teoretyczne — obliczone z funkcji trendu - poziorr.xy wyplat odse.tek za-
wiera tab. 7.7. Wartogci te beda — w dalszych obliczeniach — stanowi¢ pod-
stawe do wyodrebnienia absolutnych pozioméw wahan sezonowych.
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obliczamy réznice: V, =¥ (por. kolumne 4 w tab,

i roku :
W kolejnym K (7.37) obliczamy absolutne poziomy wahan sezq.

77 Wykorzystujac wzor

5 g4 esu81178-582 2 g1y o,
L1 =

En= 5 _ 5
97,24+10,8+988+158-119.2_ I _ 157 4y 4],

5
_72,7429,7 +133+813 21887 _ 1B 38,5 tys. o,

Sm= 5 5
ST 125-66T 5 gy
V= 5

T‘: T ——
Zl..‘.'_ =—1,0 tys. zl.
=1

Suma absolutnych poziomow wahan sezonowych odbiega od oczeki-
wanego Zzera. Zachodzi wigc koniecznosc wprowadzenia wsp6lezynnika
korygujacego (7.38):

p= :_1 =-0,25.
4

Oczyszczone addytywne mierniki sezonowosci sq zatem rowne:

L8 =-6,4—(-0,25) =-6,15 tys. 2L,

. & =-38,5-(-0,25) =-38,25 tys. zl,

S =-18,2-(=0,25)=-17,95 tys. zl,

L & =621 =(-0,25) = 62,35 tys. 2,

ig i =0
i=1

Tak wiec z powodu sezonowosci wyplaty odsetek w kazdym I kwar-
tale sa nizsze od wyplat wyznaczonych trendem liniowym przecigtnie 0 6,15

y y ym przecig

tys. zl, w kazdym Il kwartale - nizsze o 38,25 tys. zl, w kazdym III kwartale -
nizsze 0 17,95 tys. zl, a w kazdym IV kwartale — wyzsze o 62,35 tys. zl.

7.4. Eliminacja wahan przypadkowych (losowych)

Wahania przypadkowe sq spowodowane dzialaniem czynnikow lo-
sowych. Wystepuja one nieregularnie i z réznym natezeniem. Z reguly nie-
znane sa przyczyny ich wystepowania. W modelu wahan w czasie wahania
przypadkowe sq reprezentowane przez reszty z(t), ktorych syntetycznym
miernikiem jest odchylenie standardowe skladnika resztowego s(z;)-

TN addytywnym modelu wahan w czasie poziomy indywidualn}'Ch
wahan przypadkowych okresla sie nastepujaco:

2 =Y, =Y —&ir (7.38)

Analiza szeregéw czasowych
oS

239

edzie: ¥, - empiryczne wartosci badanego zjawiska w poszezegolnych pod-
okresach, 7, — wartosci teoretyczne (wynikajace z oszacowanej funkji E-en
du), i — absolutne poziomy wahan sezonowych (i = 1, 2, ... d) : :

W multiplikatywnym modelu wahai w czasie wielk-::s'é in'dywidual-
nych wahan przypadkowych ustala si¢ ze wzoru:

_o M

55 (7.39)

gdzie (= 1ndi s Wi to lwielkuéé Sezonowosci w poszczegodlnych pod-
okresach cyklu sezonowosci.

Jezeli tendencje rozwojowa wyodrebniono za pomocg metody mecha-
picznej, to we x-v:f._nrauh (7.38) i (7.39) symbol y, zostaje zastgpiony przez
¢rednie ruchome Y.

Schemat obliczen skladnikow resztowych dla addytywnego modelu
wahan w czasie, opisujacego wyplaty odsetek od lokat terminowych w po-
szczegolnych kwartalach lat 2001-2005 (por. tab. 7.7), przedstawia tab. 7.8.

Tab, 7.8. Schemat obliczen skladnikéw resztowych

(lotbowartaly | ¢ [ v [ & | & [a=y-gs| 4
{ 1 | 1| 83, 86832 | -6I5 —44,05 1940,4025
2001 o [ 2| sw| ooz | -3828 -34,45 11868025
m | 3| 89| 962 | 1795 -79,25 6280,5625
v a| ow0| 927 I e 115,05 13236,5025
Bl 1 [ s eer (PR E s G 92,05 8473,2025
e =G 6| 986 10157 -38,25 8,55 73,1025
111 7 1053 1042,2 -17,95 28,75 826,5625
v 8| 1256 | 10687 | 62,35 124,95 15612,5025
1 | 9| nar| 10952 6,15 57,95 3358,2025
. 0| 10| mas| 11217 | -2825 51,55 2657,4025
1 11| 1247 | 11482 | -17.95 116,75 13 630,5625
v | 12| 1405 11747 62,35 167,95 zazo?,zuz?\
T T R e 123,95 15 363,6025 |
e T | 14| 1309] 12277 | -3825 119,55 14292,2025 |
m | 15| 1270 12542 | 1795 33,75 1139,0625 |
W 16 | 1293 | 12807 62,35 50,05 2505,0025 |
T 1 | 17| 1254 13072 6,15 47,05 2213,7025 |
S 8| 49| 13337 | 9825 146,45 21 447,6025 |
111 19| 1241 | 13602 | -1795 101,25 10 ‘251,56%
e v 20 | 1320 | 13867 62,35 -129,25 16 653,9025
= 210 |22 694 X X X 179 3“‘#55_1

Zrédio: obliczenia wlasne.
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iki resztowe obliczone dla poszczegolnych kwartaléw [y
Skli'sc.]nl i o sile wplywu wahan przypadkowych (losowych) na
S wi;ka Qdczytujac przykladm-vu pierwszy wiersz (f = 1)
S bﬁda‘n@go zj?-.vierdz.iﬁ, 7o na empiryczny poziom wyplat odsetek
tab. 7.8 mﬂzg%}{ : (1, =833 tys. z) skladaja sig: kwota odsetek, bedaca wy-
wl kwarlal'-’_-l =\ rzvezyn gldwnvch (= 883,2tys. zl), kwota odsetek,
o Dddzm]ywa; I'aaﬂn?a wahati SCZL"H‘I-U‘-\'_‘,’C'"II (g, =—6,15tys. zl) oraz kwo-
L rcjm“iltem wz: ::dkowq dzialania wahan przypadkowych (z; = -44,05
e b§ 'ﬂlf'ares}zrt’owe informujq zatem 0 wplywie na badane zjawisko
:;:théiysr'ﬂ?l\;}v Iktdre nie zostaly wyjasnione tendencja rozwojowa (funkcja
i iami sezonowymi.
tmnduS}yjn::)I::zl;)un miernikiem waha-ﬁ przj:f?ad LEOWF?:] ifStT f‘dd?ylenie
standardowe skladnika resztowego, ktore oblicza sig wedlug wzoru:

Z(.'f: '_.';'r _Sl#}: |[—;:2_-

gy e TR EE S PP (7.40
b(L"}_\ n-k-d+1 \rir—ﬁ'—dil-l )
oraz
T T
5(z))= ,Z'_:ﬂ_.5_= _Z r ; (7.41)
2 \u-—k—d+l \H-—-k—{l‘+]

gdzie: n — dlugos¢ szeregu czasowego, d - liczba podokresow cyklu sezo-
nowosci, k — liczba szacowanych parametréw funkgji trendu.
W najczesciej spotykanych przypadkach szacowania dwdach parame-
trow (liniowa funkcja trendu) zamiast n—k —d +1 wprowadzamy: n—d -1
Podstawiajac odpowiednie dane liczbowe z tab. 7.8 do wzoru (7.40)

otrzymujemy:
179349,65
S(z) = ‘J—TLU—T =109,35 tys. zl.

Otrzymany wynik oznacza, ze przecigtna sila wahan przypadkowych
w calym szeregu czasowym wynosi +109,35 tys. zl na kwartal. Im mniejsza
wielkoé¢ odchylenia standardowego skladnika resztowego, tym dany model
wahan w czasie lepiej opisuje badang rzeczywistosc.

Stosunek odchylenia standardowego skladnika resztowego do sred-
niego poziomu badanego zjawiska (y = 22694:20 = 1134,7) okresla sig mianem
wspolczynnika zmiennosci resztowej, czyli:

V(z,)= @ .100. (7.42)
Yy

Wnaszym przykladzie wspolezynnik zmiennosci resztowej jest rowny:

109,35
V(z,))=—2=-100=9,6%.
(=) 1134,7 /6%
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Oznﬂrfm “h'r,llze UdCl‘lyie'nia przypadkowe stanowig — drednio rzecs
biorac —9,6% przecigtnego poziomu zaobserwowanej zmiennogci wyplat od
setek. Ze statystycznego punktu widzenia sytuacja jest tym lepsza, im V(z,)
jest blizsze zeru. ! e

7.5. Wnioskowanie statystyczne w analizie szeregow czasowych
Empiryczny szereg czasowy o numeracji okresow (momentow) f = 1

2, .,n(lubt=0,1,.., n-1) moze byé traktowany jako préba losowa wyloso-

wana z populacji generalnej o numeracji od t= -w do t=+om. W takim przy-
padku uprawnione jest wykorzystanie metod wnioskowania statystycznego

(estymacji i weryfikacji hipotez) w analizie szeregow czasowych.

Sposob konstrukeji przedzialéw ufnosci dla parametrow liniowej
funkgji trendu zalezy muin. od liczebnosci préby. Najczesciej mamy do czy-
nienia z probami malymi (n<120). Dlatego tez konstrukcja przedzialow

ufnosci dla parametrow o, i oy oparta jest na zmiennej standaryzowanej
t-Studenta:

Play —t, ,D(ag)< oty <y + b s D(a9)} =1 -a (7.43)

oraz

Pia — b, D(@)< <o+t D(a)}=1-a, (7.44)
gdzie D(a, ) oraz D(a,) sa srednimi bledami szacunku okreslonymi wzorami
(7.22) i (7.23). Wartos¢ (, , odczytuje sie z tablic rozkladu t-Studenta dla
przyjetego poziomu istotnosci a oraz n -k stopni swobody.

W przypadku duzej préby (n > 120) zmienng t-Studenta zastgpuje sig
- przy konstrukcji przedzialow ufnosci dla parametréw strukturalnych
funkgji trendu — zmienng z posiadajacg rozklad normalny N(0,1).

W przypadku liniowej funkcji trendu merytoryczng interpretacj¢ ma
wspolczynnik kierunkowy trendu (e ). W wielu przypadkach dokonuje sig
sprawdzenia, czy otrzymana na podstawie wynikow préby losowej ocena te-
go parametru jest statystycznie istotna. Stawia si¢ zatem hipotezg¢ zerowa
Hy:a, = 0 oraz hipoteze alternatywna w jednej z postaci: Hy:ay # 0, Hy:oey > 0,
Hy:e < 0. Wybér postaci hipotezy alternatywnej zwiazany jest z obszarem
krytycznym testu. Jesli ocena parametru a, jest dodatnia, to mozna przypusz-
czac, ze warto$¢ nieznanego parametru a, jest rowniez dodatnia (Hy:c Ib-_U).
ajesli g jest ujemne, to mozna si¢ spodziewac, ze ., < 0 (Hy o, < 0). Stawiajac
hipoteze alternatywna w postaci: Hy:a, # 0, nie precyzuje si¢ Zl"-alf‘-f parames=
tru ;. W tym przypadku obszar odrzucenia hipotezy zerowej jest dwu-
stronny,

Do weryfikacji hipotezy zerowej o istotnosci parametru o wykorzys-
tuje sig statystyke o postaci:

EEN LI (7.45)

D(ﬂi)
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Statystyka (7.45) ma = prey zalozeniu |"r|-nWL|?-'lW”~“5L'i Hy = rozklad t-Spy.
StatystyKa (/8] 1

denta.

Oszacowana na poc
dobrg aproksymanta funke
s nastgpujaee wa runki: ’

1) suma kwadratow odchylen

i teoretycznymi stanowi migmum, : i1 : |
2) odchylenia migdzy wartosclami empirycznymi 1 teoretycznymi sq

Jstawic wynikow proby losowej funkeja trendu jest
ji trendu w populacji generalne], jesli spelnione

migdzy wartosciami empirycznymi

losowe, e sy
3) nie wystepuje autokorelacja hl\':lt. nikdw losowyc | ,

Plerwszy warunek jest zawsze spclmuny: ;.r_d_\_.f k.'” szacowania parame-
trow funkgji trendu wykorzystano |11u.'tu|.'|a.;. nn||1111|v_|.:w.;u.‘ll\ lI\'waLh'nln'.v. Wa-
runck drugi moze by¢ sprawdzony w wyniku weryfikacji hipotezy ?-t‘l'tl'.:vuj
o losowosei odchylen wartosci empirycznych szeregu czasowego od linii
trendu (wartosci teoretycznych). Hipoleza zerowa ma wOwczas pnlr:t.'lé i
odchylenia sq losowe, wobec hipotezy I.]IIvrn.-?ly-.'.'mq ”':. Ind-:h_\,flu.-nm nie sq
losowe. Hipotezg zerowq mozna zwerylikowac Iv_ﬁtcm serii, prezentowanym
przy badaniu roznic pomigdzy empirycznym 1 teoretycznym r'n.r.rl»;l.ldum
regresji dwuwymiarowej (por. punkt 6.10 w rozdziale V1), Podkreslic jednak
nalezy, Ze lablice rozkladu liczby serii podajq zazwyczaj wartosci dla n < 20
i my 2 20 Dla wigkszych liczebnosci, korzystamy z tablic dystrybuanty roz-
kladu normalnego N(0,1), gdyz przy weryfikacji hipotezy zerowej poslugu-
jemy sig statystyka:

:;*jﬁ, (7.46)
S
pdzie:
oraz ”
\ _ [ ol

A .
\ (4 m)" (o 4 1y = 1)

Odrzucenie hipotezy zerowej oznacza, ze funkcja trendu nie ma cha-
rakteru liniowego.

: i W . :

Przy wyodrgbnianiu tendencji rozwojowei z szeregéw czasowych na-
lezy liczy¢ sig z mozliwoscig wystapienia autokorelacji skladnikow loso-
wych. .:\umkmelnc;a oznacza liniowq zaleznos¢ migdzy odchyleniami lo-
sowymi pn:_:‘lmdzqcyml z roznych jednostek czasu. Miarg sily i kierunku
autokorelacji skladnikéw losowych jest wspélezynnik autokorelacji rzedu t
Py =I.'?lE”,E” ! ) (749}

D:?»zacnwamcm wspolezynnika (7.49) jest wspolezynnik autokorelacji
reszt z, iz, ¢
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[esli T =1, to zaleznosc¢ dotyczy nastepujacych po sobie skladnikow
losowych &, oraz &, . Mowimy wowcezas o autokorelacji rzedu pierwszego
Estymatorem wspolezynnika autokorelacji rzedu pierwszego jest ws gt'ﬂ
czynnik autokorelacji z proby wyznaczany jako: Gl

—. (7.51)

=1 =2
Do weryfikacji hipotezy zerowej o braku autokorelacji skladnika loso-
wego rzedu pierwszego 1;!-!“:;11 =) najczgsciej wykorzystuje sie lest Dur-
bina-Watsona. Statystyka Durbina-Watsona jest zdefiniowana nast¢pujacos

i(zf _:r-l)1

DW = =2 — = 2{1 i "l)r (7.52)

=1 :
gdzie z, oznacza reszty funkgji trendu (z, =y, - 1)).

Jak wiadomo, wspdlczynnik korelacji jest zawarty w przedziale:
“1<n <1 Oznacza to, ze: 0< DW <4, Dla wspélezynnika autokorelacji
2 przedzialu (~1,0) mamy do czynienia z ujemna autokorelacjg, Ktorej od-
powiada wartosé DW z przedzialu (2,4). Dla wspolezynnika autokorelacji
z dodatniej czesci przedzialu wartosci DW zawierajq sig w przedziale (0,2).
Dla dodatniej autokorelacji hipoteza alternatywna przyjmuje postac: Hy:p; > 0,
a dla ujemnej: Hy:py< 0.

Warlosci krytyczne testu Durbina-Watsona sq odczytywane z tablic
rozkladu Durbina-Watsona przy liczebnosci proby n, liczbie zmiennych
objasniajqcych k (bez wyrazu wolnego) oraz okreslonego poziomu istotnosci
a. Z tablic tych odezytuje si¢ dwie wartosci: d, id, (d,<d,). Wartos¢ d, nazy-
wana jest dolng wartosciq krytyezna, natomiast d, - gorng wartoscig kry-
tyczna. W przypadku testowania autokorelacji dodatniej, podejmowane
moga by¢ nastgpujace decyzje: )

) jesli DW < d, - to H, odrzucamy. Oznacza to wystgpowanie dodat-
niej autokorelacji skladnika losowego, :

2) jesli DW > d, — to stwierdzamy, ze brak jest podstaw do odrzucenia
H, (brak istotnej dodatniej autokorelacji), o~

3) jesli d, £ DW < d, - to nie mozna podjaé decyzji (jest to tzw. obszar
niekonkluzywnosci testu). _

. W przypadku testowania autokorelacji ujemne; (Hy:py< 0) postepu-
jemy nastepujgco:
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1) jedli 4— DW< 4, (DW>4-d)-to H, odrzucamy (wystepuje ujemna
ia gk ik OWEE0),
aumktzigit?;%a;f-giﬁkg l;);w( % —d,) - to brak jest podstaw do odrzucenia
H (wnicllskuiem}', 3o nie wystepuje istotna ujemna aut-:'r!-:nrela.::ja),
0 3) jedli d; < 4~ pWw<d, (4-4d, < DW.S 4 - d)) — to nie mozemy podja¢é
zadnej decyzji (obszar niekonkluzywnosci tes_tu}. ; ’

W zasadzie hipoteze alternatywna pm:\-'mno sie forlm_l_iou-'ac na pod-
stawie znajomosci oszacowania wspolczynnika autokorelacji 5. Dopuszcza
sie jednak formulowanie postaci H, na podstawie \«Fnrlfmsm.statystyk] DW.
Jesli DW jest wigksze od dwach, to testujemy ﬁl:ltDkOl"E‘lElCiQ ujemna, gd‘y DWW
< 2 - to weryfikujemy autokorelacje _dodainlq (H‘,:pl_}- U;I. .Generaln_:e zas
przyjmuje sie, ze jesli wartos¢ statystyki DW znacznie rozni si¢ od dwdch, to
wystepuje autokorelacja skladnika losowego. :

Spos6b postepowania przy weryfikacji hipotezy o ‘.frysl-.;pnwaniu au-
tokorelacji skladnika losowego zilustrujemy przylf!aden'l 11_<:zbo}*.'}*m. Zaloz-
my, ze dla pewnego liniowego modelu tendencji rozwojowej otrzymano
nastepujacy ciag reszt odpowiadajacy kolejnym latom badanego okresu: 5; 0;
-1;2; -3; 8 1; -2; 4; -1; 0; 1; 2; 2; -1. Na poziomie istotnosci 0,05 mamy sp-
rawdzi¢, czy wystepuje autokorelacja skladnika losowego rzedu pierwszego.

W pierwszym kroku nalezy - korzystajac ze wzoru (7.51) - wyznaczy¢
ocene estymatora wspélczynnika autokorelacji rzgdu pierwszego. Niezbed-
ne obliczenia zawiera tab. 7.9.

Tab. 7.9. Obliczenia pomocnicze do wyznaczenia wspolczynnika autokorelacji

t 5 21 | &34 SRR
1 5 = 3 25 = E =
2 0 5 0 il 5 T
3 &1 0 0 1 Uikl iad =
4 2 =1 =) 4 1 3 9
5 £h 2 -6 9 4 -1 =
6 8 -3 -24 64 9 11 121
7 8 8 1 64 -7 49
8 -2 1 -2 2 1 ) 9
9 4 -2 8 16 2 -2 4
10 1 -4 4 1 16 9
e 0 -1 0 0 1 1 1
12 =1 0 0 1 0 =1 1
13 =0 47, 2 4 1 1 1
14 = =0 4 4 1 0 0
15 -1 ] 2 1 4 1 1
2 0 X 6 133 134 X 232

Zr6dlo: obliczenia wlasne.
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Zgodnie z relacjq (7.51) mamy:
fl = -—‘i—- = __'_6_
v133-134 133,5
Wartlmié = -0,045 wska;uje na mozliwos¢ wystepowania autokorela-
cji ujemnej. Stawiamy zatem hipotezy: H;:p, = 0 wobec hipotezy alternatyw-

nej Hyipp < 0. Obliczona, zgodnie ze wzorem (7.52), wartos¢ statystyki Dur-
bina-Watsona wynosi:

= _Oru"iﬁ

DW =22 _1 744
133
Z tablic rozkladu Durbina-Watsona dla k = 1 (liczba szacowanych pa-
rametrow funkgji trendu bez wyrazu wolnego), n = 15 obserwacji oraz
poziomu istotnosci @ = 0,05, odczytujemy wartosci krytyczne: d, =1,007 i
d, =1,361. Pordwnujac obliczong wartos¢ statystyki DW = 1,744 z odezytany-
mi wartosciami Krytycznymi stwierdzamy, ze:

4-DW=4-1,744<d, =1,361
lub
DW=1,744< 4 -d, =4-1,361 = 2,639.

Oznacza to, ze brak jest podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej.
Wnioskujemy zatem, iz nie wystepuje istotna ujemna autokorelacja.

Test Durbina-Watsona jest najpopularniejszym, ale nie jedynym testem
sluzacym do weryfikacji hipotezy o istnieniu autokorelacji. Stosuje si¢ go do
weryfikacji hipotezy o autokorelacji pierwszego rzedu. W przypadku ko-
nieczno$ci weryfikacji hipotez o autokorelacji wyzszych rzgdow, korzysta si¢
np. z testu Z. Pawlowskiego, ktérego opis mozna znalez¢ w pracy: Prognozy
ekonometryczne, PWN, Warszawa 1973.

ZADANIA

7.1. Przychody ze sprzedazy oraz poziom zapasow materia_lt')w w przed-
siebiorstwie X w latach od t = 1 do t = 5 przedstawiaja si¢ nastepujqco:

Lata (t) 1 2 3 4 Bl
Przychody (w tys. zl) 378 3% 428 496 582
Zapasy w tys. zl (stan na 31 XII) | 28,3 28,5 27,6 27,0 239 \

Obliczy¢ przecietny roczny przychod ze sprzedazy oraz sredni roczny poziom
zapaséw w badanym okresie.

7.2. Liczba zleceri wykonywanych przez firme Y zajmujacq si¢ naprawq sprzg-
tu gospodarstwa domowego w poszczegolnych kwartalach lat t = 1, 2, 3, 4, przed-
stawia sig nastepujgco:
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Stosujac metode mechaniczna W}r”f_'dfﬁbf}"f z_pudar:-eg‘o SZeregu "E"d"-:“fi'? roz-
wojowa. Przyjac k = 3 oraz k = 4. Jakie wnioski wynikaja z poréwnania wyod-
rebnionych trendow?

2.3, Wielkos¢ importu owocow cytrusowych w latachod t = 1 dof = 10
ksztaltowala sie nastgpujaco (w tys. ton): 19651,2; 20086,9; 20809,9; 21491,?-:, 21819,5;
22342,7; 22919,2; 24052,2; 25169,2; 23788,8. Z podanego Szeregu_\‘c}fﬁdrr;bn.u:l, ‘nmtodq
mechaniczna, tendencje rozwojowa importu przy wykorzystaniu trzyletniej sredniej
ruchomej.

7.4. W latach t = 1 dot = 6 sprzedaz wyrobow gotowych w firmie X (w tys. zl)
ksztaltowala si¢ nastepujaco: 1280; 1330; 1290; 1340; 1 ‘43“: I-'ittl'l.l‘.’\-'}’mi rebnic metoda
analityczna (przy warunku Z! « 0) tendencje rozwojowa analizowanego zjawiska.
Wyznaczy¢ i zinterpretowac mierniki dopasowania trendu do danych empirycz-
nych. Jakiego poziomu sprzedazy w badanej firmie nalezy oczekiwad w roku
T=n+27

7.5. Ksztaltowanie sie kosztow dzialalnosci operacyjnej w przedsigbiorstwie X
przedstawiaja nastgpujace dane:

Lata 1998 1999
Koszty (w tys. zl) | 15 12 TG | oo )

1

2000 | 2000 | 2002 | 2003 | 2004 [ 2005
| 16 | 2 17
Wyodrebnié metoda analityczna (t = 1,2, ...) tendencjg rozwojowg kosztow.

7.6. W poszczegolnych kwartalach latod t = 1 dot = 4 produkcja (w sztukach)
wyrobu X ksztaltowala sig nastepujaco:

T
I'C'-v.mrtalyJ £
1 208 4
! ERiseel w0 | u |
1l 12 16 22 28 |
11 it [T T T
v 10 1 12 14

Na podstawie powyzszych danych wyodrebnic trend metoda analityczng

przy warunkach ) ¢ = 0 oraz

t=0. Wyniki zinterpretowac.
7.7. Dwie osoby oszacowaly funkcje trendu dla ponizszego szeregu:

Lata | 2001 2002 2003 2004 2005
Polrocza I 11 1 | I 1l I 1 I 1
ui 66 58 60 58 58 54 48 52 54 50

Jedna z nich otrzymala funkcje trendu o i i :
a5 ‘ postaci: i}, = 55,8 —1,491, druga zas:
¥y =64 -1,49L Czy w szacunkach jednej z os6b tkwi blqd%‘ Jesli tak, to ktora osoba
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otrzymala bledne wyniki? Jezeli nie, to uzasadnij prawidlowos¢ szacunku obydwu
mnl::cii i przedstaw to na wykresie.

7.8. Na podslawir{ }‘ﬂo_ni;':szyt:h informacji oszacuj parametry strukturalne

: struktury stochastyczne) liniowej funkgji trendu:
W
(w255 |iean)

Czy liniowy trend dobrze opisuje badane zjawisko?

7_:;'_ Reszty liniowej funkeji trendu wynosza: -1, 2, -1, =5, =5, 10, a wariancja
smiennej y wynosi 500. Oblicz i zinterpretuj R* i ¢° oraz Srednie bledy szacunku pa-
rameltrow strukturalnych.

7.10. Liczba dni nieprzepracowanych z powodu choroby, za ktdre wyplacono
sasilki chorobowe w poszezegdlnych polroczach latod £ = 1dot = 8, ksztaltowala sig
I‘Iﬂﬁlﬁ'Pul‘-!fn:

T I O |
Polrocza | 1 | 1 A t\ T
lDni | 59 | 36 | 40 |37 |37 |36 | 39 | 39 [ 42

b | Tk B W[ A6 7 8
T O O T I
43 |47 |46 |43 | 45|57 | 49
Wyod rebnic wahania sezonowe, obliczajac wskazniki sezonowosci oraz abso-
lutne pn.:f.inm}’ wahan sezonowych. Wykorzystaé metode Srednich jednoimiennych
okresow.
7.11. Na podstawie ponizszych danych wyodrebnic analitycznie trend liniowy
i oszacowac stopien jego dopasowania do danych empirycznych.
e sdr T 6
| 5;_‘_ 41,175 | 45,827 | 52,033 | 60,752 | 67,981 | 74,632
7.12. ‘L‘U\rzr;-écz;y_-i i zinterpretowac parametry strukturalne.trendu liniowego
(E! 2 0). Zakladajac, ze trend nie ulegnie zmianie, oszacowac poziom badanego zja-
wiska w okresie T = n + 2.

2

'_T] 1 2| B RGBT 7J
Ty [ 1914 | 1896 | 1502 | 1342 | 1368 | 1330 | 944

7.13. Liczba pracujacych w sektorze prywatnym w tys. 0sob w wojewddztwie
L w latach I = 1, 2, ..., 8 ksztaltowala si¢ nastgpujaco:
ol oo iy

il AT ArE 6
Ty | 79 [ 84 | 84 | 87 [ 90 | 9 10,1 | 106 |

Wyolc-i_r_gi:-nié metoda mechaniczng liniowq funkcje trendu oraz zbadaé doklad-
h. Wyniki zinterpretowac.

nosc jej dopasowania do danych empirycznyc el : )
7.14. W poszczegdlnych kwartalach latod £ =1 do ¢ = 5 liczba mieszkan od
danych do uzytku (w tys.) ksztaltowala sig nastgpujaco:

[_ Lata
Kwartaly |- 5
I = 18,7
I 19,6
“_H'[—_ 19,1 ‘
v 30,6
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Wyodrebnic wskazniki spzONOWOSCI pray wykorzystaniu me tody odchylen od
trendu. .
715. Liczbe samochodéw na 1000 os6b (w sztukach) zarejestrowanych w Ja-
tach nd.l — 1 do t = 9 przedstawia pOniZszy SZEeTes dynamiczny:

e L_a e Ee 7 | ¢ [ 9]

o o e | [ [ [ | w90 | 6 | o |
Wyznaczyc liniowa funkgj
empirycznych. :
7.16. Dla danych kwartalnych z lat od!=1 dlnf =5 Wyznaczono funkcje tren-
du o postaci #, =3+2,2t (Lt # 0). Absolutne poziomy wahari sezonowych w po-
szczegblnych kwartalach sa rowne: i1 = =17 8 = -0,8; ¢iv = 0,3. Obliczy¢ przewi-
dywang wielkos¢ zjawiska w 1 kwartale roku T = n + 1.

7.17. Poziom zjawiska (¥,) w latach od t = 1 dn‘ |'. = 5 Liszlah‘n“rﬂ| sie
nastepujaco (w Lys. z1): 57,2 58,9; 59.6; 60,2; 61,5. Oszacow.ac |1|'fl:311."|3 Iun_,kclc trendu
przyjmujac kolejno warunki: ) 3 £=0,b) Yt # 0. Wskazac na réznice w interpretacji
otrzymanych wynikow. Oszacowaci zinterpretowac odchylenie standardowe reszt.

¢ trendu i oceni¢ dobrod jej dopasowania do danych

7.18. Dynamike Kwartalnych obrotow (w tys. zl) biura turystycznego opisuje
funkgja trendu o postaci: g, = 2,5+ 0,21+ 0,01t". Teoretyczna wielkosc obrotow w11
kwartale 2004 r. wynosila 7,75 tys. zl. Wskaznik sezonowosci w Il kwartale osiagnal
poziom 115%, a wariancja skladnika resztowego byla réwna 0,04. Oszacuj przewi-
dywana wielko$¢ obrotow tego biura w 111 kwartale 2006 r.

7.19. Przeprowadzono badanie dynamiki obrotéw w sklepach spozywczych
w ostatnich pigciu latach. Otrzymano trend roczny o postaci: 7, =100 + 501 (ZJ‘ =0)
oraz kwartalne absolutne poziomy wahar sezonowych: 6; ~1; -21; 16. Jakiego pozio-
mu obrotow nalezy oczekiwaé w poszczegélnych kwartalach roku T = n + 17

7.20. Liniowa funkcja trendu przewozéw towarow (w tys. ton) w poszcze-
golnych kwartalach ostatnich trzech lat przyjela posta¢: g, = 100 + 501 (Zf =0). Osza-
cuj wielkos¢ przewozow w [V kwartale piatego roku, jesli Spr = 120%.

7.21. Trend skupu mleka (w min litréw) w poszczegélnych polroczach ostat-
nich czterech lat opisuje réwnanie trendu o postaci: §, =0,1t+2(t = 0,1, 2, ...). Abso-
lutny poziom wahan sezonowych dla II pélrocza wynosi: -0,3 mln litréw, wariancja

skladnika resztowego 0,0004. Jakiej wielkosci skupu mleka nalezy oczekiwac
w | polroczu roku piatego? A

A T:ZZ.dFunkcja trendu liniowego dla pélroczy ostatnich 5 lat przedstawia
rownanie: y, =1,2{+3,6 (f = 0, 1, ...). Oszacuj poziom zjawiska w II pélroczu siéd-

mego roku, jezeli wiadomo, Ze 5; = 110%, a wariancja skladnika resztowego jest
réwna 0,25.

~ 7.23. Spozycie artykulu A na jednego mieszkarica w ostatnich szesciu latach
opisuje trend roczny o postaci: §, =5t + 52 ()t = 0). Wskazniki sezonowosci spozycia

s3 rowne: 5= 90%, Sy = 110%, Sy = 140%. Obliczvé przewi el
kwartale siGdmego roku. o o iczy¢ przewidywane spozycie w IV

7.24. Wlatach od f = 1 do t = 4 sprzedaz art ;
; S ykulu X (w tys. kg) na terenie pew-
nej aglomeracji miejskiej przedstawia sig nastepujaco: \Hityseke) P
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! Kwartaly ———— __“__'_Latn ——
e 1 _l_ 2 W 4
| [ | 2744 | 2619 | 1804 | 3103
|- | 2624 | 2335 | 2444 | 2843
111 2249 | 1906 | 2180 | 2735
HR T 284,1 | 2741 | 3356 | 3721
- ———

Wyznaczy¢ kwartalne wskaZniki sezonowosci oraz absolutne poziomy wahar
spzonowych. Wyniki zinterpretowad. E i &

7.25. Tendencje rozwojowq sprzedazy masla (w tys. kostek po 0,25 kg) w pew-
nym hiperma rkecie w poszczegolnych kwartalach latod t = 1 dot = 6 przedslgwia
funkcja trendu o postaci: 7, = 45,2 +0,45L Wiedzac, Ze suma jednostek czasu wynosi
300, a wariancja skladnika resztowego 6,25, oszacowaé przewidywana wielkosé
sprzedazy masla w Il kwartale toku T'= n + 1. .

7.26. W pewnym przedsigbiorstwie wyznaczono kwartalng funkeje trendu dla
latod t = 1 do I = 5 dotyczacq produkcji podstawowej w cenach poréwnywalnych
(w tys. zl): y, =81+ 80 (Zr = (). Ponadto ustalono, ze wskazniki sezonowosci byly
rowne: Sp = 70%, Sy = 120%, Sm = 80%. Oszacowac, jaka powinna by¢ produkcja
w poszczegolnych kwartalach roku T = n + 1.

7.27. Suma kwadratéw reszt dla 72-elementowego szeregu czasowego miesie-
cznych rozmiarow produkcji napojow alkoholowych wynosi 590 000. Ile wynosi od-
chylenie standardowe reszt, jesli uprzednio zastosowano liniowq funkgcje do wy-
odrebniania tendencji rozwojowej badanego zjawiska?

7.28. W rezultacie dekompozycji empirycznego pélrocznego szeregu czaso-
wego (obejmujacego lata od t = 1 dot = 4) otrzymano m.in. nastepujace addytywne
i multiplikatywne wartoSci reszt: -1; 5; 4 -2;-1; 3; 2; 1 oraz 4; 10; 12; 8; 7; 16; 12; 3. lle
wynoszg odchylenia standardowe reszt dla obu rozkladéw?

7.29. Zbadano wielkoé¢ sprzedazy (w tys. zI) pewnego towaru w hurtowni ar-
tykuléw spozywczych. Empiryczny szereg czasowy (z pélroczng sezonowoscia) zo-
stal opisany nastepujacymi informacjami z modelu wahan w czasie: iy =—t+50; 2. 2;

n

-1; 3;-2; 2; —4; S = 0,85; > (v~ 5},)2 = 200. Jakiej sprzedazy nalezy oczekiwac w dru-
I=1

gim polroczu pierwszego roku prognozy?

7.30. Oszacowano wskazniki sezonowoéci oraz absolutne poziomy wahan
sezonowych czasu pracy, przy czym zostaly utracone dwie informacje. Jakie sq
poziomy brakujacych informacii i jaka jest ich interpretacja?

| Kwartaly

1 Mierniki sezonowosci I 1 11 v
Wskazniki sezonowosci 103 ; tooh =
Absolutne poziomy wahan sezonowych +il4 Md . 2 J

7 i zezegolnych

7.31. Produkcja piwa w pewnym browarze (w tY_s- litrow) w pos : eglc- e

kWarlaIach latodt=1dot=6 przedslawiﬂ 5|g nastgpuﬁf_‘ﬂ: 26; 34; 35., 33; 32; 36; 401..1
35; 38; 45; 54; 47: 43; 55; 59; 56; 53; 60; 65; 59; 60; 72; 66; 64. Na podstawie tych danyc

oszacowano liniowa funkcje trendu o postaci: i, = 26,5+1,8t Na poziomie istotnosci
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L e derze chyvlen wartosci e i

0,05 zweryfikowac hipatezg © losowym charakterze odchylen wartosci empirycz.
aveh od teoretycznych. e
" o0 W latach odit = 1dot = 15 przewozy pasazerow w pewnym oddziale
e : stepuiaco (w tys. osob): 14,4 14,6; 14,9; 15,2; 15,5; 15,7; 15,9;
PKS ksztaltowaly sig nastgpujaco Iy ; ; ; e
e .17 6 18.1: 18,5. Na podstawie powyzszych informacji osza-
lfl.‘l, lb,bp]Glbuil"-ll]?'-I']'f'ﬁ']3' 4 4 R i ] - , — I ] T ¥

cowano liniowa funkeje trendu o postaci: I/, = 14,03 +0,25 “_ e ). Na poziomie
istotnosci 0,05 zweryfikowac hipotez¢ © braku autokorelacji skladnika resztowego,

7.33. Liczbe widzéw w kinach lubelskich (w tys. 0s6b) aproksymowano do po-
staci liniowej funkgji trendu: i, =25,6 0,51 (2t# 0). Odchylenie standardowe
okladnika resztowego bylo rowne 0,6 tys. osob. Zbuduj przedzialy ufnosci dla para-
metréw strukturalnych funkeji trendu. Przyjac wspdlezynnik ufnosci 0,95.

= 34, Oszacowano liniowa funkgje trendu, a nastepnie policzono reszty otrzy-
mujac: 3; 5;-1; 4 -3; 0, 1,2 -3, 4 2 % 3 ~1; =2. Przyjmujac poziom istotnosci 0,05,
zweryfikowac hipoteze o braku autokorelacji skladnika losowego.

7.35. Liczba zwolnien z pracy pracownikow pewnego zakladu w kolejnych
polroczach ostatnich pigciu lat wyraza sig rownaniem:

03 (29

Czy zaobserwowany liniowy trend polroczny mozna uznac za statystycznie
istotny?

7.36. Na podstawie rocznych danych oszacowano tendencjg rozwojowq pro-
dukeji (w tys. sztuk) otrzymujac: §, =80+ 0,85t (t = 1,2, ..., 7) oraz s = 2,1. Czy zaob-
serwowana wzrostowa tendencja produkcji ma istotny charakter? Przyjac poziom
istotnosci 0,05.

7.37. Na podstawie 12-elementowej proby losowej oszacowano liniowy model
trendu, a nastgpnie obliczono reszty. Liczba reszt o ujemnym znaku wynosi 4, a em-
piryczna liczba serii jest rowna 10. Czy otrzymany cigg reszt ma — na poziomie istot-
nosci 0,05 - charakter losowy?

‘ 7.38. Na podstawie danych kwartalnych oszacowano tendencje rozwojowa
liczby remontow mieszkan w latach od t = 1 do t = 5, otrzymujgc:
s a) przecigtny Kwartalny przyrost liczby remontow oszacowany na poziomie

b) teoretyczny poziom liczby remontéw w I kwartale roku t = 1 (oszacowany

na podstawie liniowej funkeji trendu przy numeracji kwartalow od 0 do 19) wy-
noszacy 9,771.

Mok mﬁ;’:ﬁg“ﬁ? f- PI:z'j': ‘”5173]‘:3}'“'“1“11 ufnosci 0,95 - przedzialy ufnosci dla para-
iow : : i ;
nosi 0,0064. J funkgji trendu. Wiadomo, ze wariancja skladnika resztowego wy-
talact ;r,:,g c? miike nakladow inwestycyjnych (w tys. zl) w poszczegolnych kwar-
; c1ka od t = 1dot =8 ol-_u-eéla funkcja trendu o postaci: i, =0,4728¢+ 7,3284.
hl;?;ad wadratow reszl wynosi 53,823. Czy — na poziomie istotnosci 0,01 — mozna
r ;l;,o Z;; \;fspnlczynmk Kierunkowy funkgji trendu jest statystycznie istotny?

Z]] kszti_;lt I : ﬂti.:-l:h i=1, 2., i s Empir}rczne pnziomy sprzedaz'.y “ryr()bu X I:W' t}'S-
13814 3: 14003, 1u.obriaco: 10:3; 116 12,3; 12,0; 11,2; 12,6; 134; 13,6; 11.7; 129

05 14,3, 14,2, 13,9; 14,4, Wyznaczona na podstawie tych informacji liniowa funkeja

————
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trendu przyjela postac: §, =11,26 + 0,231, Za pomocy testu Durbina-Watsona zwery-
fikowac — na poziomie istotnosci 0,05 - hipoteze o braku skladnika o ¥

7.41. Informacje o trendzie i sezonowosci sprzedaz i
j;mnych polroczach latt = 1, 2, ..., 5 przedstawiaja 51; '1i1$l¢9}\;j£120:a-:-é;:-{‘3‘;v+l:1]?E?cig
_1; 42;-2; 0; =1, Absolutny poziom wahan sezonowych dla pierwszego péiroézaﬂ w :
nosi: 1. Zbadac, na poziomie istotnosci 0,05, losowosé odchylen reszt addytywnegyg
modelu wahan w czasie.

7.42. Trend skupu owocow (w tys. ton) w poszczegolnych polroczach lat od ¢ =
{ dot = 5 przedstawia nastepujace rownanie: §, =0,1t+ 2 (t =0, 1, ...). Wiadomo po-
nadto, ze wielkos¢é skupu owocow w kazdym drugim pélroczu byla wyzsza - §rednio
rzecz biorac — od przecigtnej polrocznej o 0,3 tys. kg, a suma kwadratow reszt rowna
0,0024. Wiedzac, ze rzeczywisty poziom skupu owocow w roku T = 6 wynosil 5 tys.
kg, sprawdzic, czy statystyczna prognoza skupu bylaby potwierdzeniem rzeczy-
wistosci.

7.43. Oszacowany na podstawie proby losowej model tendencji rozwojowej
wielkosci przewozow kolejowych w latach od t = 1 do I = 15 przyjal postaé
j, =—3,881+249,9. Wiadomo ponadto, ze S(a;)=0,784, a S(a,) =7,127. Odchylenie
standardowe reszt bylo rowne 13,12, Przyjmujgc wspoélezynnik ufnosci 0,95 zbudo-
wac przedzialy ufnosci dla parametrow o, i o, Wyniki zinterpretowac.

7.44. Dlugosé drog w km na 10 tysiecy ludnosci w Polsce w latach 1998-2002
ksztaltowala sie nastepujaco: 63,2; 64,3; 64,6; 64,3; 65,5. Oszacowad parametry struk-
turalne liniowej funkcji trendu przy zalozeniu:a) t = 0,1, ..., n—1;b) > t=0. Wskazac
na roznice w interpretacji otrzymanych wynikéw. Oszacowac wspolczynnik zmien-
nosci resztowej.

7.45. W pewnym sklepie osiedlowym zanotowano nastepujace wartosci sprze-
danych kartonéw mleka 2% (0,5 litra) w poszczegoinych kwartalach latod f = 1do ¢
= 5 (w tys. zl): 5,7; 7,05; 8,3; 9,35 oraz 10,5. Zakladajac, ze ZH 0, oszacowac liniowy
model trendu oraz zbadaé dokladnoéé jego dopasowania do danych empirycznych.

7.46. Dysponujemy nastepujacymi informacjami:

v, | 298 | 320 | 350 | 358 | 370 | 400 | 408 | 450 | 464 | 500 | 510 | 532 | 560
| 5 | 295 | 317 | 338 7360 | 381 | 403 | 425 | 446 | 468 | 489 | 511 | 533 | 554

Na poziomie istotnosci 0,05, zweryfikowac hipoteze o braku autokorelacji
skladnika losowego.

7.47. Dysponujemy nastepujacymi informacjami: j, = 1000 + 12..(}!{1' = .IJ, 12
9). Jednostki czasu dotyczq poszczegélnych polroczy ostatnich pieciu kolejnych lat.
Wiadomo ponadto, ze wartosci reszt sq rowne: -0,2; -0,3; 0,4; 0,1; 0,2; wﬂ.é: 0,3; 0.2;
-0,1; -0,1, Na poziomie istotnosci 0,05 zweryfikowac hipotezg 0 losowoscl reszt.

7.48. Wiedzac, Ze: 1) liczba sprzedanych komputerow w latach 19!36——2005
malala érednio z roku na rok o 0,23 sztuk; 2) teoretyczny poziom sprzedazy kom-
puteréw w 1985 r. wynosil 10,09 sztuk; 3) wartosci empit:yczne liczby sprzec.:lanych
komputeréw réznily sie od wartosci teoretycznych srednio o iD,3_0'lﬁ sztuk, i przyj-
mujac wspélezynnik ufnosci 0,95, oszacowac przedzialy ufnosci dla parametrow
strukturalnych liniowej funkgji trendu.

7.49. Oszacowano nastepujacy model trendu

dlalatodt =1dot =5
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3]
(5]
ha

J, = 6928t + 57,067 + z (Zf _0),
(0,283) (0,483) (1,184)
Na poziomie istotnosci 0,05 zweryfikowac hipoteze o liniowosci trendu,
7.50. Czy liniowa funkcja trendu oszacowana na podstawie 18-elementowego
szeregu czasowego jest funkeja I1 rodzaju, jesli empiryczna liczba serii k = 9, a liczba
ckladnikéw o dodatnim znaku 1, = 8. Nie zanotowano sytuacji v, = ,. Przyjac poziom
istotnosci 0,05,

Rozdzial Vil

INDEKSY STATYSTYCZNE

Wyodrebnianie z szeregow czasowych trendu wahan sezonowych czy
przypadkowych jest mozliwe tylko w przypadku dysponowania duza liczbg
obserwacji badanego zjawiska (dlugie szeregi chronologiczne). Najkrétszy
szereg czasowy tworzy dwuelementowy zbior wartosci. Jedna z tych war-
toéci dotyczy okresu badanego (t = 1), druga zas - okresu przyjetego za
podstawe poréwnan (t = 0). Do analizy tego rodzaju szeregéw czasowych
wykorzystuje siec metody indeksowe, wsrdd ktérych wyréznia si¢ przyrosty
absolutne i wzgledne, indeksy jednopodstawowe i laficuchowe, indeksy dla
wielkoéci absolutnych i stosunkowych (ilorazowych).

8.1. Proste metody badania zmian szeregu dynamicznego

8.1.1. Przyrosty absolutne

Dwie liczby mozemy poréwnac ze soba przez odejmowanie lub dzie-
lenie. Odejmowanie dwéch wielkosci liczbowych daje w wyniku dodatni lub
ujemny przyrost absolutny (zwany tez przyrostem bezwzglednym). Przy-
rosty absolutne moga by¢ obliczane w stosunku do jednego okresu (mo-
mentu) lub tez okresu (momentu) stale zmieniajacego si¢. W pierwszym
przypadku méwimy o przyrostach absolutnych o podstawie stale] (jedno-
podstawowych), w drugim za$ — 0 przyrostach absolutnych o podstawie
zmiennej (lancuchowych).

Jezeli poszczegolne wyrazy szeregu dynamicznego oznaczymy przez:
Y1, Y2, Yn, @ za podstawe poréwnan przyjmiemy wielkr:\éri 11, to ciag przy-
rostow absolutnych o podstawie stalej przyjmuje postac:

Yo = Yirlz = Yiree o Yua ~ Ve Y =15 (8.1)

Ciqg przyrostow absolutnych laficuchowych przedstawia sig naste-
Pujaco:

Yo =Y Y3 —YareroYn1 = YnaeYn = Inr (8:2)

Przyrosty absolutne informuja o tym, o ile jednos@ek wzrosl (+) lub

zmalal () poziom badanego zjawiska w okresie (momencie) badanym w po-
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m) przyjetym 2a podstawe. Pl'xy’rt‘wgly_.-,h%n_
lutne (zarowno jednopodstawowe, jak i Ian-:‘,l..mhcvfwi‘} 1:“1 WIlt'lllxr:leL_lam.l mia-
nowanymi, wyrazonymi w tych samych ]udnn:u.!ka:.h’ mnaltk_\ co .La,-ﬂd“.“c
ziawisl&o. Sy one zatem wykorzystywane do }1}11(1“:]11;1|1 poziomu zjawisk
wyrazonych w takich samych jednnstl-‘:ach {qum.znyu i :

[stotnym zagadnieniem przy obliczaniu pr‘.c;,fr('-::tuw a’nﬂnhlln}u{h !Cdj
nopodstawowych jest wybdr podstawy porownan. Wybrany do poréwnan
okres (moment) powinien by¢ na tyle chara.'.kt_u:‘y:;l}nf'.r.ny; aby pozwalal po-
znac istote zachodzacych zmian. Dlatego tez nie nalezy za podstawe pOToW-
nan przyjmowac okresu zupelnie wyjatkowego pod -.v-,:p_h;d?m poziomu
badanego zjawiska, gdyz wszystkie porownania b.yl_\}b}-' wowczas znie-
ksztalcone. Badajac np. rozwoj prndukcji roslinnej nie mozna za podstawe
pnréwnali przyjmuwac' plonow ;:icm'm]r‘lml:jw z tego roku, w ktorym zano-
towano wysoki nieurodzaj. Przyrosty absolutne dawalyby bowiem nie-
slychanie korzystny obraz rozwoju produkgji roslinnej.

réwnaniu z okresem (momente

#.1.2. Przyrosty wzgledne

Przyrostem wzglednym nazywamy iloraz przyrostow absolutnych
zjawiska do jego poziomu w okresie (momencie) przyjetym za podstawe po-
rownan. Przyrosty wzgledne, podobnie jak absolutne, moga by¢ jednopod-
stawowe lub laficuchowe, Ciag wartosci przyrostow wzglednych o podsta-
wie stalej (1) jest nastgpujacy:

UYa =l Yy — W=y Y=V
o .1'.3 y]'“.i.ﬂl J"Ir:_‘r_r”___.'_l" (8-3]
h Y % h

Ciag wartosci przyrostow wzglednych lancuchowych mozna nato-

miast zapisaé w postaci:
yl_.‘h Ya _h.!'ll an-l‘f!'n-?. Yo = Yua
Lj Y2 Yu-2 Y

Przyrosty wzgledne wyrazane sq w ulamkach lub w procentach. In-
formuja one o tym, o ile wyzszy lub nizszy jest poziom badanego zjawiska
w danym okresie w stosunku do okresu bezposrednio poprzedzajacego
(przyrosty wzg_hgdne laricuchowe) lub w stosunku do okresu przyjetego za
podstawe poréwnan (przyrosty wzgledne jednopodstawowe). Przyrosty
wzgledne moga by¢ wielkosciami dodatnimi, ujemnymi lub réwnymi zero.

Prz?frosty wzgledne laficuchowe okreslane sa mianem wskaznikéw tempa
zmian.

(8.4)

8.1.3. Wskazniki dynamiki (indeksy)

Badl Wskaznikiem dynamiki (indeksem) nazywamy stosunek wielkosci
a a.mle(go zjawiska w da.nyrn okresie (momencie) do wielkosci tego samego
zjawiska w innym okresie (momencie), przyjetym za podstawe poréwnar.

Y Indeksy statystyczne
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Okres, Z I-Tlnmgo big SN wielkos¢ poréwnywana, nazywamy okresem ba-
danym (sprawozdawczym), a okres, do ktorego odnosimy wartodc
rownywana, okreslamy mianem okresu bazowego {Pgdst“:owe 0) '}EED{.
poziom zi_m.vi:;ka w okresie (momencie) badanym Oznaczymy SYfflgboiem ]E'I
aw okresie podstawowym przez yg, to wzér na indeks przyjmie nas@?dqﬁ;
I;.u.«'-lac:
=
Yo
[ndeks jest wielkoscia niemianowana i moze by¢ wyrazony w ulamku
lub w procentach. ] ezeli przyjmie on wartosc z przedzialu: 0 < i < 1, éwiadczy
to o spadku poziomu zjawiska w okresie badanym w stosunku do okresu
}_‘n{'ldﬁl:‘l\\-‘tl\vt‘l;‘t']. Wiegksza od jedynki (lub od 100%) warto&¢ indeksu infor-
muje 0 wzroscie poziomu zjawiska w okresie badanym w poréwnaniu
2 okresem podstawowym. Wartosc indeksu rowna 1 (lub 100%) oznacza, ze
wielkos¢ zjawiska w poréwnywanych okresach byla taka sama.
Wskazniki dynamiki (indeksy) mozna podzieli¢ na jednopodstawowe
i lancuchowe. Ciag indeksow o podstawie stalej mozna zapisac - przy pod-
stawie porownan i1 — nastepujaco:
WY Yel Y
s AL hoh
Ciag indeksow lancuchowych mozna zapisac jako:

(8.5)

(8.6)

0¥ e Yan
Technike obliczania przyrostéw absolutnych wzglednych oraz inde-
ksow przedstawia tablica 8.1.

L el S (87)

Tab. 8.1. Obliczanie przyrostéw absolutnych, wzglednych oraz indeksow

I I _Pr:cyrcstx absolutne | Przyrosty wzgledne (w %) Indeksy (w %) !

L(af;a e ]edr:::g-:lgsta- e ]Edr:gg‘z:sta- l?lf“:“' gedJEDp:;:sta El 'lt:;
. @ = 1) = 100 POV | ¢ = 1y =100 T [ =1) = 100

1 [346] 00 0,0 000 |

2 | 363 1,7 17 49 49 1049 1049
e [eza]m  z& 15 || 3,0 108,1 103,0
4 397 5,1 23 147 6,1 a7 | 1061

5 [397 51 0,0 147 0,0 fdze| mc-.uﬂ
| 6 [a1,3 67 1,6 19,4 4,0 119,4 104,0
7 [380 34 3,3 9,8 8,0 109,8 920 |

8 |43.2 86 S| 24,9 13,7 1249 1137 |

Zrédlo: dane umowne. Obliczenia wlasne.
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Jak wynika z tab. 8.1, miedzy przyrostami 1\'Zg|_t?d nymj a iI1(‘1.L’|-:F+r’1mi ist-
nieje $cisly zwigzek. Indeksy iednn!:mdstawowe F‘1F1LI[;HIDIL: ivma}c z |:frzyrc?-
stéw wzglednych o podstawie stale] et dodanie '“. (lub 1, jesli posluguj-
emy sie ulamkami, a nie wielkosciami prncenl'nwyn't.:}. : : '

W analogiczny sposob mozna dokonac zamiany :‘m‘*]ck:;ow L.mcu-
chowych na przyrosty wzgledne lancuchowe. Mozna rowniez d‘chmac ope-
racji odwrotnej, tzn. zamieni¢ indeksy na przyrosty. \’V]EIRUFF_‘Pl'zyrnslu
wzglednego otrzymujemy jako pmnnieisznna{ul 1.ﬂ[] (lub 1) \\'arl!nﬁcl ll'lf.‘ic-‘ksu.

W praktyce badan statystycznych czescie] \V)’k[ﬁl'?:}"ﬁt!.l]l’? sie l’ndeks_\,:
niz przyrosty. Na indeksach wygodniej jest bowiem dokonywac o kt"csfunych
przeksztalcen algebraicznych. Przeksztalcenia te dotycza zazwyczaj zamiany
indeksow jednopodstawowych na lancuchowe i odwrotnie oraz zmiany
podstawy w szeregach indeksow jednopodstawowych.

Zamiany indeksow jednopodstawowych na laricuchowe dokonujemy
przez dzielenie indeksow jednopodstawowych przez siebie zgodnie ze
wzorem:

Y Yr_ Vi

(8.8)
H ¥ Yia
Tab. 8.2. Operacje na szeregach indeksowych
Absolutny Indeksy jedno- : Za‘mialna [ _ -ia_l.'niana . -Zﬁi_i;ila_[agasl?wy
t| poziom podstawowe | indeksow jedno- | indeksow lan- w indeksach jed-
5 0 podstawie | podstawowych | cuchowych na | nopodstawowych
jawiska (1) ;
| | i iy t=3 na lancuchowe |jednopodstawowe| zt=3nat =1
Lo | Mt o
1 1 Wiy = I{—---—]z.—. ===1
: : L A ¥ ¥a
Vol Ja W M2 Y,
) 4 . Eores = 22 L= === = ==
¥ L B 4 oY Vs Vs W
. Yo ¥a Vs Ys % V5 |
3 3 Uity = s =1 —_——=== 1
& Sf | Y% W s Yo Y5 M I
; | Bt _ ¥ Y Vo _ % |
4 ¥ A RS fpy = = b _ N |
et Yo% W et ¥ Ys ¥s W |
5| s Yeily 5.0 Y Yo Ys _ Y5 LGS L
¥ W Bl Y% L

Zrédlo: dane umowne. Obliczenia wlasne.

Zamiany indeks6w laricuchowych na jednopodstawowe dokonujemy
wedlug nastepujacych zasad:

.1) inde.ks jednopodstawowy w okresie nastepujacym bezposrednio po
okresie przyjetym za podstawe jest taki sam jak indeks lancuchowy;

2) indeks jed : 3 _
W ) Jednopodstawowy w okresie przyjetym za podstawe wynosi

Indeksy statystyczne
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3) dalsze indeksy jednopodstawowe po okresie przyjetym za podsta-
we Otrzymu)emy mnozac w sposob narastajgcy kolejne indeksy lancuchowe
liczac od wskaznika lancuchowego znajdujacego sie tuz po okresie POdsta:
wowym;

4) indeksy jednopodstawowe przed okresem podstawowym s3 od-
wrotnosciq iloczynow kolejnych indeksow laticuchowych, liczac od okresu
przyjetego za podstawe.

Zmiany podstawy w indeksach jednopodstawowych dokonujemy
przez dzielenie poszczegdlnych indeksow przy danej podstawie przez in-
deks jednopodstawowy tego okresu, ktory przyjmujemy za nowa podstawe.

Schemat ilustrujacy operacje na szeregach czasowych przedstawiono
w tab. 8.2.

8.1.4. Obliczanie Sredniego tempa zmian zjawisk w czasie

Zarowno indeksy jednopodstawowe, jak i lancuchowe pozwalaja na
oceng zmian badanego zjawiska migdzy wyroznionymi okresami (momen-
tami). Czesto jednak zachodzi koniecznosc oceny zmian danego zjawiska
w calym okresie objetym obserwacja. Do tego celu wykorzystuje sie srednia
geomelryczna.

Srednia geometryczna (7¢) jest pierwiastkiem n-tego stopnia z iloczy-
nu n zmiennych. Z n wielkosci absolutnych mozna utworzy n - 1 indeksow
lancuchowych. Dysponujac zatem ciggiem indeksow lancuchowych, srednia
geometryczng obliczymy nastepujaco:

7 =i_i_l'__l’_\f]"11fm 89)
N Y2 Yuz Ym i=2 Vi
Jesli opieramy sig na informacjach podanych w postaci wielkosci abso-
lutnych, $rednia geometryczna mozemy obliczyc ze wzoru:

gg = n-1 lJ.“_ (3_10}
\ %

Z relacji (8.10) wynika, ze $rednia geometryczna j.est _pier'.-viastlde_m
stopnia # - 1 z ilorazu absolutnych pozioméw badanego zjawiska z ostatnie-
go i pierwszego okresu (momentu). ; I ;

W przypadku, gdy podstawa do wyznaczenia Srednie] gr-:*ometryczne)
jest ciag indekséw jednopodstawowych, wykorzystujemy Wzor:

= | ostatni indeks jednopodstawowy (8.11)
A7 pierwszy indeks jednopodstawowy

Srednie tempo zmian w okresie, ktérego dotyczy szereg czasowy,
W wyrazeniu procentowym, definiuje si¢ ]akf: o
srednie tempo zmian = (Vg ~1)-100. (8.
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52 ; ] jemy i sjami dotyczacymi indeksow lan-
alozmy, ze dysponujemy informacy: loly i i
‘uchniv:ii n;v,ukresi:}r = . s B 005; 0,928; (,958; 0,978; 0,833; 0,970;
L (] ¥ r i i) T ; .
0,989, Zauwazmy, ze dlan = § utworzono 1 -1 = 7indeksow lancuchowych,
‘ : sl & 1 TR o '
Wykorzystujac wzor (8.9) obliczamy $rednig geometryczng:

7 —2/1,005-0,928-0,958- 0,078 -0,833-0,970- 0,989 = 0,965,
Jg ¥ = g ¥ ke
Srednie tempo zmian w calym rozpatrywanym okresicod t=1dot=8
jest zatem rowne:
(0,965 ~ 1) 100 = -3,5%. ‘ S
Oznacza to, ze w latach od t = 1 do { = 8 poziom badanego zjawiska
zmniejszal sie z roku na rok srednio o 3,5%.

8.2. Indeksy indywidualne i agregatowe

Wskazniki dynamiki (indeksy) mozna podzieli¢ na indywidualne
(proste) i agregatowe (zlozone). Indeksy iml_\;u-'idunlnu dotyczg pojedyn-
czych zmiennych reprezentujacych jednorodne, nierozkladalne zjawiska
(np. spozycie ziemniakow w gospodarstwach domowych, liczba sprzeda-
nych biletéw w kinie). Indeksy agregatowe (zespolowe) obliczane sg dla nie-
jednorodnego zbioru elementow (np. wielkos¢ produkeji roznych asor-
tymentow wyrobow).

8.2.1. Indeksy indywidualne

Indeksem indywidualnym nazywamy iloraz poziomow tego samego
pojedynczego zjawiska z dwach réznych okreséw (momentow). W statys-
tyce spoleczno-ekonomicznej rozpatruje si¢ zwykle trzy rodzaje indywidu-
alnych wskaznikow dynamiki: indeksy cen, ilosci i wartosci.

Indywidualny indeks cen wyraza relacj¢ poziomu cen okreslonego
dobra w okresie badanym i w okresie podstawowym, czyli:
9L
L, ==,

Po
gdzie: i, —indywidualny indeks cen, p, - cena jednostki wyrobu w okresie
badanym (sprawozdawczym), p, - cena jednostki wyrobu w okresie pod-
stawowym (bazowym),

Indywidualny indeks ilosci (masy fizycznej) oblicza sig jako stosunek

llosci okreslonego wyrobu wytworzonego w okresie badanym i w okresie
podstawowym, tzn.:

(8.13)

sl (8.14)

o

gdzie: i, —indywidualny indeks ilosdi, g,
w okresie badanym, g,
stawowym. lloczyn ilos

et = iloS¢ wyrobu wyprodukowanego
~ ilos¢ wyrobu wyprodukowanego w okresie pod-
€l wylworzonego wyrobu w okresie badanym i ceny
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lego wyrobu z tego samego okresu daje w wyniku wartosé (w0, =qpy). Po-
ie oblicza sie wartosé w okresie podst PR '

dobnie oblicza sig i k c_ Il..h‘}. mlstaw-:my‘m, Wy = qpy. lloraz wartos-

¢i wyrobu wytworzonego w okresie badanym i w okresie podst

y » % EIW{IW}'m
pazywamy indywidualnym indeksem wartosci:
Al
i 8.15
Qoo Wy ( )

gdzic: i, — indywidualny indeks wartosci, w, - warto$¢ w okresie badanym,
iy — Wartosc w okresie podstawowym.

Indywidualne indeksy: cen, ilosci i wartodei, informuja o zmianie
(wzroscie lub spadku) tych wielkosci w okresie badanym w pordwnaniu do
okresu przyjetego za baze. Miedzy tymi indeksami zachodzi nastepujgca
relacja:

o =TT (8.16)

Relacja (8.16) nosi nazwe réwnosci indeksowej dla indeksow indywi-
dualnych. Rownosc ta umozliwia - przy znajomosci dowolnej pary sposrad
wyroznionych indeksow - obliczenie trzeciego indeksu.

8.2.2. Indeksy zespolowe dla wielkosci absolutnych

W praktyce badan statystycznych niejednokrotnie zachodzi potrzeba
obliczania indeksoéw dotyczacych calego zespolu (agregatu) jednostek. Do te-
go celu stosuje sig indeksy zespolowe (agregatowe). W zaleznosci od przed-
miotu badan wyrézniamy indeksy zespolowe dla wielkosci absolutnych
i indeksy zuspu.lnwc dla wielkosci stosunkowych. A%

W grupie zespolowych indekséw dla wielkosci ﬂbs_olutnych wyrdznia
sig agregatowy indeks wartosci, ceni ilosci. Agregatowy indeks ':vartoém jest
ilorazem sum wartosci badanych débr w okresie badanym i w okresie
podstawowym, czyli:

e 2 _ Db (8.17)
"7 w2l

gdzie: I, — agregatowy indeks wartosci badanego zespolu W)’mb‘""""zfl'tl’l =
=Y w; — suma wartosci badanego agregatu W okresie badanym, oo
=Y w, - suma wartosci w okresie podstawowym. ; i
W zapisie indeksu (8.17) opuszczono = dla UP"E‘SZCZET'E‘ = BB
sumowania; rozciggajq si¢ one na wszystkie -.:I-Iume‘nt}f agrega ‘:‘l* i olaR
Agregatowy indeks wartosci wyraza zmiany, jakie RSARRY K0 e
badanym w poréwnaniu z okresem P"ds‘awuw}lmlzarb:;iema sily i kie-
okreslonego agregatu, jak rowniez w ich cenach. W ce U:' c;-z ST B
runku zmian wylgcznie ilosci lub tylko cen wyrol::ﬂ‘: :'L I?lugii}-;ﬁzyczn}'ch
analizowanego agregatu, oblicza si¢ agregatowe ince i
rozmiaréw, masy fizycznej) i agregatowe IeEkEyiRes
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Konstrukcja agregatowych indeksow iln:’a::i _i cen oparta_iq%t na meto-
dzie eliminacji, zwanej tez standaryzacja wsk{lznlkﬂw d_vna{mk:. SlﬂliFlalry-
zacja polega tu na ustaleniu stalego poziomu jednego z dwdch czynnikow:
cen lub ilogci. Do uzyskania agregatowego indeksu ilosci unieruchamiane s
(ustalane na stalym poziomie) ceny. Do uzyskania agregatowego indeksu
cen, unieruchamia sig iloci. Wybor okresu standaryzacji zalezy od celu ba-
dania i posiadanych informacji statystycznych. Najczescie] wykorzystuje sie
dwie formuly standaryzacyjne: Laspeyresa i Paaschego.

Standaryzacja wedlug formuly Laspeyresa polega na unieruchomie-
niu ilosci (przy obliczaniu agregatowego indeksu cen) lub cen (przy obli-
czaniu agregatowego indeksu ilosci) na poziomie okresu podstawowego
(bazowego). Standaryzacja wedlug formuly Paaschego polega na unierucho-
mieniu ilosci w indeksie cen lub cen w indeksie ilosci na poziomie okresu
badanego (sprawozdawczego).

W zaleznosci od przyjetej formuly standaryzacyjnej mozna zatem
wyroznic dwa rodzaje agregatowych indeksow ilosci i cen: Laspeyresa
i Paaschego. Agregatowy indeks ilosci wedlug formuly Laspeyresa przyj-
muje nastepujaca postac:

rL _ _thﬁ’n ‘
2 doPo (8.18)

Agregatowy indeks ilosci wedlug formuly Paaschego oblicza sig ze

WZOru:
e Z'Tl!-’l
; Z'Tcl.”l

Agregatowe indeksy ilosci informujg o tym, o ile — przecigtnie biorge —
wzrosla lub zmalala ilos¢ okreslonego zbioru artykuléw w okresie badanym
w porownaniu z okresem podstawowym (przy odpowiednim zaloZeniu
przyjetym w formule standaryzacyjnej).

Agregatowy indeks cen jest ilorazem sumy wartosci okreslonego zbio-
ru artykulow w okresie badanym i sumy wartosci tych samych artykulow
w okresie podstawowym przy stalym ,koszyku” ilosci. P;'zy obliczaniu

(8.19)
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Agregatowe indeksy cen odpowiadaja na pytanie, jak zmienily si
hr;{uci'{'lnie biorac - ceny danego zbioru artykulow w okrésie l:u::v.ciz:rlin:1!]r T
rownaniu z okresem podstawowym, przy unieruchomieniy ilos’.y' WLk
okresach, zgodnie z przyjeta formulg standaryzacyjna. 2

Agregatowe indeksy cen i ilosci obliczone wedlug formul Laspe
i Paaschego dla tego samego agregatu zwykle roznia si¢ migdz sc[:Jb }'rgsa
wstaje zatem pytanie, ktora z tych formul jest poprawniejsza? Zali-ca siq' a’r?-
- przy pelnym dostepie do informacji — oblicza¢ indeksy agregatowe wildluy
obydwu formul standaryzacyjnych. Formuly te wyznaczaja bowiem granicg
zmian w dynamice badanego agregatu.

W przypadku niezbyt odleglych okresow poréwnawezych (tzn. okre-
sow podstawowego i badanego) obliczane sq réwniez agregatowe indeksy
wedlug formuly Fishera. Agregatowy indeks typu Fishera jest §rednig geo-
metryczng indeksow standaryzowanych (cen i ilosci) wedlug formul La-
speyresa i Paaschego. Zgodnie z podang definicjq, agregatowe indeksy ilosci
i cen wedlug formuly Fishera przyjmuja postac:

Iy = \h,} A7 (8.22)
= Jr; i (8.23)

Jak latwo zauwazy¢, pomigdzy agregatowymi indeksami wartosci,
iloéci i cen zachodza nastepujace zwigzki:
£
I =IC 1 =1l =S e (8.24)
Zwiazek okreslony relacja (8.24) nosi nazwe réwnosci indeksowej dla
indeksow agregatowych (zespolowych). Jesli dysponujemy informacjami
o poziomach dwoch sposrad trzech omawianych indeksow agregatowych,
to mozemy obliczy¢ wielkosc indeksu trzeciego.
W przedsigbiorstwie produkujgcym trzy rodzaje wyrobow zebrano
informacje dotyczace produkgji (w tys. sztuk) oraz cen jednostkowych (w zl)
w dwéch latach: t = 0 oraz t = 1 (por. tab. 8.3).

w obu

oraz

Tab. 8.3. Produkcja i ceny jednostkowe

agregatowych indeksow cen role wag spelniajq ilosci zuiac iloéci

=gatc ja ilosci. Standaryzujac ilosci na i 3

poziomie okresu destawowegg otrzymujemy agregatowy i Produkeja w tys. sztuk | Ceny jednostkowe w zl
1 ind typu

Laspeyresa: R IERIP ERe ALY AN Ceks eItV el i = E=0 b=1
Ik = 2. Pifl (8.20) A 1,2 15 10,0 :.u
pi= : . 6 A

ZP% D 1,5 14 5
[ 0,8 1,0 50 58

Jesli przyjmiemy za niezmienne ilosci na iomi
: poziomie okresu badanego,
to otrzymamy agregatowy indeks cen wedlug formuly Paaschego: 3 ]
i _Z@l Naszym zadaniem jest odpowiedz na pytanie: jak ’-'.mle“ﬂa SIGWaIio ‘ié
S (8.21) produkeji w poréwnywanych latach? Jaki wplyw na zmiang W,Mt-l,osu P
dynamika cen, a jaki dynamika ilosci produkowanych wyrobow?

Zradlo: dane umowne.
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Odpowiedzi na postawione pytania wymagaja przeprowadzenia
okreslonych obliczen. Sa one zawarte w tab. 8.4.

Tab. 8.4. Obliczenia pomocnicze

i Wy-r;J-h_'.'-.l : _:1|1i'ﬂ-| !r Mp1 | _i{rlPi f}1j_'.l |
A | 1200 | 1350 | 1080 | 1500 |
‘__ B ] 075 | 9,80 m,ﬁt}__; 9,10 |
e E ol 4.11{_1__i 5@{! 4,64 i 5,00
|_ Razem | 25,75 ! 2910 | 2594 | 29,10

Zradlo: obliczenia wlasne.

Podstawiajac odpowiednie dane liczbowe z tab. 8.4 do wzoru (8.17),
otrzymujemy:
R 29,10

w ‘_"__; 0

-'-tSr"‘-.'

100 =113%.

Wynik ten oznacza, ze laczna produkcja wyrobow w roku t =1 wzrosla
W poréwnaniu z rokiem t = 0 o 13%. Zlozyly si¢ na to zarowno zmiany
w ilosciach produkowanych wyrobdw, jak tez w ich cenach.

W celu oszacowania wplywu dynamiki ilosci i dynamiki cen na 13%
wzrost wartosci produkcji, nalezy wyznaczy¢ agregatowe indeksy ilosci
i cen. Agregatowe indeksy ilosci, obliczone wedlug formul standaryzacyj-
nych Laspeyresa (wzor (8.18)) i Paaschego (wzor (8.19)) sa réwne:

29,10

It = 100 =113,010%,
157
p 2910

= -100=112,182%.
25,94
Fizyczne rozmiary produkcji wszystkich wyrobéw lacznie wzrosly
0 13,01% (przy zalozeniu stalych cen z roku t = 0) oraz o 12,182% (przy
zalozeniu stalych cen z roku f = 1), Réznica migdzy tymi indeksami jest nie-
wielka i mozna ja uznac za nieistotna statystycznie, Zastosowanie formuly
Fishera (wzor (8.22)) daje wynik:

f;' = /1,1301 1,12182 =1,1259 = 112,59 %.

Stos:ujq:: wzory (8:20) i(8.21) otrzymujemy oszacowania dynamiki cen
przy zaloZeniach wlasciwych formulom Laspeyresa i Paaschego:

25,94
e S = T %
e 100,749%,
s 29,10
1" =222 100 =100%
29,10 10

Ta.k wiec przy zaloZeniu stalych iloéci na
wszystkich wyrobéw wzrosly 0 0,74% w roku ¢
Gdyby przyjac stale ilosci produkcji

poziomie roku t = 0, ceny
=1 w poréwnaniu z f = 0.
Z roku f = 1, to ceny wszystkich

Indeksy statystyczne
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“pyt'ul_‘lg-'l\.\.‘ w roku t = 1 nie zmienilyby sie w poréwnaniu z rokiem t = () In
deks cen obliczony wedlug formuly Fishera jest natomiast rowny: '

F T ;

[, =1,0074-1,00 = 100,37%,

Dekompozycje agregatowego indeksu wartosei mozna ostatecznie
zapisaC w postaci rownosci indeksowej (wzor (8.24)):

1,13=1,0074.1,12182 =1.1,13.

W zaprezentowanej powyzej procedurze obliczania agregatowych
indeksow wartosci, cen i ilosci konieczna jest znajomogé cen i iloéci zarowno
z okresu podstawowego, jak i badanego. W przypadku braku tego rodzaju
informacji korzysla si¢ z rownowaznych wzoréw o postaci Sredniej arytme-
tycznej lub sredniej harmonicznej.

Agregatowe indeksy wartosci przyjmuja postac:

y Z Wy - 1y,

I, ot U0
At ZH’“ (3.25)

oraz

D

),

(8.26)

Hlw =

L

o

Agregatowe indeksy ilosci s3 natomiast okreslone wzorami:

= ZM (8.27)

A JI' y
Wy

oraz

[ 2 (8.28)

i Zw,_'
b
Formuly obliczania agregatowych indekséw cen przedstawiajq si¢

nastepujaco:

s Bl (8.29)
ASp Zwu
oraz
foe iy (8.30)
P i,
2 :

Wzory (8.25), (8.27) i (8.29) dotycza postaci éredpic}ar.ytumtyczne]': Wzo-
ry (8.26), (8.28) oraz (8.30) - postaci érednioharmoniczne;.
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8.2.3. Indeksy zespolowe dla wielkosci stosunkowych

Wielkosci stosunkowe (ilorazowe) 54 wskaznikami natgzenia wyra-
Zzajacymi stosunek dwoch zj awisk logicznie ze sobg pt*-w_lqmn_vld\. Przykla-
dem wielkoéci stosunkowych sa takie kategorie ekonomiczne, jak:

~ wydajnos¢ pracy (iloraz produkcji i czasu |1r-;?c5f‘), x

- koszt jednostkowy (iloraz kosztow calkowitych i wielkosci produkgji),

~ érednia placa (iloraz funduszu plac i liczby zatrudnionych).

Kazda wielkoé¢ stosunkowa mozna rozpatrywac jako ogdlng (ze-
spolowa) i czastkowa (jednostkowa). Wielkosci stosunkowe czastkowe za-
pisujemy w postaci ulamka:
x=2 (8.31)
b
stad

a
a=x:-borazbh=—=—.a
XX
Wielkosci stosunkowe ogolne (dotyczace calej zbiorowosci) zapisuje-

my w postaci ulamka: A
A Zn Z.&:.{: L!!
Mo Sl < (8.32)
B Zh Zh Zﬂi
B
Narzedziem analizy dynamiki wielkosci stosunkowych sg indeksy
wielkosci stosunkowych. Oznaczajac przez X; ogdlng wielkos¢ stosunkowa
w okresie badanym, a przez Xy wielkos¢ stosunkowq w okresie podstawo-
Wym, mozemy zapisac

P X > ; > ay 5 Z":l'hl:_Z"'llbﬂ i Z”l, > a
Xy Xh Yh 2bh b Zﬂ.E"“.
Xy Xp

Indeks okreslony wzorem (8.33) nosi nazwe agregatowego (zespo-
lowego) indeksu wszechstronnego albo indeksu o zmiennej strukturze. Jak
wynika z relacji (8.33), indeks ten mozna obliczac za pomocg trzech r6znych,
ale rownowaznych sposobéw. Zastosowanie kazdego z nich uzaleznione jest
od informacji, ktérymi dysponujemy.

Wartos¢ indeksu wszechstronnego jest wypadkowq dzialania dwoch
czynnikéw, a mianowicie;

1) dynamiki czastkowych wielkosci stosunkowych,

2) zmian w strukturze czynnikéw a lub b,
: Wplyw dynamiki czastkowych wielkosci stosunkowych na poziom
indeksu wszechstronnego okreslaja indeksy zespolowe wielkosci stosunko-
wych o stalej strukturze. Przyjmujac za niezmienne wskazniki struktury

czynniké'-\f aibzokresu podstawowego (formula Laspeyresa), otrzymujemy
wzory na indeksy o stalej strukturze:

(8.33)
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P o, X
af gy Z ?l . Z ﬂlg_’
A Xa
j’ = _Z_ﬂ‘l : Z""Ohn
x/'by Z ,]U - —"'———.z !'1" 4 {8-35)

Stabilizujac wspolczynniki struktury czynnikéw a i b na poziomie
okresu badanego (formula Paaschego), otrzymujemy:

_Xn, Xa

(8.34)

I

x/ny a, a ¥ (3-36]
T ya
2.4k b
T 2ol
il by Z hl Z b.l {8.37]

Wplyw zmian w strukturze czynnikéw a i b na poziom indeksu
wszechstronnego okreslajg indeksy zespolowe zmian strukturalnych. In-
deks zmian strukturalnych typu Laspeyresa otrzymujemy przyjmujac za
stale czastkowe wielkosci stosunkowe z okresu podstawowego. Agregatowy
indeks wplywu zmian w strukturze czynnika b typu Laspeyresa ma na-

stepujgca postac:
Xoby ) xoh
h‘lrh '_'Z ’ I:Z 1J0< (8.33]
xf xy Zfr‘ ZI:B
Zespolowy indeks wplywu zmian w strukturze czynnika a obliczony

wedlug formuly Laspeyresa okresla wzar:

P20 (8.39)

a'xlxy P o a
1L S
2 X 2 X
Jezeli za niezmienne przyjmiemy czastkowe wielkosci stosunkowe
z okresu badanego, to otrzymamy indeks wplywu zmian strukturalnych ty-

pu Paaschego. Agregatowy indeks wplywu zmian w strukturze czynnika b,
obliczony wedlug formuly Paaschego, jest rowny:

_ L, 2 by (8.40)
g
Agregatowy indeks wplywu zmian w strukturze czynnika a, wedlug
formuly Paaschego, okreslony jest wzorem:

2, 2o (8.41)
[t ﬂ_ll
DA s

hI

a‘xln -
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W konkretnym badaniu statystycznym Li:}l}*c2t3c5'11? :mﬂli;f.}-'r dyna |“i|<.:l
wielkosci stosunkowych o doborze odpowiedniej postaci 111l|15‘k50‘}’\.' Q f»lalf-:]
i zmiennej strukturze decyduja wzgledy nwl'l}’lm'h’c""“f- Oblunl »‘j*l'; tiailes
wicie te indeksy, ktore wywieraja bezposredni w!ﬁyw na dynamike Padang
wielkoéci stosunkowej. Na przyklad bezposredni wplyw na d)’““‘?"k‘? uro-
dzen maja zmiany w strukturze kobiet 1.‘|.: wieku rozrodczym {C'f:jirf“m_k !T}- Dla-
tego przy badaniu dynamiki plodnosci® nie |11n‘p-.'ltrzc!:-}= nhlgfama indek-
s6w o stalej i zmiennej strukturze czynnika a (liczba ut-ndzunl.’:j-,*w_vcll*n]. :

Pomigdzy indeksem wszechstronnym a indeksa mi 0 stalej i o zmiennej
strukturze czynnika b, przy zachowaniu przemiennosc formul standaryza-
cyjnych, zachodza nastepujace relacje:

Ly (8.42)
L=l Tun (8.43)

Analogiczny zwigzek ma miejsce miedzy indeksem wszechstronnym
aindeksem o stalej strukturze czynnika a i indeksem wplywu zmian w struk-
turze czynnika a, tzn.:

I =Ly

= 'Fl.qu n Iw‘ X’ (8.44)
=l (a5 (8.45)

Korzystajac z relacji od (8.42) do (8.45) — zwanych rownosciami in-
deksowymi dla wielkosci stosunkowych — mozna metoda posrednia ob-
liczy¢ jeden z trzech indeksow, jezeli tylko znane s dwa pozostale.

Zasady konstrukcji indeksow dla wielkosci stosunkowych oraz sposob
interpretacji otrzymanych wynikow zilustrujemy przykladem modelowym.

W tab. 8.5 podano informacje dotyczace produkcji (w tys. sztuk)
i efektywnego czasu pracy (w tys. robotnikogodzin) w czterech kooperu-
jacych ze soba zakladach.

Tab. 8.5. Produkgja i efektywny czas pracy zakladéw w latach t = 0it = 1

Zaklady Produkcja w tys. sztuk _ :Evfr‘_"l_t“tywny Ezaf_}'l_zacy(w_t;f;bs)_
t=10 t=1 t=0 t=1
A 2842,0 1967,6 TOTE | e e
Bl 255 2539,2 ' 88,2 86,5
C 2950,0 3513,7 983 117,7
D 2426,2 1857,3 88,4 92,2

Zrodlo: dane umowne.

Naszym zadaniem jest przeprowadzenie wszechstronnej analizy dy-
namiki wydajnosci pracy we wszystkich zakladach lacznie.

1 T
Plodnosc¢ jest ilorazem urodzen zywych do liczby kobiet w wieku rozrodezym.
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Informacje liczbowe zawarte w tab. 85 pozwalaja na obliczenie
wszechstronnego indeksu wydn%uéci pracy wedlug wzoru:

I =_hfﬂ:z-"ubu
Fao (8.46)

Obliczenia pomocnicze zawiera tab. 8.6,

Tab. 8.6. Obliczenia pomocnicze

— T
Zaklady A = !_1: = H i h Bl sl

T A | 23 | 338 | Souna ansl 41,93 | 1967.94

BRI s 295470 | 254310

" C | abp | TR0l G 17,7 294900 | 351913

B . | e e 884 | 922 | u216 | 1852

[ Razem | x| x| ama | se05 | 116779 | sessa9

Zradlo: obliczenia wlasne,

Wykorzystujac dane z tab. 8.6, otrzymujemy nastgpujacq wartos¢

wszechstronnego indeksu wydajnosci pracy:
e 9833.49:11]6?,?9 _25975 — 0,8815 = 88,15%
380,5 379,0 29,466

Otrzymany wynik oznacza, ze poziom wydajnosci pracy we wszyst-
kich czterech zakladach lacznie w roku t = 1 zmalal w por6wnaniu z rokiem
=00 11,85%. Na spadek ten mialy wplyw zmiany zarowno w czastkowych
poziomach wydajnosci pracy (w poszczegolnych zakladach), jak i w struk-
turze efektywnego czasu pracy. Przyjmujac za stalg (standardow:i!] strukture
czasu pracy na poziomie roku f = (), mozna obliczy¢ indeks o stalej strukturze
czynnika b wedlug formuly Laspeyresa. Sta ndaryzujac strukturg czasu pracy
na poziomie roku f = 1, otrzymujemy indeks o stalej strukturze czynnika b
wedlug formuly Paaschego. Obliczenia z tym zwigzane zawarte sa w tab. 8.7.

Tab. 8.7. Obliczenia pomocnicze

[Zakiady | = | wh | Xl i Tl
A | 243594 | 2841,93 | 196794 | 229593 | 1041 84,1

B 2593,08 295470 | 254310 | 289775 88,2 86,5
¢ | 23917 | 294900 | 251923 | 383100 [ 984 n77
D | 177684 | 242216 | 185322 | 252628 | 884 92,2j\
| Razem | 974503 | 1116779 | 988349 | 11 25096 | 3790 a80,5

Zradlo: obliczenia wlasne,
Indeks wplywu zmian w czastkowych poziomach 'f:'ydajnaém pracy -
przy stalej strukturze czasu pracy z roku b= 0 = wynosi:
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z 1'1-"1| ) E'tu”n "?'1."#,“.'1: 11167, 0,8726 = 87,26 %,

i =55, S, w9

Tak wige prey w_l,#t-!i|:1inm\n1|1iu raznych :all'l_llullll' czasu pracy _|1|'z.f-,?
przyjecie standardowe) struktury z roku [ = 0, n;.:nln}_* }1.'”'_1”I.I-1 wydajnosei
}“..I'l.\, w roku | jest nizszy o 12,7¢ Jh W porownaniu 2 rokiem = (),

Jezeli przyjmicmy za staly strukturg czasu pracy z roku | [, to
mozemy obliczy¢ indeks o stalej strukturze czynnika b wedlug formuly
I‘.l.'l.t'-cht:};n: b : ;

b Yk 988349 1125096 wous g7 g6y,

L R T R

e e

Qznacza to, ze przy zalozeniu stalej struktury czasu pracy z roku [ = 1,
ogolny poziom wydajnogel pracy w roku = 1 zmalal o 12,15% w poréw-
naniu 2 rokiem [ = (.

Whplyw zmian w strukturze czasu pracy na dynamike wydajnosci pra-
ey mozna zbadad za pomocy indeksu wplywu zmian strukturalnych, Prayj-
mujge do obliczen stale czastkowe poziomy wydajnosci pracy z roku = 0
olrzymujemy: )

r 2 Xoby D xoby  11250,96 11167,79

Ll S SER05 B9

Uzyskany wynik wskazuje, 2e gdyby czastkowe poziomy wydajnosci
pracy w roku = 1 byly takic same jak w roku t = 0, to na skutek zmian
w strukturze czasu pracy nastqpilby wzrost ogolnego poziomu wydajnosci
pracy o 0,348%.

Jezeli za niezmicnne przyjmiemy czgstkowe poziomy wydajnosci pra-
ey 2z roku f = 1, to otrzymamy agregatowy indeks wplywu zmian w struktu-
rze czynnika b wedlug formuly Paaschego:

H.T b _‘.!.‘ b ORB3.49 9745.03
- l“ ’:l..." L anonity 03 1,01021 = 101,021 %.
R S TRV

Oznacza to, ze gdyby w obu poréwnywanych latach czgstkowe
poziomy wydajnosci pracy nie zmienily sig i byly na poziomie roku t = 1, to
opolny poziom wydajnosci pracy w toku | = 1 wzréslby o 1,021% w po-
rownaniu z rokiem t = 0. Wzrost ten bylby spowodowany tylko i wylgeznie
amianami w strukturze efektywnego czasu pracy.

Prawidlowosd przeprowadzonych obliczent mozna sprawdzié, poslu-
Bujac si¢ rownosciami indeksowymi dla indeksow stosunkowych, okreslo-
nych wzorami (8.42) - (8.43):

L= Lyw Ly, = 0,8785:1,00348 = 0,8815,
L= Ly n Ly = 0,87261,01021 = 0,8815,

Spelnienie powyzszych rownosci

wadzonych obliczen.

100348 = 100, 348%,

!

swiadezy o poprawnosci przepro-
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8.1, Indeksy jednospodstawowe (o podstawie
nych w jednym dziale gospodarki narodowej w ost
sie nastepueo:

zroku | = 1) liezby zatrudnio-
atnich pigeiu latach ksztaltowaly

Lala | 1 ] 2

Indeksy ‘ 100,00 l 1164

R
1601
Wiedzage, 2e liczba zatrudnionych w roku | =

1 5
2506 2040

rud I wynosila 3200 tys, osob, oblicz
absolutne poziomy zatrudnienia w poszezegolnyeh latach badanego okresu oraz

wyznacz Srednie roczne tempo warostu zatrudnienia w okresicod 1= 1 dof = 5

8.2, Dynamika zatradnienia mierzona indeksami I.u"uu.u:lmwyn-.i w oslatnich B
latach ksztaltowala sig nastepujico:

||t |

Indeksy | 1017 | 1031 | 1044 | 1039 1035

6 7 B
1023 | 1000 | 1014
Dokonaj zamiany indeksow lancuchowych na jednopodstawowe o pﬁd,imw-ié
z roku | 1.
8.3, Dane sq nastepujaee indeksy jednopodstawowe wartosei produkeji pew-
nepo zakladu w ostatnich dziewigciu latach: 1,05 1,2; 1,2 1.4; 1,3; 1,5; 1,65 1,7: 1,8, W}'-
znaczyc indeksy lancuchowe oraz Srednie tempo zmian,

8.4, Uzupelnij ponizszqg tablice:

1 O —
[;I.nl.li_l} | 1 2 _ 3 " ._._‘___
" 00 3?6 il
Indeksy jednopodstawowe (f = 1) 1,2

- _1',‘1 é

|IIn-.luk.-ay laticuchowe i

8.5. Pordwnad grednie tempo zimian wartodei obrotow w zakladach X 1 Y
w ostatnich pigeiu latach, jesli:

a) indeksy jednopodstawowe o podstawie ¢ = 1 dla zakladu X s rowne: 1,0;
1,6; 2,1; 2,0; 2,2;

b) indeksy lancuchowe dla zakladu Y: 1,2; 1,2; 1,0; 1,8,

8.6, Ceny akeji pewnej firmy w clggu jednego tygodnia zmienily si¢ w sto-
sunku do ceny z poniedzialku nastgpujgeo: 1; 0,98; 1,02; tl,‘)‘]': 1,05, Jak Z'."de“""l!}' "V“F
ceny z dnia na dzien? Wyznaczy¢ indeksy zmian cen akeji w pordwnaniu z ceng z¢
frody.

8.7, Wyznaczyd rednie tempo zmian, _mniq:: cl_au'l__n;_: __

{ W 3 vt
L 190k N0 D
i,

h od t=1 do t=8

3. -
6121

8.8, Jednopadstawowe indeksy produkeji w latae
ksztaltowaly si¢ nastgpujico:
4
100

3
906

2

92

5 [ _?_
105 | 112 | 11

Lata 1
Indeksy a0
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A R 1. LU AL T ey

g i 25 worzvé indeksy jednopodstawowe
Korzystajac 2 powyzszych danych, utworzy | I

o podstawie z roku I = 1 :
8.9, Korzystajac z ponizszych danych, oblicz

stawowe 0 podstawie z roku I = 3: , .

[Lata : e l LR ‘ o o T R |

10 | 105 i e R

przyrosty wzgledne jednopod-

Lalta

Indeksy lanicuchowe |

it | _
8.10. Korzystajgc 2 ponizszych danych, wyznacz przyrosty wzpledne lancu-

chowe: I : ! .
[ F 7 5 | i
| Lata Al e L2 ‘ Sl - T P |
[Induk.-iy jednopodstawowe 90 92 | 9% | 100 104 | 110 ! 115 |

8.11. Produkeje wyrobu X w ostatnich 7 latach charakteryzujy ponizsze
indeksy lancuchowe:
_|.:'I|i1
Indl.'l-a_sy

i - . ;
1 [EEm ‘ R 5 1Y 5 [5 16 } 7 :
o428 | 93,79 56,54 1 40,96 5649 | 98,85 | 93,02 |

Oblicz §rednie roczne tempo zmian produki wyrobu w analizowanym
okresie. O ile zmieni sig produkcja wyrobu X w roku t = 7 w pordwnaniu z produkcjy
z roku | = 37

8,12, Zuzycie gazu sieciowepo przez wiejskie gospodarstwa domowe w pew-
nym wojewddztwie charakteryzuje nastepujacy szereg:

| Lata e e s [ 6 |
466 ‘ 586 | 710 74 | 83 | 1103 | 1407 |

Jakiego zuzycia gazu nalezy oczekiwac w roku T=097

| I a
,|Zuzycu.' W

8.13, Przyrosty wzgledne lancuchowe dotyczqce sprzedazy detalicznej arty-
kulu A w latach t = 1,2, ..., 7 przedstawiaja sig nastepujaco: 0,2; ~0,11; 0,0; 0,1 5;-0,14;
0,23, Utworzy¢ cigg indeksow jednopodstawowych o podstawie z roku | = 3.

8.14. W oslatnich dziesigciu latach srednie roczne tempo wzrostu liczby zareje-
strowanych samochodéw osobowych w wojewodztwie L bylo réwne 8,2%. Jakiej
liczby rejestracii nalezy oczekiwac w roku T = 1 + 2, jesli w ostatnim roku zarejestro-
wano ich 8 tysigcy?

8.15. Indeksy lancuchowe liczby samochodéw cigzarowych posiadanych
przez firmg transportowq przedstawiajg si¢ nastepujaco:

P:a{.-. ]1 [ P

Indeksy

5__.
M e R

E 102,1|106,0 | 105,4 | 111,0

Wyznacz Srednie roczne tempo zmian ilosci samochodow cigzarowych w ba-
danym okresie. Ustali¢ ilos¢ samochodoéw cigzarowych w roku T + 1, jesli w roku
T + 2 firma posiadala ich 200,

8.16. Srednioroczne tempo produkgji telewizoréw kolorowych w latach od
t = 1do! = 3 wynosilo 4%. Jakiej wielkosci produkcji telewizoréw nalezy oczekiwac
w roku czwartym, jesli wiadomo, ze w roku | = 1 wyprodukowano 10 tys. sztuk?

8.17. W latach od t = 1 do I = 5 przewozy pasazeréw kolejky linowq
ksztaltowaly sig nastepujaco (w tys. osb): 13,4; 14,0; 16,8; 18,5; 20,0, Zbadac¢ dynami-
kg przewozow pasazerdw za pomocq indeksow laicuchowyceh i jednopodstawo-

|

= — Indeksy statystyczne
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wych o podstawie z roku t = 3, Jakie bylo sredni

; i : orocz 5
w badanym okresie? ne tempo wzrostu przewozow
8.18. E-Jr\rl"l.c‘il‘ﬂik.'l dostaw apal'flf(’)w fotes

faga i praficznych d .
w miescie X w latach od ¢ = 1 do { yeh do sprzedaz

; detaliczne;
= 5 mierzona indeksami i Y Znej
1 ie ; ke ami jedn .
o podstawie z roku | = 0 ksztaltowala sie nastepujgco: 1(]4I' u;*.li‘?[dstawawym
Obliczy¢ indeksy lancuchowe dostaw oraz wyznaczyc éredninrc‘:c o
sprzedazy aparatéw w badanym okresie. Zne lempo wzrostu

8.19. Zatrudnienie w sektorze pryw

atnym w pewn | ;
{ = 1,2 3, 4, 5, przedstawialo X pewnym wojewddztwie w latach

; sig nastepujaco: 10568; 10980; 11368: ;
Obliczy¢ przyrosty absolutne jednopodstawowe (o podstawie z roktB.; EEE?]Z:. ]1:!':::1‘4-

chowe. Dokonac zamiany przyrostow na indeksy jednopodstawowe i laficuch
Jakie bylo srednioroczne tempo wzrostu zatrudnienia w badanym “hesiegc owe.

8.20. Tempo przyrostu powierzchni zasiewow pszenicy (w tys. ha) w latach od
| = 1dot =7 przedstawialo si¢ nastgpujaco: +0,08; 0,00; 0,05; -0,03; 0,07; ~0,09; qu
Obliczy¢ Srednioroczne tempo wzrostu powierzchni zasiew 6w pszr;:ni::y 'w b'ad:'m' m
okresie. Oszacowad, jakiej powierzchni zasiewow nalezy oczekiwac w roku T =Y 9
jesli wiadomo, Zze w roku I = 7 powierzchnia ta wynosila 2420 tys. ha.

8.21. W ostatnim kwartale 2001 roku sprzedano 100 samochodéw pewnej mar-
ki. W kolejnych kwartalach 2002 i 2003 r. w stosunku do IV kwartalu 2001 r. sprzedaz
wzrastala odpowiednio o: 5%, 10%, 12%, 18%, 20%, 25%, 40% i 60%. W I kwarlale
2004 r. sprzedano 200 samochoddw. Ile wynosi sredni kwartalny wzrost sprzedazy
samochodow tej marki?

8.22. Indeksy lancuchowe charakteryzujace dynamike liczby miejse noclego-

wych w latach od | = 1 do I = 7 byly nastepujace: 102,2; 98,3; 104,2; 100,7; 95,9; 94,5.
Dokona¢ zamiany tych indekséw na: a) indeksy jednopodstawowe (o podstawie
= 1), b) indeksy jednopodstawowe (o podstawie t = 4). Obliczy¢ Srednioroczne

tempo zmian liczby miejsc noclegowych w badanym okresie.

8.23. W latach od t = 1 do t = 16 laficuchowe rdznice stosunkowe (tempa przy-
rostu) przewozow pasazeréw droga morska ksztaltowaly sig nastepujaco: 0,05; 0,02;
-0,06; -0,09; 0,00; -0,11; 0,05; -0,01; -0,12; -0,09; -0,06; -0,16; -0,26; ~0,10; -0,25; -0,13.
Wyznaczy¢ indeksy o podstawie stalej z roku t = 5. Obliczy¢ érednioroczne tempo
zmian przewozow pasazeréw w badanym okresie. Oszacowac liczbe 0sdb przewie-
zionych w roku { = 16, jesli w roku t =15 przewieziono ich 218 tys.

8.24. Dynamike rozmiarow sprzedazy sokow owocowych firmy ,Hortex”
w latach od t = 1 do t = 5 charakteryzuje nastepujacy ciqgindeksdwlaﬁmchuwych:
120%, 180%, 230%, 190%. Jakie bylo §rednioroczne tempo wazrostu sprzedazy sokow
owocowych w badanym okresie?

8.25. W przedsiebiorstwie X produkowane s 2 wyroby. Kierownictwo tego
przedsigbiorstwa zaplanowalo zwigkszenie produkeji w roku t = l'w siaosunku flﬂ
roku t = 00 5%. Do analizy wykonania planu przygotowano nastepujace informacje:

P_ror:lukcja w tonach Cena w tys. zi/t
b e T e L
A 200 250 5 8
B 300 280 7 S|
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Cazy praedsigbiorstwo wykonalo zalozenia planu w zakresie flogcl produkeji?

Jaki byl wplyw cen na zmiany w w
.26, W pewnej firmie zmiany wwar
niu z rokiem = 0 |1|".f.t-LI.-at.|wi.lhr sig nastepujgeo:

artosct produkejif
todel produkeji w roku £ = 1w pordwna-

Wartodt |‘F!'ﬂl.ill|\'k"|l Wy, o1 roku Produkefa \,.v lys, setuk
Wyroby ¢ = 0w cenach biekgeyeh t =0 | | =]
i A 120 15 18
[ .
I B | 100 10 : 1 |
> i | 9
\ C | 80 | U] |

. 1 wartodd 1.1|'m|Ll|“'ii w_\-‘l'lﬁl."l;'l- 300 tys, 21, ustalic ljezne

Wiedzqe, 2e w roku £ = .
z 1wpnruwn.unudm'n!\ur- (0,

zmiany wartosel, ilogei i cen produkeji w roku £ 1
8.27. Wartosd _l.:|,1|".u'd.]|'|l\-'|‘|l telewizordw zmalala o 2,8% w .xlu:.lunkn do roku
poprzedniego, natomiast cena telewizorow wazrosta o 8,3%. Jak zmienila sig ilos¢
sprzedanych telewizorow?
8.28. Obroty materialami budowlanymi w pewnym sklepie w roku ! ksztal-
towaly sig I1.lbl|,'|1;.li.]\'11:
Materialy | A [ B ]I L |
Obroty w mln 2l | 0,4 | 0.8 | 0,2 }

Wiadomo ponadto, Ze ceny materialu A w roku [ w porownaniu 2 rokiem po-
przednim zmalaly o 5%, materialu B - wzrosly o 20%, materialu C — pozostaly bez
zmian. Laczne obroty materialami w roku ¢ = 1 wynosily 1 mln . Jaki wplyw na dy-
namike wartodei sprzedazy tych materialow mialy ceny, a jaki zmiany ilosci zaku-
pow?

8.29. Na podstawie ponizszych danych ocenic dzialalnosc przedsigbiorstwa X
w okresie badanym w stosunku do roku podstawowego?

17."»':,"'(:-].\:,' . A B | C
Wartodd produkeji w tys, zl w okresie badanym 4,0 21 1| 1,0
Indywidualne indeksy cen 0,8 [ 14 | 1,0

1

Wiadomo ponadto, ze lgezna wartosé produkeji w okresie podstawowym
w cenach biezgeyeh wynosila 9 Lys. zl.

8.30. Wartosé produkgji w okresie badanym w cenach biezacych byla wyzsza
0 5% od wartosc produkcji w roku ubieglym, O ile procent wzrosla produkeja ilos-
clowo, a jak zmienily sig ceny, jezeli:

a) wartos¢ produkeji w roku ubieglym w cenach z roku ubieglego wyrobu A
wymnosila 100 tys. zl, wyrobu B - 50 tys. zI, wyrobu C ~ 250 1ys, zI,

b) indeksy lancuchowe cen wynosily odpowiednio: 105%, 120%, 90%.,

8.31. Knrzysmiqc # ponizszych danych, oblicz agrepatowy indeks cen:

_Wyrub}: BT P R B . _ . __A I !i 5 C 8]
_U%I_wa!f.iﬁﬂ lp_rlntfl_lkcii_w__uk_r_uiiii: bazowym [1,3" [_},1 s 0,2 = (Ll ]
_Itlc_iévw_iduahw_fmdcksy cen == 3,5 o{ .2'...5 i 1.0 U-.fl

8.32. Wydatki z dochodéw osobistych ludnodcei na dobra materialne {Iic;r.un-u
wg cen stalych z roku bazowego) w roku bazowym wynosily 1050,7 min 2, natomiast

Induksy statystyczng

e i g SR

———

w roku badanym = 1061,9 min 21 Q' ile pracent wzroslo spodyee

w analizowanym okresie? dabr materialnych

8.33. Na podstawie ponizszych danych dokonaj analizy ami

o i and
dukeji w pewnym '|u‘.:‘.nd.-'.n;lnnrnlwur: an dynamiki pro-

| Detale : "l - [] . .I.‘_l i

|W.n-|n-;¢' produkel w cenach blezgeyeh w roku badanym (w Lys. r.li 4IJ "-2.1 48

| i | Wl i 4 W

| Indywidualne indeksy ilodel

b s ' 10107 | 18

| Indywidualne indeksy cen R =

| , g ‘
8.34. Na podstawie ponizszych danych dokonaj porownania -.l:r,lnlitlnnﬁi:':ﬁ-{.:-n'.

podarcze] przedsigbiorstwa X w okresie sprawozdawczym w stosunku do okresu ba

LOWE R,

| Wyroby A P T
i Hodd produkeji 200 50 00
| Ceny jednostkowe w okresie bazowym ; (1] an ) -zu )
}L'i'lw jednostkowe w okresie badanym 8 20 | 15

8.35, Obrot artykulem A zmniejszyl sig 2 200 tys. z1 w okresie bazowym do 190
tys. 21 w okresie badanym, artykulem B~ wzrdsl z 400 tys. z1 do 450 tys, z1, Jak zmie-
nila sie iloéd sprzedazy obydwu artykuldéw lgcznie w okresie badanym w pordw-
naniu z okresem bazowym, jesli cena towaru A amniejszyla sie o 5%, a lowaru B
o 10%?

8.36. Na podstawie ponizszych danych oblicz agregatowe indeksy wartosci,
cen 1 ilosci:

Wyraby AT ) P
Wielkos¢ produkeji w sztukach w okresie bazowym o590 T
,Wiu'lkn:‘-l‘ produkeji w sztukach w okresie badanym . 1303 A 73—_
Wartodd produkeji w tys, 21 w okresie bazowym 31-,5 | -i,?i__; [Il_l_-

| Wartode produkefi w tys. 2l w okresie badanym : -ili,l-l" -“___._'},i__ P '211

8.37. Obroty w pewnym przedsigbiorstwic w roku bazowym wynosily 1 min
21, W okresie badanym wartoéc obrotéw dla wyrobu A wynosila 800 min 21, wyrobu B
- 800 mln zl, a wyrobu C = 200 min zl. Cena wyrobu A w okresie badanym w porow-
naniu okresem bazowym spadla 0 5%, wyrobu B = wazrosla o 10%, a wyrobu € < nie
zmienila sig. Jaki wplyw na dynamike wartosei wywarly ceny, a jaki ilodci?

8.38. Wielkos¢ produkcji trzech wyrobow (w tys, satuk) oraz ceny jednostkowe
(w zl) w okresie bazowym i badanym przedstawialy sig nﬂfl:.’g'-ﬂﬂm:
Wyroby - -. R | B
Produkcja w okresie bazowym 100 l__lﬁl] 8
Produkcja w okresie badanym 140 | 200
Ceny w okresie baz_uwy:-'n 5 1

Ceny w okresie badanym 7 f

Oblicz i zinterpretuj agregatowe indeksy cen, iloded i wartoscl.
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!-‘»kll.'l"i-l' “rﬂ|--,v._‘.'\\!|'|i('f,}'l1.1 \\'-’T.'llh-k}" o ‘l“'l:’:.
veh cenach z okresu bazowego obroty
Jbrotow w okresie badanym wplyngla

§.39. W okresie badanym obroty w
w poréwnaniu pkresem bazowym, I'rzy stal
wzroslvby o 5%. W jakim stopniu na wzrost
-.'I}.'n.un:ik.run sprzedawanych a rlykulow?

8.40. W okresie badanym wartosc
tys. z1. Ta sama wartose produkgji liczona w -.'vnl.n
tys, 21, W okresie bazowym wartos produkeji w k
wartodei produkeji w okresie badanym i o .~:|1u1.\'u|.lu.1-.v.|hl ten wzrost|
anych oblicz agregatowe indeksy wartoscl,

|1|'ndqu|'i }\r'.'.ci.l,-ail;l'!inr.tal'.m wynosila 125
+h z okresu bazowego wynosila 120
ynosila 95 tys, zl. Jaki byl wzrost

8.41. Na pmlst.lw e |‘*n'r‘|ii‘.:~".’.3.’l.‘h d
cen i ilosei:

| Wyroby A B ‘ il
| Odsetek wartosel 2 okresu badanego 50 20 [ a0 |
[]I\dt‘kﬂ_\' cen (w %) 108 90 | 110 '

f
é]ndck:ty ilogel (w %) | 105 | 9 | 100 |

8.42. W badanym roku $rednia wydajnoSc pracy w przedsigbiorstwie wzrosla
- W pordwnaniu z okresem bazowym = o 25%. 1.-".'i.‘u'lt.n':'m, .n prey ..'.lh'r.n'niu stalej
struktury zatrudnienia na poziomie okresu bazowego srednia wydajnosc pracy spa-
dalaby o0 6%, W jaki stopniu dynamika przecigtnej wydajnosci pracy w tym przed-
5i¢biu.rsl-.vit.' byla uzalezniona od zmian w strukturze zatrudnienia?

§.43. Plony czterech zboz spadly o 10% w roku sprawozdawezym w porow-
naniu do roku podstawowego. Gdyby struktura powierzchni zasiewow nie ulegla
zmianie, to plony spadlyby przecigtnie o 20%. Jaki wplyw na dynamikg przecigtnych
plonow mialy zmiany w strukturze zasiewow?

8,44, Wydajnos¢ pracy zwigkszyla sig w okresie badanym w porownaniu do
okresu podstawowego 0 56%. Indeks wydajnosci pracy o stalej strukturze czasu pra-
cy wedlug formuly Laspeyresa wynosi 1,2, Oblicz indeks wplywu zmian w struktu-
rze czasu pracy na dynamike wydajnosci pracy,

8.45. W okresie badanym srednia placa w pewnym przedsigbiorstwie wzrosla
w porownaniu z okresem bazowym o 20%. Przy zalozeniu stalej struktury zatrudnie-
nia na poziomie okresu podstawowego przecigtna placa spadlaby przecigtnie o 5%.
Ustalic wplyw zmian w strukturze zatrudnienia na dynamikg przecigtnej placy
w tym przedsigbiorstwie,

8.46. Czas zuzyty na produkeje wyrobow A i B w okresie badanym zmniejszyl
sig w pordwnaniu z okresem podstawowym o 3%, produkeja - w tym samym okresie
~ wzrosla o 5%. W okresie badanym w poréwnaniu z okresem podstawowym
nastapily zmiany w strukturze produkceji tych wyrobow, ktére spowodowaly spadek
pracochlonnosci ogolnej o 2%. Jaka bylaby dynamika pracochlonnosci ogolnej, gdy-
by nie bylo zmian w strukturze produkeji?

8.47. Przecigtne koszty produkeji wyrobow X i Y w okresie badanym wzrosly
w poréwnaniu z okresem podstawowym o 5%. Poziom Srednich kosztéw produkeji
wyrobu X wardsl z 300 21 w okresie bazowym do 360 zl w okresie bada nym, a wy robu
Y = 2 250 z1 do 270 z1. W okresie badanym udzial produkeji wyrobu X stanowil 60%
ogolnej produkcji obu wyrobow lacznie, Jaki byl wplyw zmian w strukturze pro-
dukeji na dynamike przecigtnych kosztow obu wyrobow lacznie?

""" — s

848, Liczba stacji benzynowych na 1 tys, km dro
wych) wzrosta w roku badanym w stosunku A8 SRR
torialna (w znaczeniu podzialu na stacje miejskie § pozamicjskie) strukiura st
zynowych w obu latach byla taka sama jak w roku Pi"-l-‘*'--"uwm‘v = mi:ﬁ‘z'.‘.l!hm}-
gestosc wzroslaby o 120%. Jaki wplyw na érednig dynamike ﬂ:‘{"ill;ﬁl.‘i -‘ilr.';_o:'im;lI ilLlh
zmiany w terytorialnej strukturze stacji 1;1._‘,-.3:‘,,-‘““,),&1? HHIOECL staclt miaty

B (Bestosd stacji benzyno-
azowego o 16%. Gdyby tery-

8.49, |.lk- smienila s1¢ Pl'.".l.:'l..'il.'l““ ]‘!lﬂcﬂ W L‘;l.l):“] P"Zi-‘tiﬁi','biurﬁlwie, ilfi(.'li.'.

a) przeciging placa w calym przedsigbiorstwie wzrosla w okresie bad
a 9.4% w stosunku do okresu pt‘n.l.‘i'h'l'.\'t'l'.\'l_'}!,n, pray zalozeniu stale
trudnienia z okresu badanepo,

b) czastkowe przecigtne place bylyby stale na poziomie okresu podstawowe-
$0, to przecigtna placa w calym przedsigbiorstwie spadalby 0 11,7% w okresie bada-
nym w stosunku do okresu podstawowego.

8.50. Ocenid wplyw roznic w strukturze wieku kobiet w okresie rozrodezym
na plodnosc (iloraz urodzen zywych i liczby kobiet w wieku rozrodezym) kobiet
w dwaoch regionach, A i B, jesh wartosc indeksu o stalej strukturze wieku kobiet typu

taaschego wynosila 88%, a rzeczywisty ogdlny wspolezynnik plodnosei w regionie A
|_1).| 0 3,2% nizszy w porownaniu z rull,innum 13,

anym
| struktury za-



ODPOWIEDZI DO ZADAN

Rozdziat 11

2.1.
|L I’.(m.'iur:f.clhn:l."l. skl;.'pu_;.;f_f;n_"“-l : -LIC‘W
f T T 5
l L B0E7 R A %
" 68-75 B s
| e ke ;
i “gdaof. T oS
[y k) BT =]
% = 70,97 m®,

2.2, ¥ = 95,86 m’.
2.3, ¥ = 1,15 usterki.
24, 186,12 tys. zl.
2.5. ¥ = L4 nieobecnosci.
2.6, X=393zL
2.7. ¥ =239,6lat; N =600 prucuwnikéw.
2.8. 1030 =zl
29, x=70z\
2.10. Nizsza od $redniej o 65 zl.
211. N = 7 uczniow.
2.12. %= 9,86 lat.
2.13. Przesunaé pracownika zarabiajacego 2000 2l z dzialu 11 do 1.
2.14. Nie, gdyz 2480 zl = 2000 =zl
2.15. X =4,18.
2.16. X = 9,68 min.
217, xm =5 X1 = 30, xyny = 100.
218, ¥=23122l, ¥ xim = 57800 zL
2.19. % =48 ha.
2.20. 44 punkty.

2.21. a) wzrosnie o 1,4, b) wzrosnie o 8A.
222, ¥ = 3400 zL
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2.23.
2.24.

2.26.
227.
2.28.
2.29.
2.30.

2.32.
233,
2.34.
2.35.
2.36.
2.37.
2.38.

2.38.
2.40.
2.41.
242
2.43.
2.44,
2.45.
2.46.
247.
2.48.
2.49.
2.50.
2.51.
2,52,
2.53.
2,54,
2.55.
2.56.
2.57.
2.58.

2.59,
2.60.
2.61.
2.62.
2.63.
2.64.
2.65.

16 kg i 24 kg.
¥ = 7,075 ha.

. X = 184240 zL

H = 64 km/h.
45 kmv/h.

H = 34,3 knvh.
2,25 razy.

H =917 zi/kg.

. H =623 os6b/km’,

H = 4 zl/sztuke.

H = 0,32 godz/wyrab.

H =127 zl/kg.

H = 1846 km/h,

H = 1161 os6b/km®,

H =54 nmbyfkm: oraz 1666,67 km®.

Szereg punktowy: ¥ = 16,43szt/godz., D = Me = 17 szt/godz,, Q, = 15szt/godz., Q, = 18
szt/godz.

Szereg przedzialowy: ¥ = 16,2 szt./godz., Me = 16,36 szt/godz., D = 16,8 szt/godz.
X = 4,10s6b, Me = 4 osoby, D = Q, = 3 osoby, Q5 = 5 osab.

D= 23 kg, Me = 22,5 kg,

X =7 o0s6b, D = 8,5 osoby, Me = 7,25 osdb.

T=73tys. zl, D=8 tys. 2, Q, =63 tys. zl, Me = 7,7 tys. zl, O, = 8,6 tys. zl.
D = 181,26 cm.

T =469 zL.

xr=1545zl, D= Me =15 zl.

12 skokdw.

10%.

20%.

100 pracownikdw.,

68 pracownikiw.

Ve =19,1%.

5 min < Xy < 9 min; 64,5%.

Vix) = 25%, V(y) = 70%, pod wzgledem czasu trwania malzeristwa,

V =28,125%.

Vi=196%, Vi =57.8%. Regularniejsze wyniki osiggal zawodnik A.

Vi = 38,8%, V= 42,3%,.

1605,87 zl < Loy 1833,01 zL

Mniejsze zréznicowanie wydajnosci pracy byl i =
e pracy bylo na wydziale [ (V, = 8,74%,

As = —0,088.
As = 0,333,
X =350zl 5 =50zl
Grupa I: Q=12 21, A; = -0,67 Grupa II: Q =11,25z1, A

,67. 1 Q =11, = _{,74.
Vs = 26,7??0. s ;
Vs = 27,3%, 26,9 lat < Tup < 47,1 lak.

Sklepy spoz X=7, = =
o jﬂ]g& yweze: X =7,31ys.2l, Me = 7,7 tys. 21, D = Btys. 21, s = 2tys. 21, Vs = 27,4%,

Odpowiedzi do zadan

2.66.
2.67.
2.68.
2.69.
2.70.
2.71.

276.

2.77.
2.78.
2.79.
2.80.
2.81.
2.82,
2.83.
2.84.
2,85.
2.86.
2.87.
2.88.
2.89.
2.90.
291.
292,
2.93.
2,94,
2,95,
2.96.
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As = 1,11,

Ag =044,

33%.

Wydzial I: ¥ = D = Me = 110%, Wydzial II: Vs = 20%.

Kobiety: Vs = 23,3%, As = ~0,31. MezczyZni: Vs = 23,7%, As = 0,69

Studia dzienne: Me = 19,75 lat, s = 2 lata, Ag = 0,5, : S

Studia zaoczne: X =25 lat, Vs = 8%, As =10,

As = 0,86

Dla autobusu nr 24 mamy: ¥ =7,5 min,, s =514 mi = :

Ve = 68,53%. ’ f min,, D =32 min,, As = 0,837,

x = 10 minut, D = 10 minut, Me = 10 minut, Q; =9 minut = 13 mi =
nut, 5,62 minuty < x, <14,38 minuty, Vs = 43,8%, A = EI.Q! T

I _zmiﬂny- I 1 | T
e 1% 110% | 110%

[ L D 102,3% =
| Me | 1o% | 1083% 104.2%
L | 104% 100,6% 99,3%
oy (el T 1223%
e e 11,9% 13%
| FASER R 0,65% 0,55%
Vs | 04% | 108% 11,8%

Zaklad I: ¥ =10 szt./godz, Me=9 szt./godz, D=8 szt./godz, Q=7 szt./godz, Q=12
sztfgodz., Q =25 szt./godz., Vg =28%, As=02, s =4 szt./godz

Zaklad II: Me = 7 szt./godz., Q; = 5,3 szt./godz., Q; = 9 szt./godz., Q = 1,85 szt./godz.,
Vo = 26%, As = 0,08,
¥ = 1660 zi, Vs = 13,84%, 1430,28 < x,, < 1889,72.
X =324 lat, s = 4,86 lat, 27,54 lat < Xy, < 37,26 lat, Me = 32,36 lat.

Vs = 31,86%.

As = -0,237.

As = 0417.

291zl < Xy < 49,1 zl.

T = 10,48, Vs = 90,74%, 0,97 < xp < 19,99, 5 = 9,51, As = 1,701

a) nie, b) nie, c) nie, d) tak.

W zakladzie II: ¥ <2000 zl, V! < V.

k = 0,69.

Rozklad leptokurtyczny.

k=0,25.

k= 0,375.

k =0,52.

k=022

k=0,19.

Tak, k = 0,2,

Wsp6lczynnik kurtozy wynosi 3.38. Wspolezynnik ekscesu jest rowny 0.38.
Wigksze skupienie.

K = 0,251.
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297, K=D0,02
298. Wspolczynnik ekscesu: -0,127. Rozklad platokurtyczny.
299, K=702
2.100. Wspélczynnik ekscesu: ~0,742. Rozklad platokurtyczny.

Rozdzial I1l

31
_|x.- -1 | 0 1 |
(p|0ao1]05]

32 DYX) =69,

33. EM) =25 DY) =4

34. E(X) = 31; DY(X) = 129.
3.5. E(X) =39 DYX)=87.89.

3.6.
w1 (3]s
pi| 025 | 015 | 05 |01
3.7.
0 dla x<0
::: dla 0sx<1
Hx)= -;— dla 1<x=<2
g dla 2<x<3
1 dla x>3
3.8
i | =100 | 100
2 1
ml 5 |3

3.9. E(X) =07 D(X) =121,
310. p =02 p;=03; py = 05.
3.11.

arf 1 2
pi| 06 | 04
3.12. 1= 4; p, = 0,05; D(X) = 4,58,

3.13. D(X)= /29166 =
314, AX$2)=075 P(X > 1) = 0,5.

3.15.
w| 0 1
pi| 13 | 23
DY) = % A(X|<05) = .

| =

Odpowiedzi do zadan

3.16.
ORI
[af 0 St 2 I3
ESROET. = R
| pi | 059049 | 0,32805 | 10,0729 | 0,001 | 0,00045 | 000001
E(X) = 05.
Bl o R
N NG O ol e )
|_-p,.1! mﬁ_lsl__ | 02916 | 0,048 | 0,003 | 0,0001
3.8,

e

AR -1
{a _|
!i‘__ ﬂ_*_n | % |

a) P(X < 4) = 0,467; b) ng > 1] =0,833; ¢) P(2 < X < 5) = 0,833,

3.19. AX=3) [4][1]3 2.3 0,09
19, = 3 ) = — = [,0988.
3\3 3 81

3.20.
dla  xs2

dla 2<xs3
F(x)= :
dla 3<x<4

dla x>4

i

0 dla xsl

3.21.

T
1
3

|Ln.l|_-|-¥-

3.22,

— dla 1<x<2
— dla 2<¢x<53
F(x)= ;
— dla 3<xs4

— dla 4<xs55

1 dla x>5
1 1 1
323, a)=1b)=¢)=
V62393
3.24,

%l 0 1 2 3 4 5

Pl 016807 | 036015 | 03087 0,323 | 002435 | 0,003
325, x»=10; p=05 D’X) =7
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3.29.

3.30.
331

3.32.
3.33.
3.54.
3.35.

3.36.

3.37.
3.38.
3.39.
3.40.

3.41,
3.42.

3.43.

3.44.
3.45.

METERE

F(x) %"-} dla -l<xs<2
LA 9’;, dla 2<x<5

1 dla x>5
n=16; p=0,75.
ﬂ“f alia]
£ | R L R
E(X) = 3,75; DY(X) = 0,9375.

A=2 X 24)=0,143
a) P(X < 1)= 0,736 b) P(X 2 1)= 0,632

a) P(X = 0) = 0,0022;
b) P(X > 0) = 1-P(X = 0) = 0,9978;

Q) P(X <4)=P(X =0) + P(X =1) + P(X = 2) + P(X = 3) = 0,0022 + 0,0174 + 0,0639 +

0,1419 = 0,2254.
a) P(X = 0) = 0,0498;
b) P(X 21)= 1- P(X = 0) = 0,9502;

c) F(4) = P(X <) = P(X=0) + PX =1) + P(X =2) + P(X =3) = 0,0498 + 0,1494 +

0,2242 + 0,2241 = 0,6474;

d) A0 <X <3)=0,6474.

PXsD)=P(X=0)+ P(X =1) = 0,6066 + 0,3033 = 0,9099,
a) 17; b) 25; ¢) 5.

P(X s2)=0,6768.

Rozklad prawdopodobienstwa Y = X7

2 1

RS [ 6%

a) D(Y)=0,584; b) P(IX|<15) =1
P(X <2)=0,238

a) P(X = 5) = 0,246;

b) P(3sX <8)=0,934.

| T 2 4 5 [ & |
i | 0885 0110 0,005 | 0,000 | 0,000 |

E(X) = 5,8; D'(X) = 8,36,
P(X>3)=1-P(X £3) = 1 - 0,981 = 0,019.

Odpowiedzi do zadan

3.46.

3.47.
3.48.
3.49.
3.50.

3.51.

3.52.
3.53.
3.54.

3.55.

3.56.
3.57.
3.58.
3.59.
3.60,
3.61.
3.62.

3.63.
3.64.
3.65.
3.66.
3.67.

3.68.

3.69.
3.70.
3.71.

283

IR ERENE 1
| pi| 005 | 0,30 | 0,40 | 0,15 [0,007 | 0,03
P(X z5)=0,1.

P(X = 5) = 0,2.

EX) =1; D(X) = 1.

=4,

P(X=2)=0.

. I (x=3)
M=
D(X) = 0,58.

P(IX] >2) = 0,3174.
C=2; E(X)=1; D(X) = 0,45.

0 dla =x=1
Fx)=405(x-1) dla 1<x<3
1 dla x>3
a) P(X < 2) = 0,5; b) P(X > 2,5) = 0,25; ¢) F(15) = 0,25,
x = 2,05,
0,725.
32 pracownikdw.
12 studentow,
a) 0,5; b) 0,023; c) 0,683; d) 0,954; e) 0,317; f) 0,84.
P(X <4)=0,99.

0 dla x<0
F(x)= EIX: dla 0sx<+E

1 dla x>46
1

E(X)=2.

a) (,1587; b) 0,872; c) 0,2254.
14,53%.

a=1,28.

0,97725.

0 dla xs0
F(x)= %x’ dla D<xs4
1 dia x>4
c=L pasx<2)=F2)-F1)=—-L - 0387
8 16 16
E(X) = 3; D(X) = /3 = 1,732.
a) 0,47725; b) 0,02275; c) 0,3085; d) 0,6826.
P(|X] >2) = 0,3753.
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3L

3.73.
3.74.

3.75.

3.76.

3.77.
3.78.
3.79.

3.80.

3.81.
3.82.
3.83.
3.84.
3.85.
3.86.
3.87.
3.88.
3.89.
3.90.
3.91.
3.92.
3.93.
3.94.
3.95.
3.96.
3.97.
3.98.
3.99.
3.100.

4.1.
4.2,
4.3,
4.4.
4.5.
4.6.
4.7.
4.8.
4.9,

0 dla r<0
F(x) = ‘? dla Dsx<3 C=
1 da x>3

AR S ]

E(X) = 0,04,
E(X) = D¥(X) = 0,5.
1 26
C=§; P(12X 24)= i 0,963.

1 (z-3)
fx)= mt—T
P(15 < X < 25) = 0,0062.
P(]X] >3) = 0,18145.
0,627 %.

a= l_:; P(X < 2) = F(2) = 0,25.

a) 0,8186; b) 0,8186.
23 wyroby.

a) 0,001; b) s = 1,41.
a) 0,023; b) 0,0027.
1159 studentdw.

a) 1,64; b) 1,96.

x = 14,08 jednostek gazu.
x = 103,5.

xy = 833; x; = 436.
2275 porgji.

Po 15,87% Klientdw.
99,72% golarek.

x = 107.8.

92,08 minut.
2,275%.

16,85%.

97,725%.

77,34%.

2,425 minuty.

29,5 minuty.

Rozdzial IV

2847 < m < 2913,
66 < m < 70,
7<m<?9,

117 = m < 123,

46 <m< 64
0,9545.

13,6 < m < 21,6.
503,81 < m < 552,19.
939 <= m < 10,61.

Odpowiedzi do zadar

4,10,
4,11,
4,12,
4.13.
4.14.
4.15.
4.16,
417,
4.18.
4.19.
4.20.
4,21,
4,22,
4.23.
4.24,
4.25.
4.26.
4.27.
4.28,
4.29,
4.30.
4.31.
4.32.
4.33.
4.34,
4.35.
4.36.
4.37.
4.38.
4,39,
4.40,
4.41.
4,42,
4.43.
4.44,
4.45.
4.46,
4.47,
4.48,
4.49.
4.50.

5.1.
5.2.
5.3,
5.4,
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0,086 < o < 0,314,

34,35% < p < 45,65%.

3,39 < o < 4,55.

5188 < m < 57212

63,48% < p < 74,92%.

31,832 < m < 32,168.

0,16 < o < 0,50.

735% < p < 76,5%.

762% < p < 78,6%.

333% < p < 40,7%.

1- @ = 0,95

8,94 < o < 11,06.

15% < p < 31%.

432 < m < 45,2,

176,55 < o* < 607,77.

52,8 < m < 67,2 oraz 1493 < o® < 4448,
210,47 < m < 252,19 oraz 602,73 < o® < 2592,06.
71,9 < o < 90,2

33,02% < p < 38,98%.

21,7 < ¢* < 1094.

64,5% < p < 75,5%.

2,59 < o® < 854 0raz 161 <o <292

= 226.

n=9.

a) 69% < p < B1%; b) n = 331; c) 8,44 < o < 10,28.
n=97,

n=1329.

n = 1068.

n = 262 (dolosowac 226 pracownikéw).
n = 545.

n=17.

n = 455 (dolosowac 311 klientow).

n = 421.

n=10.

n = 1937.

n = 226.

n=29

n=239.

n = 6428,

n = b67.

n=73.

Rozdzial V

z=-10<-z, =-2,33. H, odrzucic.
z=-7,01<-z, =-164 H, odrzucié.
|4 =5 >|z,| = 2,33. H, odrzucié.
z=2,25>z, = 196. H; odrzucic.
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5.5.

5.6.

a) z=-10,33 <z, = -2,33. H, odrzuci¢; b) z= 2,02< -z, = 2,33. Brak podstaw do od-

rzucenia Hy,.

a) 2= ~4,183 <~z, = -175. H, odrzuci¢; b) z= -06<-3
rzucenia Hy.

F = 1063 <F, = 2,82 Brak podstaw do odrzucenia Hy,

= -175. Brak podstaw do od-

5.7
5.8. |:| = 1188 ::-[z,,i- 1,96, H, odrzucic,
9. = 28,736 >3- = 24,996, H, odrzucid. .
5.513 :] F= lﬁ‘i"n.i = |84 Brnk' podstaw do odrzucenia Hy. b) t =2882>1, = 1,67. H, od-
rzucic.

511. z=-258>-z, =-165 H; odrzucc.
512. z=-3<-z, =-175 H, odrzucic,
5.13. z= 1667 >z, = 165 H, odrzucic.
5.14. |d = 1938 5[z, | = 164 H, odrzucic.
515, |f=2473<|t,| = 2,5 Brak podstaw do odrzucenia Hy,
516, |4=3>|z,|= 2,58 H, odrzucic.
517. t=138<(, = 18 Brak podstaw do odrzucenia Hy.
5.18. |4=175<z, = 196 Brak podstaw do odrzucenia H,
5.19. |f=027<t, = 189 Brak podstaw do odrzucenia H,,.
5.20. |4=0,264 <[z | = 196. Brak podstaw do odrzucenia H;.
521. z=4,35>z, = 2,33 H, odrzucic.
5.22. |4=3,17 >|z,| = L96 H, odrzucic.
523, z=045<z, = 164 Brak podstaw do odrzucenia Hy.
524. a)|d=0,<z, = 196 Brak podstaw do odrzucenia Hy. b) z = 5,964 >z, = 1,64. H, odrzucic.
5.25. |4=2,52>|z,|= 196 H, odrzucic.
5.26. |d= L1144 <]z | = 196. Brak podstaw do odrzucenia Hy.
5.27. z=-15385>z, =-175 H; odrzucic.
5.28. |ff =2,961>]t,| = 1703. H, odrzucié.
5.29. t=-100<-t, =-2,358. H, odrzucic.
530. z, = 128
5.31. |4 =027 <|z,| = 196 Brak podstaw do odrzucenia H,.
532. F=229>F =16 H, odrzuci.
533. |4 =0,57 <|z,| = 196 Brak podstaw do odrzucenia H,,
534. | =176<|t,| = 2,67. Brak podstaw do odrzucenia Hy.
535 z=2,631>z, = 164 H; odrzucié.
5.36. [ = 3,065 >|t,| = 2,819. H, odrzucié.
5.37. z=-208<-z, =-165 H; odrzucié.
538. |f=0393<|t | = 1734 Brak podstaw do odrzucenia H,,
539. F=163>F, = 6,16 H, odrzucic.
540, t=-5128<-t, =-1746. H; odrzucié.
541. k sk H; odrzucamy (zbyt mala liczba serii).
5.42. y =105 H, odrzucié.
543. y* = 15,336. H, odrzucic.
544, y* =2543. H, odrzucié.
5.45. k = 10. Brak podstaw do odrzucenia H,.
546, x*=43,978. H, odrzucié.
5.47. k, 2<k=9<k =9 Brak podstaw do odrzucenia H,,
548. x' = 1788. Brak podstaw do odrzucenia Hq.

Odpowiedzi do zadar
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5.49. kl =d4<k=8sk = 11. Brak podstaw do odrzucenia He
5.50. 3’ = 374,93, H, odrzucamy.
Rozdzial VI
6.1, E(X) = 04; DXX) = 0,24; E(Y) = 2,3; DX(Y) = 0,61.
6.2, cov(X,Y) = 0,36; Py = 0,678,
63. Tak.
6.4. a) rozklad brzegowy zmiennej X:
FEERERT e
pi. | 016 | 021 023 nzz 0,18
bj rwkl.iu_] _I:_-rn:_litil._v} mennq Y:
B _z___l
pj | 011 | 046 | 043 |
©) rozklad warunkowy zmienne] Y:
i Ve | 1 ) 2 3
| 1{‘.’1\' =2) ] 0(1525 0,375 | 05625
6.5. p,. —U()6 e = ﬂﬂ‘) p.;—ﬂlﬁ P -—014 P = 0.21; pn = 0,35; P(Y|]X = 1) =[0,2; 03; 0,5
P(YIX =2) =[02; 0,3; 0,5). )= k
6.6. Sq zalezne, gdyz: P(X =5 Y=1)=0=P(X =5)-P(¥Y=1)=0,4-0,1 = 0,04.
67. P(X =2, Y <3)=03125 P(X <3, Y = 3) = 0,0370; P(1< X <4; 1< Y <3) = 0,3385.
6.8. Zmienne losowe X i Y sg niezalezne.
6.9. Zmienne losowe X i Y s3 niezalezne.
6.10. Zmienne losowe X i Y sg dodatnio skorelowane, gdyz cov(X,Y) = 0,6 > 0.
Bl C= i ~ 0,44(4).
2
dla 0<x<l S dla 0<y<2
6.12. x .
Hx)= (} dla pozostalych B®)= { 0 dlapozostalych y
6.13. Rn.:klad brzegowy zmiennej losowej X:
I X : 1 2 i 3
| pi |03 ] 0502
Rozklad brzegowy zmiennej losowej Y:
vi| 1 2| 3. 4 -
vi|03]03]02]|02 :
E(X) = 1,9, E(Y) = 2,3; cov(X,Y) = 0,53; D*(X) = 049; D(Y) = 121; pxy = 0,688,
6.14. Zmienne losowe X i Y s3 niezalezne.
6.15. r, =0,916.
6.16. r'=9231%
6.17. Ty = 0,98,
6.18. 3,96%.
6.19. r, =0,986.
6.20. 92,16%.
621 1, = 0,69.
6.22. r =1(.78
6.23. r’ =0,7225.
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6.71. = -32,8+ 0,01x; & = 2320+ 40y,

6.24. 1, =09L 6.72. 1, =05

6.25. 1, =0712. 6.73, r, =08 5 =9+ 2x; ¥ = 0,32y,

6.26, r, =-0,18 6,74, 1, =08 y =40x + 525 % = 0,016y, - 7,5.

6.27. r,==0/6 6.75. 1 = 0,16x; + 4,29 n, = 0,286.

6.28. = 0,89, 6.76. 155 tys. zl, q:: = 64%

6.29. 1, =0,542.

6.77. Nie,
By = =001, 6.78. 189,88 21 oraz 1262,20 zi.
Sady = T, 6.79. &, = ~0,73+ 0,076y § = 24,64 + 5,24x; r._ = 0,63,
sy 6.80. 1} = 36% ¥ .
633, =092, 6.81. r‘? = 51%
:.:; :::g;: 682, ¥ = '.l'?‘u' + 14, .
6.36. 1 = 0,09, b.83. W_'r"_‘:“f‘ 83 ll'\»‘d"cu gdyZ @ = -2,5 <0, natomiast r, = 0,64 >0,
637, =091 6.84. (0,828; 3,372).
6.38, ,:Lg 0,91, 6.85. H, odrzucid,
6.39. a) r} =02% b) ¢, = 0,584; ¢) m, = 0,121, 6.86. 0,534 <p < 0,706,
6.40. ¢, = 0,15 6.87. t=1963 > = 1734 H, odrzucié,
641, ¢, =088 6.88. 13,77 <@, < 14,43,
6.42. ¢, = 0,803, 6.89. 0,4165 <p < 0,5735.
6.43. ¢, =047, 6.90, |f = 3,56 >, = 2,306; H, odrzucié.
644, ¢, = 0,803 691. F=0973< !“ = 2,50; brak podstaw do odrzucenia H,,
6.45. ¢, =093 6,92, F=9352>F =3,05 H, odrzucié,
646. ¢, =0,139. 6.93. k =7. Brak podstaw do odrzucenia Hy, 0,723 <, < -0,277.
647, m”l =-0,11; m,, = 0,0% .'::‘ = 0,79, 694, F=1168>F, = 2,29, H, odrzucié.
::g s “ﬂ'g? 6.95. 0,827 <a, <3,373.
Y. N, = i o -, 4 e,
6.50. a; y = ~0,953; 1,, = 0,891; , = ~0,867, b) r,,, = ~0801; r,, = 0,436; ¢) R, ,, = 0,963, :3;’ L :ﬁiﬁa;y"w”ﬂ e Hy RCEl
5L £ -nzsg. By = 0037 1, o = 0,815; R“ = 0,936, ) H:: o B
R 6.99. k = 5. Brak podstaw do odrzucenia Hy,.

6.53. a) 1y, = 02531, = 0918 1, =-0,095 b) R, = 0,743,

L 1_m e zucié.
654, I“ = 0,74 ., 20,95 s 0,95 R, ,, = 0,98, 6,100, x° = 23,01>y; = 13,815. H, odrzucid

655, 1,, =~0,36; R._.y =04 Rozdzial VII

6.56. 1, =073

6.57. Hj, nalezy odrzucié. Oznacza to, e zwigzek jest statystycznie istomy. T = 0,16. 7.1, y =455,6 tys. zl oraz §,, = 27,3 tys. zl.

658, T =05 7.2. Dlak = 3: 10,33; 11,00; ..; 19,67; 20,67. Dla k = 4; 10,375; 11,000; ...; 17,500; 18,000
659. C = 049; Coay = 06, 7.3. 20182,7; 20796,2; ...; 24336,7; 24046,9.

6.60. x* =99,57 :-1., = 9,488 H, odrzucic, 74§, = 1238+ 326 5, = 319 tys. zl; ¢° = 0,185 R = 0,815; yr.,,; = 1494 tys. 2l.
6,61, ' =28,72>%% =6,63; H, odrzucié. 75. =135+ L

6.62. x’ = 14,448 542 =9.21; H, odrzucié, 7.6. 1, = 0,66+ 8,6 (E,ﬂ # 0) oraz y, = 0,65¢ + 14,125 (Zt= 0).

6.63. x' = 25>y =3,841; H, odrzucic. 7.7. Obydwa szacunki sq prawidlowe.

6.64. T = 0,145 7.8. 1§, =54+ 3 8L

6.65. % =136+ 0,97y; = 143+ 0,81x, 7.9. @ = 0,078; R? = 0,922 s(a,) = 5,81; s(a) = 149.

6.66. ¥ =339+ 0,249x; &, = 8,55+ 2,11y, 1y = 0.724; i, = 15,84 USD,
6.67. 1, =087 g =5+ 2x; .';"...m = 25 dni,

6.68. 5-, =952,5- 147 51‘,, p? = 0,08

6.69. ¥ = 17+ 04x; & = 0,741+ 0,89,; 3,3 izby,

6.70. :p = 0,0196; V, = 5,3%

7.10. S, = 104,7%; Sy = 95,3%; g = -2,06 dni; 8u= 2,06 dni.
7.11. y, = 6,928t + 57,067 (Xt = 0).

702§, = 206,77 - 14,924 72,49,

713, §, = 7,42+ 0,365t (3t # 0); s, = 0,216 tys. 0s6b; V, = 24%.
7.14, §; = B4,2%; Sy = 81,4%; Sy = 81,4%; Sy = 153%.
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7.15.

7.16.
7.17.
7.18.
7.19.
7.20.
7.21,
7.2
723,
7.24.

7.25.
7.26.

7.27.
7.28.
7.29.
7.30.
7.31.

7.32
7.33.

7.34.
7.35.
7.36.
7.37.
7.38.
7.39.
7.40.
7.41.
742,
7.43.
7.44,

7.45.
7.46.
7.47.
7.48.
7.49.
7.50.

8.1.
8.2.
8.3.

¥ = 5191 + 835t + z . .2_ oo
(3527) (0,419) (6,327)
42,6,
a) §, = 59,48+ 0,99t Yt = 0; b) §, = 56,51+ 0,991 (Lt # 0) s(z) = 0.3
13,32+ 0.2 tys. zL
[ kwartal: 68,5; 11 kwartal: 61,5; 111 kwartal: 41,5; IV kwartal: 78,5.
103,5 tys. ton.
2,7 £ 0,02,
972 + 0,5
8,6 kg.
S, = 104,2%; Sy = 94,7%; Su = 839%; S = 117,2%; g = 11,35 tys. kgi gu = —14,32 tys.
kg, = —43,78 t}"& kg, v = 46,19 {)’5 ]\g
58,7 £ 2,5.
140 tys. z1, 188 tys. zl, 204 tys. zl, 172 tys. zl (przy wykorzystaniu absolutnych poziomow
wahan sezonowych).
91,81.
Dla modelu addytywnego: 3,188, Dla modelu multiplikatywnego: 11,416.
48,3 + 7,07.
0,919 oraz —46,2.
n=24; k=12 dlaa =0,050razm = 11in; = 13 mamy k, = 8 Brak podstaw do odrzu-
cenia M.
d = 1,0419; dy = 0,811; d; = 1,070. Nie mozna podjac zadnej decyzji.
24,655 < o, < 26,545 oraz —0,652 < oy < -0,348.
d = 1,4. Nie mozna podjac zadnej decyzji.
H, odrzucié.
H, odrzucié,
Brak podstaw do odrzucenia H,.
0,108 < oy < 0,120 oraz 9,697 < o, < 9,845,
t = 18,18. H, odrzuci¢.
d = 1,9074; dy = 1,08; d; = 1,36. Brak podstaw do odrzucenia H,.
k=10; n,=5; m = 5; ky = 2; ky = 9. H, odrzucié.
Prognoza: 6,5 + 0,02 tys. kg,
5,57 <, <-2,19 oraz 234,51 < a, < 256,29.
b, =0,46f+ 63,46 dla t =0, 1, ... oraz §, = 0,461+ 64,38 (>t = 0);

0,444
= 100 = 0,69%.
=)= A

¥, = L19t+ 4,6% ¢® = 0,23% R* = 99,77%.

d = 1,986. Brak podstaw do odrzucenia H,
Brak podstaw do odrzucenia H,

—0,26 < a, < -0,20 oraz 9,69 < o, < 10,49,

k = 3. Brak podstaw do odrzucenia H,,
Tak.

Rozdziat VIII

Srednie roczne tempo wzrostu: 40,9%.
100,0; 103,1; 107,6; 111,8; 115,7; 118,4; 119,6; 121,6.
Srednie tempo zmian: 11,2%.

Odpowiedzi do zadan

8.4,
8.5.
8.6.
8.7.
8.8.
8.9.
8.10.
8.11.
8.12
8.13.
8.14.
§.15.
8.16.
8.17.
8.18.
§.19.
§.20.
8.21.
8.22.
8.23,
8.24.
8.25.
8.26.
8.27.
8.28.
8.29.
8.30.
8.31.
8.32.
8.33.
8.34.
8.35.
8.36.
8.37.
8.38.
8.39.
8.40.
8.41.
8.42.
8.43.
8.44.
8.45,
8.46.
8.47.
B.48.
8.49.
8.50.
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yi: 360 i 455. Indeksy jednopodstawowe: 1,32 i 1,52, Indeks
Zaklad A: 22%. Zaklad B: 27%.

0,980; 1,041; 0,971; 1,061 oraz 0,980; 0,961; 1,000; 0,971; 1,029,
Srednie tempo spadku: 22,6%.

100,0; 102,2; 106,7; 111,1; 116,7; 124,4; 128,9; 1344,

-13,5; —41.,8; 0; 20; 32; 45,2.

2,2; 4,3; 4,2; 4,0; 5,8; 4,5,

Srednie roczne tempo spadku: 27,39%. Produkcja spadla o 78,73%.
2033 tys. m’.

100,4; 112,4; 100,0; 100,0; 115,0; 98,9; 121,6.

9,336 tys. osob,

Srednie roczne tempo: 3,3%; 228 samochodéw.

10 816 sztuk.

Srednioroczne tempo wzrostu: 10,53%.

Srednioroczne tempo wzrostu: 13,6%.

y laficuchowe: 1,2 1,1,

Srednioroczne tempo wzrostu: 2,7%,
Srednioroczne tempo wazrostu: 2,9%.
1,0605%.

¥, = $/0,9553267.

Srednioroczne tempo spadku: 0,6%.

75,28%.
I, = 119% I* = 103,6% I” = 115%

I, = 120% J} =108,7% I} = 110,4%

Spadla o 10,25%.

I = 140% 1} = 96,2% I} = 129%

I, = 112.2% I’ = 96,2%; I; = 116,6%
I, = 105% I = 97,5% I =107,7%

Iy = 220%
I =98.95%

IE' = 106% I, =96,4%.

I, =117,1% I} = 87,.2% I = 134,3%

Iy = 97,53% J{ = 116,36 %

I, = 154,9% I} = 216,43% I} = 198,1% I, = 7157% I; = 78,19%
I, = 140% I} = 103,8% I} = 134,9%

I, = 88,93% I\ = 8155% I = 88,08% I, = 109,05% I; = 100,97%
I: = 133,33%

I, = 13158% I} = 104,16% I = 126,32%

1, = 105,5% IF = 1011% I = 1013% I} = 104,4% I} = 104,1%
I, = 125% 1,y =94% 1, =13298% |

Spowodowaly wzrost 0 12,5%.

slayz = 130%

phayz, = 126,32%

I, =924% 1, =943% 41, =98%

I, = 105% Ly, =943% 41/, =908%

Wazrost o 18,2%.

I, = 96,6%

I, = 96,8% 110%.



