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PRZEDMOWA

Celem niniejszego podrecznika jest nauczenie Czytelnika rozwiazywania zadai z analizy
matematycznej (w zakresie pierwszego roku studiéw technicznych i przyrodniczych) przy
pelnym zrozumieniu stosowanego aparatu teoretycznego. Chcac uchroni¢ Czytelnika
przed mechanicznym rozwiazywaniem zadaf, czyli stosowaniem szablonéw bez doklad-
nego wnikania w tres¢ stosowanych poje¢ oraz bez sprawdzania, czy speinione sa zato-
Zenia stosowanych twierdzen, na poczatku kazdego rozdzialu podajemy potrzebne de-
finicje i twierdzenia. Chodzilo nam tez o to, zeby w ten spos6b utatwi¢ Czytelnikowi ko-
rzystanie przy rozwiazywaniu zadai z réznych podrecznikéw. Autorzy podrecznikéw
czesto bowiem w rézny sposéb formutuja pojecia, podaja twierdzenia przy réznych za-
lozeniach, a nawet stosuja rézna symbolike.

Kazdy rozdziat sklada si¢ z zadan catkowicie rozwiazanych i zadan do samodzielnego
rozwiazywania. Dzigki temu Czytelnik moze z jednej strony nauczy¢ si¢ we wiasciwy sposéb
rozwiazywaé zadania, a z drugiej strony zdobyé pelna samodzielno$¢ przy ich rozwiazy-
waniu. Dla umozliwienia Czytelnikowi kontrolowania, czy wlasciwie rozwiazuje zadania,
na koncu podrecznika sa podane odpowiedzi do zadan nie rozwiazanych. Przy trudniej-
szych zadaniach podaliémy ponadto wskazéwki do ich rozwiazania, aby umozliwi¢ prze-
robienie wszystkich zadan nawet stabiej przygotowanym Czytelnikom.

Analiza matematyczna jest dzialem matematyki, ktory przez swe subtelne rozwazania,
zwlaszcza zwiazane z pojeciem granicy, nastrgcza studiujacym duze trudnosci. Opraco-
wanie teorii analizy matematycznej jest mozliwe jedynie przez wniknigcie wlasnie w te sub-
telne rozwazania, a wigc przez dokladne studiowanie twierdzen wraz z dowodami. Z dru-
giej strony, wyrazamy nadziej¢, 2¢ nasz podregcznik moze stanowi¢ pewna ilustracje tej
teorii, pomocna do jej zrozumienia, a to wilasnie dzigki doktadnemu formutowaniu
definicji i twierdzen przed ich stosowaniem w zadaniach.

s
B3

Niniejsze wydanie ukazuje si¢ w zmienionej i rozszerzonej postaci. Przyczyna tego
byla cheé autoréw dostosowania nowego wydania do zmienionego programu matematyki
na wyzszych studiach technicznych, zaréwno na studiach dziennych, jak wieczorowych
i zaocznych. Zostaty dodane pewne wiadomos$ci wstepne dla ulatwienia pokonywania
trudnosci wystgpujacych w pierwszym okresie studiéw oraz elementy kombinatoryki,
macierze wraz z zastosowaniami araz catki funkcji jednej zmiennej. Natomiast do czgsci
drugiej zostaly przeniesione zagadnienia zwigzane z funkcja dwdéch i wigcej zmiennych.
Poza tym w wielu miejscach autorzy dokonali réznych uzupehnien.

Autorzy
L6d%, marzec 1969






Rozdzial 1
POJECIA WSTEPNE, NIEROWNOSCI, ROWNANIA MODULOWE

§ 1.1. POJECIA WSTEPNE

Duzymi literami 4, B, C, ... bedziemy oznaczali zbiory, malymi a, b, c, ... elementy
zbioréw. Zapis
acA,

oznacza, Ze element a nalezy do zbioru A, a zapis
a¢A
e element a nie nalezy do zbioru 4. Zapis
AcB lub BoA

oznacza, ze zbi6r A jest zawarty w zbiorze B, tzn. kazdy element zbioru 4 jest elementem
zbioru B; méwimy takze wtedy, Ze A jest podzbiorem B lub ze B jest nadzbiorem A (rys. 1.1).
W szczeg6lnosci warunek A < B jest spetniony, gdy zbiory A i B pokrywajq sig (sa iden tyczne).
Gdy A < B oraz A# B, to méwimy, ze A jest podzbiorem wiasciwym zbioru B.

B

D

A< B
Rys. 1.1

Zapis (warunek), w ktérym wystepuja litery (np. x, y, z, ...), oznaczajace dowolne
liczby nalezace do pewnego zbioru X, a ktory po podstawieniu za te litery jakichkolwiek
liczb nalezacych do zbioru X staje si¢ przy kazdym podstawieniu albo zdaniem prawdziwym
albo zdaniem falszywym (przy réinych podstawieniach moZe by¢ réznie), nazywa sig
funkcjq zdaniowq. Na przyklad zapis x*—4<0 oraz x>+y*=4, gdzie x i y 0znaczaja
dowolne liczby rzeczywiste, sa funkcjami zdaniowymi.

Niech teraz S(x) oznacza pewna funkcj¢ zdaniowa. Wéwczas zapis

{xeX: S(x)}

oznacza zbidr tych wszystkich liczb x nalezacych do zbioru X, dla ktérych funkcja zdaniowa
S(x) jest prawdziwa.
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PrzykLAD. Jezeli wprowadzimy oznaczenia:
R — zbidr liczb rzeczywistych,
N — 2zbidr liczb naturalnych, tzn. catkowitych i dodatnich,
P — zbidr liczb parzystych i dodatnich,
Q — zbidr liczb nieparzystych i dodatnich,
to zapis
{xeP: 3<x<10}

oznacza liczby 4, 6, 8, a zapis
{xeQ: 3<x<10}

oznacza liczby 5, 7, 9.
Zbidr
{xeR: a<x<b}

(majacy nieskoiiczenie wiele elementéw), gdzie a i b sa dowolnymi liczbami rzeczywistymi
takimi, ze a<b, nazywamy przedzialem domknigtym i oznaczamy Symbolem (a, b) (lub
[a, b)). Zbiér

{xeR: a<x<b},

gdzie a i b spetniaja warunki jak poprzednio, nazywamy przedzialem otwartym i ozna-
czamy symbolem (a, b).

Mamy oczywiscie (a, b)=<a, b).

Zbiorem pustym nazywamy zbiér nie majacy zadnego elementu; zbidr ten oznaczamy
symbolem O lub symbolem &.

PRZYKLAD. Zbidr

{xeR: x*< -4}

jest zbiorem pustym.

Niech litery p i ¢ oznaczaja odpowiednio dwa zdania orzekajace (prawdziwe lub fal-
szywe). Wéwczas za pomoca tych zdan oraz tzw. funktoréw mozemy utworzy¢ nowe
zdania (zloZzone) w nastgpujacy sposéb:

(1.1.1) ~p czytamy: nieprawda, 2¢ p (lub krétko: nie p),
(1.1.2) pvq czytamy: plub q,

(1.1.3) pAg czytamy: pigq,

(1.1.4) p=>q czytamy: jesli p, to q (lub: z p wynika q).

Zdanie (1.1.1) uwazamy za prawdziwe, jesli p jest falszywe, a za falszywe, jesli p jest
prawdziwe. Zdanie (1.1.2) uwazamy za prawdziwe, jesli co najmniej jedno ze zdan p lub ¢
jest prawdziwe; w innych przypadkach (to znaczy jesli p i q s3 falszywe) zdanie (1.1.2)
uwazamy za falszywe. Zdanie (1.1.3) uwazamy za prawdziwe, jesli oba zdania P i qsazda-
niami prawdziwymi; w innych przypadkach zdanie (1.1.3) uwazamy za falszywe. Zdanie
(1.1.4) uwazamy za prawdziwe, jesli oba zdania p i ¢ s3 prawdziwe, albo jesli p jest zdaniem
falszywym; w innych przypadkach (to znaczy gdy p jest prawdziwe a q falszywe) uwazamy
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zdanie (1.1.4) za falszywe. Jezeli p=>q i g=>p, to piszemy

(1.1.5) p=q (lub pe>q),

i czytamy: p wtedy i tylko wtedy, gdy g.

W zdaniu zlozonym (1.1.1) uZyty funktor nazywa si¢ funktorem negacji, w zdaniu
(1.1.2) funktorem alternatywy, w zdaniu (1.1.3) funktorem koniunkcji, a w zdaniu (1.1.4)
funktorem implikacji (wynikania).

§ 1.2. ALGEBRA ZBIOROW

W paragrafie tym uméwimy sig, ze bedziemy moéwili tylko o podzbiorach 4, B, ...
jednego okre$lonego zbioru X, zwanego w takim przypadku przestrzeniq (np. zbioru liczb
rzeczywistych). Umawiamy si¢ réwniez, ze zapis

{x: Sx)}

bedzie oznaczal to samo, co zapis {xeX: S(x)} okreSlony w poprzednim paragrafie.

Rys. 1.3 Rys. 1.4

Okreglimy teraz kolejno za pomoca objasnionej w poprzednim paragrafie symboliki
sume mnogosciowq AU B zbiordw A i B (rys. 1.2, czgs¢ zakreskowana), przekrdj (iloczyn
mnogosciowy) A N B zbioréw A i B (rys. 1.3, czg§¢ zakreskowana) i réznice mnogosciowq
A\B (lub: 4— B) zbioréw 4 i B (rys. 1.4, cz¢s¢ zakreskowana). Mamy mianowicie

(1.2.1) AUB={x: xeAvxeB},
(1.2.2) AnB={x: xeAnxeB},
(1.2.3) A\B={x: xe AAx¢B}.
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Tak okreslone dzialania dodawania i mnozenia zbioréw sa
1° przemienne, tzn. .
AuB=BUA oraz AnNnB=BnA;
2° taczne, tzn.

(AuB)UC=AU(BUC) oraz (ANB)NC=AN(BNC);

3° mnozenie jest rozdzielne wzgledem dodawania oraz dodawanie jest rozdzielne
wzgledem mnozenia, tzn.

AN(BUC)=(ANB)U(ANC) oraz AU(BNC)=(AUB)N(AUC).
ZADANIE 1.1, Wykazaé, ze
ANn(BUC)=(ANnB)U(ANC).

Rozwigzanie. Dla dowodu wykazemy, ze jezeli jaki§ element x nalezy do zbioru,
stojacego po lewe;j stronie réwnosci, to nalezy takze do zbioru, stojacego po prawej stronie
réwnosci, i na odwrot.

Przypusémy, 2e xedAn (BuC), to znaczy, 2e xeA oraz xe BuC. To drugie zdanie
oznacza, Ze x€ B lub xe C. Przypusémy, 2e xe B. Wobec tego, 2e z poprzedniego wynikato,
Ze xe A, mamy xeA4 N B, a zatem takze xe(4 N B)u(4n C).

Dowdd w przeciwna strong, to znaczy wykazanie, ze z tego, ze xe(An B)u(4n C),
wynika, 2e xeA N (Bu C), przebiega podobnie.

(1.2.4) Dopelnieniem A’ zbioru A do zbioru X (przestrzeni X) nazywamy zbiér X\ A.

Zadania

Wykazaé prawdziwo$é nastepujacych wzoréw:

1.2, 2,550(3,7)=(,7). 13. (1,3)n(3,5)=9g.

14. (A\B)nB=9. 1.5. AU(BNC)=(AUB)n(ALC).
1.6. (AUB)UC=AU(BUC). 1.7. (AnB)NnC=An(BNC).

1.8. A'nB'=(AuUB)'. 19. A'UB'=(ANB).

§ 1.3. KWANTYFIKATORY

Przy zapisie funkcji zdaniowych uzywamy czgsto symboli zwanych kwantyfikatorami.
Niech S(x) i T(x) oznaczaja odpowiednio dwie funkcje zdaniowe. Zapis

(1.3.1) A S(x)

odczytujemy: dla kazdego x jest S(x); zapis
(1.3.2) V §(x)
x
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odczytujemy: istnieje takie x, ze S(x); zapis

(1.3.3) AS(x)

T(x)
odczytujemy: dla kazdego x spetniajacego warunek T'(x) zachodzi S(x); zapis
(1.3.4) V S(x)

T(x)

odczytujemy: istnieje takie x spelniajace warunek T(x), dla ktérego zachodzi S(x).

Symbol A mnazywamy kwantyfikatorem duzym lub kwantyfikatorem ogolnym; zamiast
symbolu A uzywamy czasem symbolu V lub symbolu []. Symbol V nazywamy kwan-
tyfikatorem malym lub kwantyfikatorem szczeg6lowym; zamiast symbolu V uzywamy
czasem symbolu F lub symbolu ).

PRZYKLAD. Zapis
A x2>4
x>2
odczytujemy: dla kazdego x>2 jest x*>>4. Zdanie to jest oczywiscie prawdziwe. Natomiast
zdanie
A x>2
x2>4
jest falszywe, bo np. liczba x= —3 nie spelnia tego zdania. Zdanie

A {x*>4=>x>2}
x>0
jest prawdziwe.

Wazne sa reguly postgpowania zwigzane z zaprzeczaniem zdafi, w ktorych wystepuja
kwantyfikatory. Mamy nastgpujace reguly

(1.3.5) ~ A SX)=V (~S(X),
xeX xeX
(1.3.6) ~ V S(x)= A (~S(K)).
xeX xeX
W jednym zdaniu mozemy uzy¢ kilku kwantyfikatoréw. Na przykiad
(1.3.7) ~A VS&x )=V A(~Sx,)
xeX yeY xeX yeY

Widzimy, Ze przy zaprzeczaniu zdania duzy kwantyfikator przechodzi w maly, maly
w duzy, a zdanie S(x,y) przechodzi w zdanie ~S(x, ). Trzeba réwniez podkreslic,
ze zmiana kolejnosci uzytych kwantyfikatoréw zmienia sens zdania.

Kwantyfikatoréw uzywamy czgsto w zdaniach definiujacych; podamy definicje sumy
i iloczynu rodziny zbioréw. Przypusémy, ze zbiory 4,, gdzie indeks y € I', sa podzbiorami
pewnego okreslonego zbioru X. Wowczas
(1.3.8) U4,={x: V xe4d,},

yel b4

(13.9) N 4,={x: A xe4}.
7

yel
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Gdy zbior I" indekséw (wskaznikow) y ma dwa elementy, wéwczas wzor (1.3.8) pokrywa
si¢ ze wzorem (1.2.1), a wzor (1.3.9) ze wzorem (1.2.2).

Zadania

Wykazaé prawdziwo$¢ nastepujacych wzoréw de Morgana:

1.10. (U A4,)'= N4,. L1 ( N A4) = U4,.
yero yel yerl yel
Wskazéwka. Wykorzysta¢ wzory (1.3.5) i (1.3.6); definicja dopetnienia zbioru 4’ —
patrz (1.2.4); por. tez zadania 1.8 i 1.9.

§ 1.4. RELACJE (DWUARGUMENTOWE)

Niech 4 i B oznaczaja pewne zbiory. lloczynem kartezjariskim A x B nazywamy zbior
wszystkich par (a, b) takich, ze ae 4, beB. Za pomoca okreslonych poprzednio symboli
definicj¢ iloczynu kartezjariskiego mozemy zapisa¢ w nastgpujacy sposob:

(1.4.1) AxB={(a,b): acA, beB}.

Mozemy oczywiscie rozpatrywaé iloczyn kartezjanski jakiego$ zbioru A4 przez siebie,
tzn. 4 x A. Bedzie to zbior wszystkich par (a’, a’’) takich, ze ' € 4 oraz a”’ € A.

Przez relacje R w zbiorze A rozumiemy dowolny podzbiér iloczynu kartezjaniskiego
Ax A. Zapisy (a’, a”") € R oraz a’ R a" uwazamy za réwnowazne.

Na przyklad, jezeli X jest dowolnym zbiorem, to w klasie jego podzbioréw okredlilismy
relacj¢ inkluzji AcB. W zbiorze liczb rzeczywistych przykladem relacji jest relacja <.

Relacje R w zbiorze A nazywamy relacjq przechodniq, jezeli zachodzi implikacja
(1.4.2) A A A ((@Rb)A(bRc)=(aRc).

aeAd beA cecA

Relacje < i < sa przechodnie. Przy relacji < litery a, b, ¢ oznaczaja dowolne podzbiory
pewnego zbioru X, a litera A rodzing wszystkich podzbioréw zbioru X. Przy relacji <
litery a, b, ¢ oznaczaja dowolne liczby rzeczywiste, a litera A zbidr wszystkich liczb rze-
czywistych. Réwniez relacja < jest przechodnia.

Relacj¢ R w zbiorze A nazywamy relacjq zwrotng, jezeli
(1.4.3) A aRa.

acd

Obie relacie = i < s3 zwrotne, a relacja < nie jest zwrotna.

Relacj¢ R w zbiorze 4 nazywamy relacjq symetryczng, jezeli
(1.4.9) A A (@Ra")=("Ra).

a’'eda’ed

Na przyklad 2adna ze wspomnianych relacji nie jest symetryczna (natomiast relacja

réwnodci jest symetryczna).
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Relacj¢ R w zbiorze A nazywamy relacjq antysymetryczng, jezeli
(1.4.5) A A ((@Ra")A(@” Ra))=>(a'=a").

a'eda’cA

Na przykiad relacje = i < sa antysymetryczne.

Méwimy, ze zbior A jest czgsciowo uporzqdkowany ze wzgledu na relacj¢ R, jezeli
relacja R w zbiorze A jest zwrotna, przechodnia i antysymetryczna.

Na przyktad zbiér wszystkich podzbioréw okreslonego zbioru X jest czgsciowo upo-
rzadkowany ze wzgledu na relacj¢ <.

Moéwimy, ze zbiér A jest liniowo uporzqdkowany (lub po prostu: uporzqdkowany) ze wzgle-
du na relacje R, jezeli relacja R w zbiorze A jest zwrotna, przechodnia i antysymetryczna
oraz zachodzi warunek
(1.4.6) A A (@ Ra")v(a'Ra’).

a’eAa’eAd

Na przykiad zbidr liczb rzeczywistych jest liniowo uporzadkowany ze wzglgdu na re-
lacj¢ <, ponicwaz relacja ta jest zwrotna, przechodnia i antysymetryczna oraz jezeli dane
sa dwie liczby rzeczywiste, to zawsze jedna z nich jest mniejsza albo réwna drugie;.

§ 1.5. NIEROWNOSCI STOPNIA PIERWSZEGO Z JEDNA NIEWIADOMA

Jezeli dwa wiclomiany, z ktérych jeden jest stopnia n, a drugi co najwyzej stopnia n
(w szczegdlInosci moze by¢ réwny stalej) potaczymy znakiem <, >, < albo >, to méwimy,
Ze mamy nierownosc stopnia n.

W szczegolnosci, nierownos¢ stopnia drugiego nazywamy nieréwnosciq kwadratowq,
a nierdwnosé stopnia pierwszego nierdwnosciq liniowq.

Nieréwnosci ze znakiem < albo > nazywamy nierdwnosciami slabymi, a nieréwnosci
ze znakiem < albo > nieréwno$ciami ostrymi.

Bedziemy tutaj rozpatrywali tylko nieréwnosci z jedna niewiadoma. Rozwiqzaniem
nieréwnosci nazywamy zbior takich liczb, ktére po wstawieniu ich za niewiadoma daja
zdanic prawdziwe (nieréwnos¢ prawdziwg). Dwie nieréwnoéci nazywamy nieréwnosciami
réwnowaznymi, jezeli maja takie same rozwiazanie.

Zachodza twierdzenia:

(1.5.1) Jezeli do obu stron danej nieréwnosci dodamy ten sam dowolny wielomian, to otrzy-
mamy nieréwnos¢ rownowazing.

(1.5.2) Jezeli obie strony nicréwnosci pomnozymy przez liczbe dodatniq, to otrzymamy nie-
rownosé rownowaznq.

(1.5.3) Jeieli obie strony nierownosci pomnozymy przez liczbe ujemnq i zmienimy znak nie-
rownosci, to otrzymamy nieréwnosé réwinowaing.

Uwaga. Nie wolno mno2y¢ nieréwnosci stronami przez wyrazenie o znaku niewia-
domym lub zmiennym.

Nicréwnosci stopnia pierwszego z jedna niewiadoma rozwiazujemy zupelnie podobnie
jak rownania stopnia pierwszego z jedna niewiadoma. Zobaczymy to najlepiej na przy-
kladzie.
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ZADANIE 1.12. Rozwigzaé nieréwnosé
2(x—3)+5<3(2x-7)-2.
Rozwiazanie. Po wymnozeniu nawiaséw i red ukcji otrzymujemy
2x—1<6x—-23.

Przenoszac niewiadome na lews strone, a wiadome na prawa strong¢ nieréwnosci (przeno-
szenie wyrazeni odpowiada odjgciu tych wyrazedi od obu stron nieréwnosci) dostajemy

nieréwno$¢ réwnowazng
—4x< =22,

po podzieleniu obu stron tej nieréwnosci przez —4 otrzymujemy nieréwno$é réwnowazng
x>5,5,

ktdra okresla jednocze$nie rozwigzanie podanej w zadaniu nieréwnosci.

Zajmiemy si¢ teraz nieréwno$ciami, ktérych rozwiazanie mozna sprowadzi¢ badz
do rozwiazania nieréwnosci liniowej, badz do rozwiazania uktadu nieréwnosci liniowych.

ZADANIE 1.13. Rozwiazaé nieréwno$é

1 1
1 2x+——<10+ —,
() x—2 +x—2

Rozwiazanie. Nier6wno$¢ (1) ma sens przy zastrzezeniu, ze

)] x#2.

1
Do obu stron nieréwnosci (1) dodajemy wyrazenie _x_i; otrzymamy wtedy nieréwno$é
3 2x<10.
Obie strony nieréwnosci (3) dzielimy przez 2 i otrzymujemy nier6wno$é réwnowazna
(4) x<5.

Nieréwnos¢ (1) jest réwnowazna nieréwno$ciom (3) i (4) przy zastrzeZeniu (2). Biorac
wiec pod uwage (4) oraz zastrzezenie (2) otrzymujemy nastepujace rozwigzanie nieréw-
nosci (1):

x<2 lub 2<x<S5.

ZADANIE 1.14. Rozwiazaé nieréwnoéé
1
—>2.
x—-1

Rozwiazanie. Mamy zastrzezenie, ze x#1. Przenosimy 2 nma lewa strong nieréw-
noéci (czyli po obu stronach nierdwnosci odejmujemy 2):

1
—=2>0.
x—1
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Zauwazmy, ze nie wolno mnozyé przez mianownik x—1 (por. uwage na str. 13). Sprowa-
dzamy do wspdlnego mianownika

1-2(x—1 ~2x+3
1726206 skad +

>0;
x—1 x—1

mnozymy obie strony nieréwnosci przez —1 i otrzymujemy
2x -3
x—1

<0.

Jezeli utamek ma byé ujemny, to mamy dwie mozliwosci:
1° licznik dodatni, a mianownik ujemny,
2° licznik ujemny, a mianownik dodatni.
Przypadek 1°. Mamy
2x-3>0, x-1<0,
czyli '
x>3, x<l.

Stwierdzamy z zestawienia, ze w tym przypadku rozwiazan nie ma.
Przypadek 2°. Mamy
2x-3<0, x-1>0,
czyli
x<3, x>1,
co mozemy napisa¢ w postaci
1<x<3.

Okreslony zbiér jest rozwiazaniem zadanej nierownosci.
ZADANIE 1.15. Rozwigzaé nieréwnosc¢

2 1
1) —>—,
x—1" x
Rozwiazanie. Robimy zastrzezenie, ze x#0, x#1. Przenosimy wszystkie wyrazy
na lewa strone nieréwnosci, sprowadzamy wystepujace tam ulamki do wspdlnego mia-

nownika i po redukcji otrzymujemy nieréwno$¢ réwnowazng

x+1 >0

@ x(x=1)"

Oznaczmy wyrazenie stojace po lewej stronie nieréwnosci (2) symbolem L(x). Znak
L(x) zalezy od znakéw trzech wyrazen liniowych: x+1, x, x—1. Znak L(x) moze si¢
zmienié tylko wtedy, gdy si¢ zmieni znak jednego z tych wyrazesi liniowych. Cheac wiec
znalezé wszystkie przedzialy, w ktérych zachodzi nieréwnos¢ (2), robimy tabelke, w ktorej
umieszczamy wszystkie liczby, dla ktdrych chociazby jedno z podanych wyiej wyraZefi
liniowych réwna si¢ zeru; w naszym przykiadzie sa to liczby: —1,0, 1 (znak | w ostatnim
wierszu tabelki oznacza, Ze tu L(x) nie jest okreslone):
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x — -1 0 1 +
x+1 - | - o + | + + | + | +

x - - - - 0 + + + +
x—1 - - - - - - 0 + +
L | == o+ [P ]-=-10V]+]+

Z tabelki tej odczytujemy rozwigzanie nieréwnosci (2):

(€) -1<x<0 lub x>1,

ktdre jest jednoczeénie rozwiazaniem nieréwnosci (1), réwnowaznej nieréwnosci (2).
Zadania

Rozwigza¢ nieréwnosci (zad. 1.16 - 1.20):

x 1 x 1
A0 ———>—, A, — .
1.16 37276 117 x>2
2x+1 3
1.18. 3x—-5<0. 1.19. 2>m.
3 2
1.20. x_-l-l>xT2 .

§ 1.6. ROWNANIA I NIEROWNOSCI MODULOWE

Przypominamy, ze wartosciq bezwzglednq lub modulem |x| liczby rzeczywistej x nazy-
wamy

(1.6.1) |x|={ x, gdy x>0,

-x, gdy x<0.

A wiec modut liczby nieujemnej réwna si¢ jej samej, modut za$ liczby ujemnej réwna
si¢ tej liczbie ze znakiem przeciwnym. Z definicji tej wynika, Ze modut kazdej liczby jest
nieujemny, tzn. zawsze |x|=|—x|>0, przy czym réwna si¢ zeru tylko dla liczby zero.
Na przyklad mamy |5|=5, |0|=0, |—-5|=5.

Podamy teraz przyklady rozwigzywania réwnan, gdy niewiadoma wystepuje pod
znakiem moduhu.

ZADANIE 1.21. Rozwigzaé réwnanie

(6] |x—2|=5.
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Rozwiazanie. Rozpatrzymy dwa przypadki: x>2 i x<2.
1° x>2. Wowcezas |x—2|=x—2 i rownanie (1) jest rOwnowazne réwnaniu

2 x—2=5, skad x=7.

Poniewaz ta wartod¢ spetnia warunek 1°, wobec tego jest rozwigzaniem réwnania (1).
2° x<2. Wéwcezas |x—2|=—(x—2)=—x+2 i réwnanie (l) jest réwnowazne row-

naniu

3) —x+2=5, skad x=-3.

Warto$¢ ta spelnia warunek 2°, wobec tego jest takze rozwiazaniem réwnania (1).
Ostatecznie wiec rownanie (1) ma dwa rozwigzania x,=—3, x,=7.

ZADANIE 1.22. Rozwiaza¢ rOdwnanie
(1 |x+1|=-1.

Rozwigzanie. Poniewaz warto$¢ bezwzgledna ka’dej liczby jest nieujemna, wigc
lewa strona réwnania (1) jest przy kazdym x nieujemna. Wobec tego réwnanie (1) jest
sprzeczne, czyli nie ma zadnych rozwigzan.

ZADANIE 1.23. Rozwiagzaé réwnanie
W |2x—1]=|x-3|.

Rozwiazanie. Rozrézniamy przypadki: x>3, 3<x<3 i x <4 (rozpatrujac trzy prze-
dzialy liczbowe ograniczone pierwiastkami wyrazen znajdujacych si¢ pod znakiem mo-
dutu).

1° x>3. Wéwczas |2x—1|=2x—1 oraz |x—3}=x—3. Réwnanie (1) przybiera postac¢

2 2x—1=x-3, skad x=-2.
Liczba ta nie spelnia warunku 1°, wobec tego odpada jako rozwigzanie réwnania (1).
2° }<x<3. Woéwczas |2x—1|=2x—1 oraz |x—3|=—x+3. Réwnanie (1) przybiera
postac
3) 2x—1=-x+3, skad x=3%.
Liczba ta spelnia warunek 2°, a wiec jest rozwiazaniem réwnania (1).
3° x<3. Woéwcezas [2x—1]=—2x+1 oraz |x—3|=—x+3 i réwnanie (1) ma postac
) —2x+1=-—x+3, skad x=-2.

Otrzymaliémy dla réwnania (4) ten sam pierwiastek co dla réwnania (2). Ale obecnie
liczba ta spelnia warunek 3°, wigc jest takZe rozwiazaniem réwnania (1).
Ostatecznie wigc réwnanie (1) ma dwa rozwiazania x,=—2, x,=3%
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Uwaga. Liczby ograniczajace przedzialy rozpatrywane w naszych przypadkach
znajdujemy przez przyrownanie wyraZen stojacych pod znakiem modulu do zera, a wiec
w naszym zadaniu jako pierwiastki réwnan 2x—1=0 oraz x—3=0.

ZADANIE 1.24. Rozwigza¢ réwnanie
(6] |2x—1] +]|x—2|=6.

Rozwiazanie. Rozpatrzymy przypadki x>2, +<x<2 i x<%.
1° x>2. Wéwczas |2x—1|=2x—1 oraz |x—2|=x—2. Réwnanie (1) moZemy wigc
napisa¢ w postaci

(2) 2x—=14x—-2=6, skad x=3.
Liczba ta spetnia warunek 1°, wobec tego jest rozwiazaniem réwnania (1).
2° }<x<2. Woéwezas [2x—1|=2x—1 oraz |x—2|=—x+2. Réwnanie (1) moZna
napisa¢ w postaci
(€)] 2x—1—-x+2=6, skad x=5.
Liczba ta nie speinia warunku 2°, wobec tego nie jest rozwigzaniem réwnania (1).
3° x<4. Wowczas [2x—1]|= —2x+1 oraz |x—2|= —x+2, zatem réwnanie (1) mozna
napisa¢ w postaci
“4) —2x+1—-x+2=6, skad x=-1.

Liczba ta speinia warunek 3° i wobec tego jest rozwiazaniem réwnania (1).

Ostatecznie wigc réwnanie (1) ma dwa rozwigzania x,=—1, x,=3.

Przechodzimy teraz do rozpatrywania nieréwnosci, w ktorych niewiadoma wystepuje
pod znakiem modutu. ,

Podamy najpierw dwa waZne zwiazki. Niech litera a oznacza dowolng ustalong liczbe
rzeczywista, a litera b dowolng ustalong liczb¢ dodatnia. Wéwczas mamy nast¢pujace
zwiazki (por. str. 16):

(1.6.2) ((Jx—a|<b)A(b>0))=(a—b<x<a+b),
(1.6.3) (]x—a|>bA(bi0))§((x<a—b)v(x>a\+b)).
PRZYKLAD. Nier6wno$é |x—5|<2 jest réwnowazna nieréwnosci
I<x«T,
a nier6wno$¢ |x+1|>2 alternatywie nieréwnafci
x<-=3 lub x>1.
ZADANIE 1.25. Rozwigzaé nier6wnoéé

4x—5
2x+7

<3.

)
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Rozwiazanie. Robimy zastrzezenie, ze x# —5 Nieréwnos¢ nasza mozemy napisac
w postaci nieréwnosci podwojnej

4x—5

-3< < +3.
7

2x +

Musza wiec by¢ spehnione jednocze$nie dwie nieréwnosci

) 4)(‘—5> 3
2x+7
oraz
4x—5
3 <3.
® 2x +7

Rozwiazujemy najpierw nierownos¢ (2). Mamy

1 16 5x+8
Ox + >0, K X +

>0.
2x+7 ¢ 4T

Rozpatrujemy wiec alternatywnie dwie mozliwosci
1° 5x+8>0, 2x+7>0, skad x> —3,

2° 5x—8<0, 2x—7<0, skad x< —7.

1 l I
_27 _g 0 X
= I [ ) o
-13 _77 0 X
l 1 1 -
-13 -i! 0 X

Rys. 1.5

Po zestawieniu wynikéw nieréwnos¢ (2) jest speiniona, gdy
x<—1 albo x>-%.
Rozwiazujac analogicznie nier6wnos¢ (3) otrzymujemy

x+13
2x+7

>0,
skad

x<—13 albo x>-—7.

Jednoczesne rozwiazanie nieréwnosci (2) i (3) najwygodniej znalezé metoda graficzng
(tys. 1.5). Z zestawienia tego widzimy, ze nieréwnosci (2) i (3) sa speinione jednocze$nie,
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czyli jest spelniona nieréwno$é¢ (1), gdy
x<—13 albo x>-%.
ZADANIE 1.26. Rozwiazaé¢ nieréwnos$é

4x +1

® 2x—-3

>2.

Rozwiazanie. Robimy zastrzezenie, Ze x # 3. Nieréwno§é mozemy napisaé w postaci
alternatywy dwéch nieréwnosci (tzn. ma byé spetiona jedna albo druga):

4x+1

2 <=2
@ 2x—-3
albo ‘

4x +1
3 >2.
3 2x—3

Rozwigzujemy nier6wnos$é (2). Mamy

4x +1 8x—35
2<0, li <0,
—3" L %3
skad $<x<3.
Rozwiazujemy nieréwnoéé (3). Mamy
4x +1 7
-2>0, zyli >0.
23 RA

Nieréwno$¢ ta jest spelniona wtedy i tylko wtedy, gdy 2x—3>0, czyli gdy x>3.
Biorac pod uwagg, Ze nieréwnosci (2) i (3) maja byé spelnione alternatywnie, widzimy
2e rozwigzanie nieréwnosci (1) jest nastgpujace:

x>3, przy czym x#3.

Zadania

Rozwigza¢ nastgpujace réwnania (zad. 1.27 - 1.32):

1.27. [x+1]=3. 1.28. |x+1|=|x—1]|.
129, |x+1|+2[x—1|=5. 1.30. |1—2x|+[2x—6|=x.
131 [4-2x|+]|—x+3|=5. 132, |x*—7x+8|=2.

Rozwiazaé nastgpujace nieréwnosci (zad. 1.33 - 1.40):
133, |ix—-1|<5. 1.34. [3x—5|<|x+9|.
1.35. |x+100|>|2x—1]. 1.36. |x—1|+|2x—5|<9.
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2x—1 5x—3

137, |2 <2. 1.38. |22l <2.
x42 2x+7
2x—5 3x—1

1.39. >1. 1.40. >1
x+ 2—x

§ 1.7. NIEROWNOSCI KWADRATOWE Z JEDNA NIEWIADOMA

Kazda nieréwnosé stopnia drugiego (nieréwnosé kwadratowa) mozna sprowadzi¢ do
postaci

(1.7.1) ax* +bx+c>0,
przy czym zamiast znaku > moze by¢ <, > lub <. Mozemy réwniez zatozy¢, ze

(1.7.2) a>0,

poniewaz w przypadku gdy a<0, przez pomnozenie obu stron nieréwnosci przez —1
sprowadzamy nieréwnos¢ do przypadku, gdy wspotczynnik przy x? jest dodatni (oczy-
wiscie zmieniajac jednoczesnie znak nieréwno$ci na przeciwny).

Rozwiazanie nierdwnosci typu (1.7.1) laczy sie $cisle z wykresem funkcji kwadratowej

(1.7.3) y=ax?+bx+c.

Nieréwnosé (1.7.1) jest bowiem spelniona dokladnie dla tych x, dla ktérych odpowiednie
punkty (x, y) wykresu funkcji (1.7.3) znajduja si¢ ponad osia Ox (wtedy rzedna y jest
dodatnia).

Wykres funkcji (1.7.3) jest krzywa zwana parabolg, przy czym ksztalt tej paraboli
zalezy wylacznie od wspodlezynnika a przy x2. Wspolczynniki b i ¢ maja tylko wplyw na
poloZenie paraboli wzgledem ukladu wspdirzednych Oxy. Przy zatozeniu (1.7.2) para-
bola (1.7.3) jest zwrécona wierzchotkiem ku dotowi (jest wypukla, por. str. 188), tzn. trdj-
mian ax? + bx + ¢ ma minimum (por. str. 186). Minimum to zawsze jest przyjete dla wartosci
x=—bf2a i réwna si¢ —A4/4a, gdzie wyrdznik 4=>b>—4ac.

Oznaczmy

(1.7.4) T(x)=ax*+bx+c.

Polozenie paraboli (1.7.3) wzgledem osi Ox oraz istnienie miejsc zerowych trdjmianu
T(x) (to jest takich wartosci x, dla ktérych T(x)=0) zalezy od znaku wyréznika 4 troj-
mianu kwadratowego T'(x).

Podajemy tabele, z ktdrej, w zaleznosci od znaku wyrdznika 4, bedzie mozna odczy-
tywaé rozwigzania nieréwnosci typu (1.7.1) przy zatozeniu (1.7.2). W przypadku 4>0
miejsca zerowe trojmianu T'(x) oznaczamy przez x, i x,, a w przypadku 4=0 podwdjne
miejsce zerowe tréjmianu T(x) przez x,. Oczywiécie w tym przypadku x, = —b/2a, przy
czym dla x=x, tréjmian 7(x) przyjmuje warto§¢ minimalna réwna O.
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z'i:k Wykres tréjmianu (a>0) Warunek Rozwigzanie
A T(x)>0 x<x; albo x>x,
Y
4>0 ++\—-——=-/ ++ T(x)=0 x=x,; albo x=x,
0 X1 X2 x
T(x)<0 X <x<x,
J T(x)>0 X#Xo
J
4=0 T(x)=0 x=x,
+++ +++
0 %o x T(x)<0 nigdy
A
Yy T(x)>0 zawsze
4<0 T(x)=0 nigdy
++++ 4+ .
0 X X T(x)<0 nigdy

ZADANIE 1.41. Rozwigzaé nieréwnosé —2x2+5x—2<0.
Rozwigzanie. Mnozymy nieréwno$é stronami przez — 1 (aby otrzymaé a>0):

2x*—5x+2>0.

Mamy 4=25-16=9>0 oraz x, =1, x,=2. Jest to przypadek, gdy 4>0, mamy wigc
rozwigzanie

x<i lub x>2.

ZADANIE 1.42. Rozwigzaé nieréwno$é x?+wx+1<0.

Rozwiazanie. Mamy 4=1-4<0. Jest to przypadek, gdy 4<0. Z tabelki widzimy,
2e nier6wnosé jest sprzeczna.

ZADANIE 1.43. Rozwigzaé nieréwnos$é 4x2—12x+9>0.

Rozwiazanie. Mamy 4=144—144=0. Jest to przypadek, gdy 4=0. Nierownos$é
spetniona, gdy x#3%, czyli x#2.

ZADANIE 1.44. Rozwigzaé nieréwnosé

x-2

—<0.
x+3
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Rozwiazanie. Robimy zastrzezenie, ze x#* —3. Przy tym zastrzeZeniu zamiast naszej
nieréwnosci mozemy rozpatrzy¢ nieréwno$¢ réwnowazng
(x—2)(x+3)<0
(przy iloczynie i ilorazie tego samego znaku zachodza te same kombinacje znakow).
Tréjmian jest juz w formie iloczynowej mamy wigc od razu x, = —3, x, =2. Jest to przy-
padek, gdy 4>0. Zatem nier6wnos¢ jest spetniona, gdy —3<x<2.
ZADANIE 1.45. Rozwigzaé nieréwnosé
x?+x+2
— <0.
x“—x=2

Rozwiazanie. Robimy zastrzezenie, Ze x*—x—2%0. Oznaczmy
L(x)=x*+x+2 oraz M(x)=x*—x-2.
Mamy 4,=1-8=—7<0, zatem licznik L(x) jest zawsze wigkszy od zera. Natomiast
4,,=1+8=9>0, zatem mianownik ma dwa miejsca zerowe x,=—1, x,=2, a nasza
nier6wno$¢ bedzie spelniona gdy x2—x—2<0, czyli gdy —1<x<2.
-ZADANIE 1.46. Rozwiazaé nieréwnosé

1 3
® —

x 2(x+1)

>1.

Rozwigzanie. Robimy zastrzezenie, ze x#0 i x# — 1. Przenoszac wszystkie wyrazy
na lewa stron¢ i sprowadzajac do wspdlnego mianownika otrzymujemy
2(x+1)=3x—2x(x +1) 2x*+3x—2

>0, skagd —mm—<
x(x+1) Y S

Oznaczmy L(x)=2x?+3x—2; wéwczas 4, =25>0, x, = —2, x, =%. Podobnie oznaczajac
M@x)= (x+1) mamy 4y,>0, x,=—1, x,=0.

Rozpatrzymy dwa przypadki:

1° L(x)<0, M(x)>0, wowczas otrzymujemy

—2<x<% oraz x<-11lub x>0;
2° L(x)>0, M(x)<0, wowczas
x<=2lub x>5 oraz —1<x<0
Nieréwnosci podane w przypadku 2° nie moga by¢ nigdy spetnione. Zatem rozwiaza-

niem nieréwnosci (1) jest zbidr okreslony za pomoca warunkéw —2<x< —1 lub 0<x<4.

Zadania

Rozwiazaé¢ nastgpujace nieréwnosci (zad. 1.47 - 1.55):

x+3 x-—1 1-2 1
147, 22— 148, X __*X
x—3 x+5 1+x 142x
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140 =% o 150, 223 4
TN x2—5x ' T x=3 x+1 '
x?—4 x*—2x
151, ———50. 1.52. <
x2—5x+4 x*-1
1.53 1<2x2_7x"29<2
e x2=2x—15
x2—5x+3 x2+2x—36
1.54. |[— 1.55. n
x“—1 —4

§ 1.8. INDUKCJA MATEMATYCZNA (ZUPELNA)

(1.8.1) Zasada indukcji matematycznej (zupetnej) mowi, ze jezeli
1° pewna liczba naturalna ny, ma wiasnosé W,
2° z tego, ze dowolna liczba naturalna k>n, ma wlasnos¢ W, wynika, ze liczba k+1
ma wlasnosé W,
to kaida liczba naturalna n>n, ma wtasnosé W.

Za pomocg indukcji matematycznej dowodzimy twierdzeri i wzoréw dotyczacych
liczb naturalnych. Jezeli wigc chcemy np. udowodni¢ prawdziwos¢ pewnego wzoru, w ktd-
rym wystgpuje zmienna naturalna », dla wszystkich mozliwych n, to musimy

1° sprawdzi¢ prawdziwosé tego wzoru dla n=1.

2° zakladajac prawdziwos¢ wzoru dla n=k (zatozenie indukcyjne), wykazaé jego
prawdziwosci dla n=k+1 (teza indukcyjna).

Z tego wyniknie prawdziwo$¢ wzoru dla wszystkich liczb naturalnych.

ZADANIE 1.56. Wykazaé, ze

2 a2 5 n* n? n n(n+1)(2n +1)
) 142 +...+n_3+2+6=——6—.

Rozwiazanie. Sprawdzamy wzér dla n=1; mamy 12=§+-;-+%. a wiec punkt 1°
Jjest speiniony.

Teraz zakladamy, ze prawdziwe jest zalozenie indukcyjne

1+22+. 4k k3+k2+k
T 32 6
a twierdzimy, ze jest prawdziwa teza indukcyjna
k+1)* (k+1)* k+1
12+2’+...+k2+(k+1)2=( 3 ) +( 5 ) "

Bedzie to oczywiste, jezeli wykazemy, Zze lewe i prawe strony tezy i zalozenia réZnia sie
o t¢ samg liczbe. Lewe strony tezy i zaloZenia réznia sie oczywiscie o (k+1)2. Obliczamy
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réznicg prawych stron; mamy

(k+1)°® (k+1 k+1 K* K k_, 2
3 — +t "33 % +k+i+k+3+i=(k+1)

czyli te réznice sa rzeczywiscie réwne.
A wiec na podstawie indukcji zupelnej wykazaliSmy prawdziwo$¢ Zadanego wzoru.

ZADANIE 1.57. Wykazaé, ze dla kazdego n prawdziwa jest tzw. nieréwnos¢ Bernoulliego
) (1+a)’=14+na dla a>-1.

Rozwiazanie. Prawdziwo§¢ wzoru dla n=1 jest oczywista. Zalézmy teraz, ze wzor
jest prawdziwy dla n=k, tzn. zachodzi nieréwnos¢ (1 +a)*>1+ka. Mnozac obie strony
zaloZenia indukcyjnego przez 1+a>0, otrzymujemy

(A +a)* ' >(1+ka)(1+a), czyli A+a)*'>1+(k+1)a+ka®,

a wiec tym bardziej
(1+a)*'214+(k+1)a,
co oznacza prawdziwos¢ wzoru dla k+1, czyli prawdziwos¢ tezy indukcyjnej.
W ten sposéb prawdziwosé zadanego wzoru zostala udowodniona na podstawie in-
dukcji zupelnej.
ZADANIE 1.58. Wykazaé, ze dla kazdego n prawdziwy jest wzor

cosia—cos(n+3)a

(1) sina +sin 20+ ... +sin na= -
2sin o

Rozwiazanie. Sprawdzamy wzér dla n=1; mamy

3
oS Jox —Cos 3a

sina= -
2sina

Zwiazek ten jest oczywiscie spelniony; wystarczy zastosowa¢ wzdr na cos y—cos B.
Zaktadamy teraz, Ze jest spelnione zalozenie indukcyjne

costa—cos(k+1a
2sinia

sino +sin 2o+ ... +sin ka=

b

a twierdzimy, Ze jest spetniona teza indukcyjna
cos Ya—cos(k +%)a
2sin Jo

sina+sin2a+... +sinka+sin(k+1)a=

Lewe strony tezy i zalozenia réznia si¢ o sin (k+ 1)a. Obliczmy réznicg prawych stron.
Po prostej redukcji otrzymujemy
cos (k+3)a—cos(k+3)a
2sin fo ’

Stosujac ponownie wzér na réznicg cosinuséw otrzymujemy sin *k+1Da.
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W ten sposéb udowodnilismy, ze z zalozenia indukcyjnego wynika teza indukcyjna,
a wiec wzdr (1) podany (na zasadzie indukgji matematycznej) jest prawdziwy.

Zadania

Wykaza¢ za pomoca indukcji matematycznej, ze prawdziwe sa nastepujace wzory dla
kazdej liczby naturalnej n (zad. 1.59 - 1.64):

+1
159, 142+...+n="0+D

1.60. Wz6r na n-ty wyraz a,=a,q""! postgpu geometrycznego.
1.61. Wz6r na n-ta sumeg czastkowa postepu geometrycznego

"—1
sn=alq ) q#l
qg—1
n(n+1)\2
1.62. 13+23+'-~+"'3=(l+2+...+n)2=< (2 )> :

1.63. Uogolnienie nieréwnosci Bernoulliego:

n(n-1)

(1+a)">214na+ a> dla a>0.

sin(n +%)a_ 1)

1.64. coso+cos2o+... +cosna=14 -
sin $o

§ 1.9. DWUMIAN NEWTONA

Dwumianem Newtona nazywamy wzér na n-ta potege dwumianu a+b. We wzorze
n
tym uzywamy symbolu ( k) (czytaj n nad k), zwanego symbolem Newtona i okrelone-
20 nastgpujaco (!):

n n!
(1.9.1) (k>‘—‘k' l(n—k)!’

przy czym (;>=(:>= 1, gdzie symbol k! (czytaj: k silnia) oznacza iloczyn kolejnych liczb

naturalnych od 1 do k. przy czym przyjmujemy 0!=1,
PRZYKLAD. Mamy

n\ n _n(n—l) n _n(n—l)(n,—2)
<‘>—n’ (2)_ 2 (3>_ 1-2.3

(') W literaturze spotykamy tez oznaczenia (2')=C.'f.
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Zauwazmy, e zachodzi zwiazek

(1.9.2) (n+D)!'=(m+1n!.
Wzér na dwumian Newiona jest nast¢pujacy:
(1.9.3) (a+b)=73 <:>a""‘ b"=a"+(;l)a"‘1 b +<;> a"”" e 4. +b".
k=0

Wzoru tego dowodzi si¢ za pomoca indukcji matematycznej (por. § 1.8) dowodzac
prawdziwosci wzoru na wspolczynniki

(19.4) (Z)+(k'il)=("751)'

Wspokczynniki rozwinigcia n-tej potegi dwumianu a+b mozna réwniez znaleié za
pomoca tzw. tréjkqta Pascala

0 1

1 1 1

2 1 2 1

3 1 3 3 1

4 1 4 6 4 1

5 1 510 10 5 1
61 6 15 20 15 6 1

Tréjkat ten budujemy z liczb w ten spos6b, ze na poczatku i na koricu kazdego wiersza
piszemy 1, a inne wyrazy danego wiersza otrzymujemy jako sume dwoch najblizszych
wyrazéw stojacych w wierszu znajdujacym si¢ nad danym wierszem. Liczby stojace w (n+1)-
-szym wierszu sa wspolczynnikami rozwinigcia (a+b)", np.

(a+b)’=a’+5a*b +10ab* +10a’b> +5ab* +b° .

Zadania

1.65. Wykaza¢, ze (3)+(3)+(G)+(3)+()=(2)

Wskazéwka. Wykorzystaé wzér (1.9.4).

1.66. Znalez¢ siédmy wyraz rozwinigcia (a+b%»)5.

1.67. Wykazaé, ze suma wszystkich wspdlczynnikéw w rozwinigciu dwumianu Newtona

(a+b)" wynosi 2", tzn.
= n
=2".
A

Udowodni¢ (zad. 1.68 - 1.71):

1.68. kgo(—l) (k)=0.



28 1. Pojecia wstepne, nieréwnoéci, réwnania modulowe

2 (n\[(r=k\ kip-k_ (" »
1.69. kzo(k)(l’—k)a b*™*=( , J@+b)" dla n>p>0.

1.70. Z( )(:'t) (:) dla n>p>0.

1.71. Z( 1) )( )=0 dla n>p>0.

k=0
1.72. Do jakiej potegi nalezy podnie$s¢ dwumian a+ b, aby w rozwinigciu suma wyktad-
niké6w poteg liczby a we wszystkich wyrazach wyniosta 120

1.73. Do jakiej potegi nalezy podnie§¢ dwumian a+ b, aby w rozwinieciu suma wyktad-
nikéw potegi liczby b we wszystkich wyrazach wyniosta 45.

1.74. Na plaszczyZnie dane jest n punktéw potozonych tak, ze Zzadne trzy z nich nie
leza na jednej prostej. Ile réznych prostych mozna poprowadzi¢ poprzez te punkty?

1.75. W rozwinigciu dwumianu (\/T:r—\/:d" wspolczynnik przy trzecim wyrazie
wynosi 28. Znalez¢ Srodkowy wyraz rozwinigcia.

1.76. W rozwini¢ciu dwumianu Rla+ a~')'5 znalezé wyraz nie zawierajacy a.

1.77. Przy jakiej wartosci n wspélczynniki drugiego, trzeciego i czwartego wyrazu
rozwiniecia dwumianu (x+y)" tworza postgp arytmetyczny.

1.78. Zbadaé, ktére wyrazy nie zawieraja niewymierno$ci w rozwinigciu dwumianu
B+

1.79. ZnaleZ piaty wyraz rozwinigcia dwumianu

()
e
jezeli stosunek wspolczynnika przy trzecim wyrazie do wspélczynnika przy drugim wyrazie
wynosi 4.

1.80. Znale?¢ czwarty wyraz rozwinigcia

2 2\"

( Ja 43 b*—a ) ’
b—a a

jezeli wspolczynnik przy trzecim wyrazie wynosi 21.
1.81. Wyliczy¢ z dokladnoscia do 0,001 potege 1,0005%6.
Wskazdédwka. Nalezy zauwazy¢, ze 1,0005=1+0,0005.



Rozdzial 11
CIAGI NIESKONCZONE

§ 2.1. UWAGI OGOLNE O CIAGACH

Jezeli kazdej liczbie naturalnej » zostanie przyporzadkowana jedna liczba rzeczywista
Uy, to mOwimy, Ze zostat okreslony nieskoriczony ciqg liczbowy.
Ciag nieskorniczony zapisuje si¢ w postaci

Up,lpy ooy tly, ... lub  {u,}.

Liczby uy, u,, ... nazywamy wyrazami ciqgu {u,}; symbol u, nazywamy wyrazem
ogélnym tego ciagu.

Ciag nieskoriczony {u, } ma granice g, jezeli dla kazdej liczby dodatniej ¢ mozna znalezé
W ciagu (istnieje w ciagu) takie miejsce N, ze dla kazdego n> N zachodzi nieréwnosé

[un—g| <s.
Zamiast stéw: ,,ciag {u,} ma granice g”’, méwi si¢ réwniez: »ciag {u,} dazy do granicy g”.
Zapisujemy
u,~g, gdy n—»oco, lub limu,=g.

n— o0

Méwimy, ze ciag nieskoriczony {u,} ma granice oo (plus nieskonczonosc), jezeli dla
kazdej liczby M >0 mozna znalez¢ w ciagu (istnieje w ciagu) takie miejsce N, ze dla kazdego
n>N zachodzi nierdwno$é

u,>M.
Zamiast stéw: ,,ciag {u,} ma granicg + 00”, méwi si¢ réwniez: »ciag {u,} dazy do plus nie-
skoriczonosci”. Zapisujemy

u,—00, gdy n-oo, lub limu,=00.

B— 0

Moéwimy, ze ciag nieskoficzony {u,} ma granice — oo (minus nieskoficzono$¢), jezeli
dla kazdej liczby M >0 mozna znalezé w ciggu (istnieje w ciagu) takie miejsce N, ze dla
kazdego n> N zachodzi nieréwnoéé

u,<—M.

Zamiast stow: ,,ciag {u,} ma granice —c0”, méwi si¢ réwniez: ,,ciag {u,} dazy do minus
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nieskoriczonoéci”. Zapisujemy
u,—»—w, gdy n—»oo, lub limuy,=—o0.
[ ad-

‘Nie kazdy ciag nieskoficzony ma granice, na przyklad ciag nieskofczony 1, 2,3, 1,2,
3, 1,2, 3, ... nic ma granicy.

Ciag nieskoriczony, ktéry ma granicg skoniczona, nazywamy ciggiem zbieznym. Wszyst-
kie inne ciagi nieskoficzone nazywamy ciggami rozbieznymi; w szczegollnosei jezeli ciag
{u,} dazy do + oo, to méwimy, Ze jest rozbiezny do plus nieskoriczonosci i podobnie méwimy
o ciagu rozbieinym do minus nieskoriczonosci.

Zmiana skoficzonej iloéci wyrazéw ciagu nieskonczonego nie wplywa na istnienie

granicy ciagu ani na jej wartosc.
ZADANIE 2.1. Obliczy¢ granice ciagu o wyrazie ogdlnym
2n*—3n+5
" 34+7n—6n*"
Rozwiazanie. Dzielac licznik i mianownik przez najwyZsza potgge zmiennej na-
turalnej (*) wystgpujaca w mianowniku ulamka, tj. przez n?, otrzymujemy

2n 3n 5 3 5

PR Tt
"_3+7n 6n2—3+7 ]

n2 n2 n* n® n

Do licznika i mianownika stosujemy twierdzenie:
.1.1)  Jezeli cigg {a,} ma granice a i ciqg {b,} ma granice b, to ciqg {a,+b,} ma
granice a+b.

Zauwazmy, e przy n—oo mamy 3/n—0, 5/n*—0, 3/n>—0, 7/n—0. Granica licznika
jest wigc 2—0+0=2, a granica mianownika 0+0—6=—6.

Nastepnie stosujemy twierdzenie:
(2.1.2)  Jezeli cigg {a,} ma granice a, ciag {b,} ma granice b, przy czym zaden z wyrazéw
ciagu {b,} nie réwna si¢ zeru, ani te: jego granica b nie jest réwna zeru, to ciqg ilorazéw
{a,[b,} ma granice afb.

A wiegc

W ten sam sposéb postepujemy zawsze, gdy licznik i mianownik sa wielomianami
tego samego stopnia wzgledem n. Ogdlnie biorac, prawdziwe jest nastgpujace twierdzenie:
(2.1.3)  Jezeli licznik i mianownik ulamka sq wielomianami tego samego stopnia wzgledem
zmiennej naturalnej n, to granica takiego wlamka przy n—oco réwna si¢ stosunkowi wspoi-
czynnikéw przy najwyiszych potegach n.

(1) Tzn. zmiennej przybierajacej wartoéci liczb naturalnych.
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ZADANIEE 2.2. Obliczyé granice ciagu o wyrazie ogllnym

_ 4an®—-5n+1

B

Rozwiazanie. Podzielmy licznik i mianownik przez najwyZsza potege zmiennej

naturalnej n wystepujaca w mianowniku ulamka, tj. przez n°; po skroceniu poszcze-
gélnych utamkéw powstalych w liczniku i mianowniku otrzymujemy

U

4 5+1
n> n*' n® 0
U= —=0, gdy n-ooo0.
2 4 3
3+—§—F

A wiec granica danego ciagu jest O.

Ogdlnie biorac, prawdziwe jest twierdzenie:
(2.1.4)  Jezeli mianownik ulamka jest wielomianem stopnia wyZiszego wzgledem zmiennej
naturalnej n anizeli licznik, to granica takiego ulamka przy n— oo réwna sig zeru.

ZADANIE 2.3. Obliczyé granicg ciagu o wyrazie ogélnym

2n*—5n+8
"= T sn—3

Rozwiazanie. Podzielmy licznik i mianownik ulamka przez najwy2sza potege zmien-
nej naturalnej n wystgpujaca w mianowniku utamka, tj. przez n; po skréceniu utamkdéw
w liczniku i mianowniku otrzymujemy

2n—-5+—
n
U,=
3
15——
n

Gdy n— oo, licznik roénie nieograniczenie, a mianownik dazy do 15, a wiec dany ciag
ma granicg + co.

Mamy twierdzenie:
(2.1.5)  Jezeli licznik ulamka jest wielomianem wzgledem zmiennej naturalnej n stopnia
wyzszego niz mianownik, to gdy n—oo, warto$¢ bezwzgledna ulamka daqzy do nieskonczo-
nosci.

ZADANIE 2.4. Obliczyé granice ciagu o wyrazie ogélnym

_(0,99)
a4l

Rozwiazanie opieramy na wiadomosciach o ciagu geometrycznym. Ciag o wyrazie
ogélnym u,=g¢" ma skonczona granic¢ tylko dla —1<g<1, przy czym:
(2.1.6) Jezeli —1<g<1, to lim ¢"=0.

(.1.7) Jezeli g=1, to q"=1, wigc limq"=1.

n—>co



32 II. Ciagi nieskoriczone

W myél wzoru (2.1.6) licznik badanego utamka ze wzrostem »# dazy do zera, a mia-
nownik roénie nieograniczenie, wigc granica ulamka jest O:

lima,=0.

n—+ o

ZADANIE 2.5. Obliczy¢ granicg ciagu o wyrazie ogolnym

u,=+/4n*>+5n—7-2n.

Rozwiazanie. Bezposrednie wnioskowanie z postaci wyrazu u, jest trudne, bo za-
réwno odjemna, jak i odjemnik rosna nieograniczenie ze wzrostem n. Przeksztalémy to
wyraZenie korzystajac z nastgpujacego wzoru algebry elementarne;:

a*—b?

a+b

_(V4n*+5n-7)"—4n* 5n—17

u,= = .
Nan? +5n—-7+2n  J4n*+5n—T7+2n

Otrzymujemy

Dzielimy teraz licznik i mianownik przez n pamigtajac o tym, ze aby podzieli¢ pierwiastek
kwadratowy przez n, nalezy wyraZenie podpierwiastkowe podzielié przez n?. Nastegpnie
stosujemy twierdzenie:
(2.1.8)  Jezeli ciag {a,} o wyrazach nieujemnych ma granice a, to ciqg {’(/Zi,,}, gdzie p
jest ustalong liczbq naturalng, ma granice %/a.

Jest wigc

5 7
n 5 5

_— o ———=—, gdy
/ 5 17 442 4
4+——-7+2 \/_+

n n

. N . ) ¢ 5
Poszukiwana granica istnieje i jest réwna 2.

U,= n—00.

ZADANIE 2.6. Obliczyé granice ciagu o wyrazie ogélnym

uy=Jn®+2n’+4—In*+1.

Rozwigzanie. Przeksztalémy dane wyraZenie korzystajac z rozkladu réznicy szes-
cianéw
a®—b3*=(a—-b)(a’*+ab+b?),
skad

a—o=

Otrzymujemy
(3 +2n2 +4)—(n® +1)

u,= .
Y +2n2 +42 + Y (P +2n? + ) (n° + 1) + I (n° +1)?
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Po wykonaniu redukgji licznik utamka przybiera posta¢ 2n?+ 3. Podzielmy licznik i mia-
nownik przez taka potege n, aby w mianowniku otrzymaé wyraZzenie, ktérego granica
jest liczba skornczona, rézna od zera. Widoczne jest, ze w tym przykladzie taka potega
jest n2.

Zauwazmy, Ze:

1° aby podzieli¢ pierwiastek szeScienny przez n?, nalezy wyrazenie podpierwiastkowe
podzielié przez (n?)3, tj. przez nS;

2° aby podzieli¢ kwadrat wyraZenia przez n®, mozna samo wyrazenie podzieli¢ przez n®;

3° aby podzieli¢ iloczyn dwdch czynnikdw przez n®, wystarczy podzieli¢ kazdy z tych
czynnik6w przez n>.

Po podzieleniu licznika i mianownika przez n? przy zastosowaniu podanych regul
i po skréceniu poszczegélnych ulamkow otrzymujemy

2+3
)

U,= — .
"2 4y 2 4 1 1\?
3 <1+—+—T> +3 (1 +—+—3>(1 +—3)+i/<1 +—,>
n n n n n n

Przechodzac do granicy otrzymujemy ostatecznie

2 2

limu,= -
n=w 14141 3

ZADANIE 2.7. Obliczy¢ granicg ciagu o wyrazie ogdlnvm
32n+1_7
v

Rozwiazanie. Zwréémy uwage na to, ze 32"*'=32".3'=(3%)"-3=9"-3. Wyraz
ogdlny ciagu mozZemy napisa¢ w postaci
3-9"-7
Un=-Ggv 1"
9"+4

i po podzieleniu licznika i mianownika przez 9" otrzymujemy

7
9" 3
U,= 4—»—1-—3, gdy n-oo.
1+—
9!!

Granica ciagu istnieje i jest réwna 3.

ZADANEE 2.8. Obliczy¢ granice ciagu o wyrazie ogélnym

u,=3"+5"+7"
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Rozwiazanie. Zwr6émy uwagg na oczywista nieréwnosé
<3 +5"+ < T+ T+ 7",
z ktérej wynika, ze
V<3 a5 +7 <37, cyli 1<YF 1537 <73,

Zastosujemy tu tzw. twierdzenie o trzech ciggach:

(2.1.9)  Jezeli wyrazy ogédine trzech ciqgéw {an}, {u,}, {b,} spelniajq dla n> n, nieréwnos¢
ansunsbn
i jezeli ciggi {a,} i {bn} majq wspding granice g, tzn.
lima,=lim b,=g,
n—*oo n—aow
to ciqg {u,} ma te samq granice, czyli
limu,=g.
Wyrazy badanego ciagu {u,} sa zawarte pomigdzy odpowiednimi wyrazami a,=7
ib,=7 ’{/3 dwoch ciagéw, tzn. a,<u,<b,. Opierajac si¢ na wzorze
(2.1.10) im3/g=1 dia a>0

n—+aw

mamy lim b,=7-1=7; jest tez oczywiscie lim a,=7, a wigc réwniez lim u,=7. Osta-

n= o0 n— o n—+w

tecznie otrzymujemy
U, =\/3"+5"+7">7, gdy n-oo.

ZADANIE 2.9. Obliczy¢ granicg ciagu o wyrazie ogdlnym

()
U,={14+—|.
n

Rozwigzanie. Gdy n— o0, wowczas 4/n—0, a wigc 14+4/n—1. Mogloby sie wobec
tego wydawacd, ze granica ciagu {u,} jest liczba 1. Wnioskowaé jednak w ten sposéb nie
wolno, poniewaz w danym przypadku jednoczeénie ze zZmiana podstawy potegi zmienia
si¢ wykladnik potegi.

Aby znalezé granice ciagu, przypomnijmy sobie jeden z podstawowych wzoréw teorii
granic:

1 n
(2.1.11) lim (1+—) =e,
n-w n
gdzie e=2,71828... jest podstawa logarytméw naturalnych.
Mamy takze wzdr ogdlniejszy
1
(2.1.12) lim (1+a,)"=e, jezeli lima,=0 i a,#0,

n— o n—>o
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Wezmy pod uwage nasz ciag, przeksztalcony w nastepujacy sposob:

4\
n
Podstawiajac we wzorze (2.1.12) a,=4/n otrzymujemy, e granica ciagu {i,} jest e*.

ZADANIE 2.10. Znalez¢é granice ciaggu o wyrazie ogolnym

o)

Rozwiazanie. Przeksztalémy utamek dzielac licznik i mianownik przez n; mamy

wowczas
1 4\" 1
WETT) T 0w
(1 +— (l +--—>
n n

Gdy n—»c0 mianownik dazy do e, na podstawie wzoru (2.1.11) zadania poprzedniego,

a wigc
. n 1
lim =—
n*eo(n + l) e

ZADANIE 2.11. Obliczy¢ granicg ciagu o wyrazie ogélnym

a1

u,=_[—.

n

Rozwiazanie. Gdy n—o0, to 1/n—0 i mogloby si¢ wydawac, ze granica ciagu {u,}
jest liczba 0. Ale tak nie jest, gdyZ jednoczesnie ze zmniejszaniem si¢ liczby podpierwiastko-
wej stopien pierwiastka n rosnie nieograniczenie, co wplywa na powigkszenie si¢ wyrazéw
ciaggu poczawszy od u,. Jest bowiem

1 1 1 1

%<-:7_—4<?\/—§-< <m<
Granice rozwazanego ciagu obliczamy na podstawie jednego z podstawowych wzoréw
teorii gramic:
(2.1.13) limVn=1.

n—*00
Zatem '

lim :/__._= lim — ! —=1
n—o n-oQ\/;l 1
ZADANIE 2.12. Wykazad, Ze jezeli dla ciagu {u,} istnieje granica

. un+
lim

n-—o un

=q<l1,

to lim u,=0.

n-o
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Rozwiazanie. Wezmy pod uwage ciag bezwzglednych wartosci wyrazéw danego
ciagu: {|u,|}. Ciag ten od pewnego miejsca musi by¢ malejacy, poniewaz na podstawie
definicji granicy dla kazdego ¢ istnieje takie N, ze

Up+t

<qg+e¢ dla n>=N.

n

Wezmy ¢ tak male, aby g+e<1; wtedy

Uptq

<l czyli |upeq|<|u,|.

Uy

Ciag {|u,|}, jako malejacy i ograniczony liczba 0, musi mie¢ granice nieujemna, skoficzong.
Twierdzimy, Ze granica ta musi byé 0, gdyz jesli |u,|»g+#0, to

=|un+l|

|

Un+1
u,

l“n+1l"8’ i ->§=19éq,

wbrew zalozeniu.
Wykazali$my wigc, Ze |u,| >0, a tym samym i u,—0, poniewaz —|u, | <u, < |u,|.

Uwaga. Podobnie mozna wykazaé, ze jezeli dla ciagu {u,} istnieje

u
l’2‘=q>1’
u,

to |u,] =+ 0, a wigc ciag {u,} jest rozbiezny.

lim

n— o

ZADANIE 2.13. Obliczy¢

. n
lim —
"-9@2
Rozwiagzanie. Mamy
10 10
n (n+1)
Un = > skad Un+1= aEi
Obliczamy
1 10
14—
i Ynt i (n+1)t0-27 . ( +n> 1
= =lim —— =—
nowo Uy ,,l_r.l:, 2" ipte e 2 2’

a wiec, na podstawie poprzedniego zadania,

10

lim — =0.
n=ro0 2”

ZADANEE 2.14. Kapital k=1000 zt podlega oprocentowaniu po p=69, rocznie w ciagu
t =3 lata. Obliczy¢ kapital koricowy:
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a) gdy odsetki sa dopisywane do kapitatu w koncu kazdego roku;

b) gdy odsetki sa dopisywane do kapitalu m razy w roku co 1/m roku (obliczy¢ dla
m=12);

c) gdy oprocentowanie odbywa si¢ W spos6b ciagly, tzn. gdy m—oo.

Rozwiazanie. Mamy

p ‘
=k =,
a) K; (l+l ) |

p mt
Kn=k —
B Ka=k(140m)
p mt p 100m/p—1pt/100
<) K=1limK,= llmk(l+m) =k llm[(l-\-———) ’] =ke"“°°.

m— . m~> 00 m— o] lOOm

leiczeniaz

6 3
K,=1000 — ) =1191,0z1,
a) 1 (l+100> 1 z

1200
c) K =1000e%3/1°°=1197,2 zt.

6 12-3
b) Klz=1000(1 -l————) =1196,2z1,

ZADANIE 2.15. Po zamknigeciu obwodu elektrycznego, zawierajacego oporno$¢ czynna
oraz indukcyjnosé, natgzenie pradu zmienia sie wedtug réwnania i=15(1—e” 2f), Obliczyé
natezenie pradu w chwili t=0 oraz graniczna warto§¢ nateZenia przy t—>co.

Rozwigzanie. Dla =0 mamy i=0, a dla t—»o0 mamy

i=15lim(1—e”*)=15.
t— 00
ZADANIE 2.16. W przypadku oporéw polaczonych jak na podanym rysunku 2.1 oporno$¢
wypadkowa wyraZa si¢ wzorem

R,R,
R= ! +R2. o Rz 2
Rl +Rz A B

Wyznaczyé przedzial, w ktérym zmienia si¢ oporno$¢ wy-
padkowa R, gdy opornik R, bedzie regulowany od 0 do oo. Rys. 2.1
Wykonaé obliczenie dla R, =2 i R,=3.

Rozwiazanie. Zbadajmy pochodna dR|dR,:

dR _Ry(R,+R)—R(R, _ R}
dR, (R, +R)*  (Ry+R)”

Poniewaz pochodna ta jest stale dodatnia, wigc ze wzrostem R; oporno$é wypadkowa R
rosnie.
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Gdy R,=0, opornos¢ wypadkowa wynosi R=R,=3. Aby obliczy¢ do jakiej granicy
dazy R, gdy R,—o0, obliczamy

lim

R:—

2R, . 2
( +3)= lim |——+43}=5.

z R:-e0

R,

= +1

A wigc gdy oporno$¢ R, zmienia si¢ od 0 do oo, oporno$¢ wypadkowa R rosnie od 3 do 5

omow.

Zadania

Obliczyé granicg ciagu o wyrazie ogélnym (zad.

n
2.17. u,=——.
n+1
n*—1
2.19. u,=——.
3—n
-1
221, 4, == D@ H3)
3n°+5
2n—1)°
223, uy=— 0D
(4n—-1)*(1-5n)
2.25. u,,=(_1) )
2n—1

2.27.

2.29. u

231 u

233. u

235. u

n

5n—2\3
u,= .
3n—1

-2

T 3n45°

( - 018)”

2n—5

_2n +(=1)"
= - .
3n—-2

n+10

2.17 - 2.40):
2.18. u =3
A8. U, = .
" 6-—5n
2.20 2n3—4n—1
e U, = —mm———0——,
" 6n+3n*-nd
O s
M (dn—-1)(3n+2)”
310
+2.24. u,=———.
n Jn
2n—3\?
2.26. u,= .
3n+1
32
228, u 1+
n+1
2.30 _n—-lO
30, u,= 3
2—5n—10n?
232 u=———
3n+15
1+2n2—/144n*
V2.34. u”=‘/ w—y .
n
—1
2.36. u,=>3—

8n+10°
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2 2
n*+4 n"—1.
20370 = . 2.38. = ———
=32 M.
n
2.39. u,=

1
—_— . 240. u,=F7—5— """
Yen*—n—n e Nan*+Tn-2n"

Opicrajac si¢ na zadaniach 2.5 i 2.6 obliczy¢ granice ciggu o wyrazie og6lnym (zad
241 - 2.47):

241, u,=Vn+2—n. 2.42. u,=n+n—n.

243. u;=n—yn>+5n. ' 2.44. u,=~/3n+2n—5-n/3.
2.45. u,=3n—9n2+6n—15. 2.46. u,=n> +4n>—n.

247, u,=nJ2-V20> +5n> 1.

Opierajac si¢ na zadaniu 2.7 znalez¢ granicg ciagu o wyrazie ogélnym (zad. 2.48 - 2.53):

248, = > 249, =21
48, =— 4. U=
Un 22 _ 7 4-9"+7
250 3_22n+2_10 251 _8'!-1
N, U, = ————— Sl —,
" Sa s R
2n+1_3n+1 3 'l2n+l__l
252, u,= -—_E'TTT_ 2.53. u,= —2— —3-“_—1-_—-1-

Opierajac si¢ na zadaniu 2.8 obliczy¢ granice ciagu o wyrazie ogélnym (zad. 2.54 - 2.57):

2.54. u,=/3"+2". 2.55. u,=~/10"+9"+8"

nr— 1 n
2.56. u,=+/ 10‘°°—"/1—0W. 2.57. u,=V&"+@)"

Obliczyé granicg ciagu o wyrazie ogolnym (zad. 2.58 - 2.63):
1+24...+n

2.58. u,= =
n

Wskazéwka. Oprzeé sig na wzorze (por. zad. 1.59):

n(n+1)

142+ ... +n=
+ n >

12422 4. 4n*

3

2.59. u,=
N n
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Wskazéwka. Oprze¢ si¢ na wzorze (por. zad. 1.56):

124224 +n2_n(n+1)(2n+1)
e ——T_.
13423+, +n°
260, u,= -2t
n

Wskazéwka. Oprze¢ si¢ na wzorze (por. zad. 1.62):

13+zs+...+ns=("<"+l>)’.
2
. 1 1
261, u = +?+T+m+?. 262, u = LTata+..+d
" 1+—1—+i+...+—1— ' 1+-1—+—1-+...+—1—.
3 32 T3 4 16 4
2.63 u,,=—1-,;+3,;+ ..+£,;
n n n

Opierajac si¢ na zadaniu 2.9 znaleZ¢ granicg ciagu o wyrazie ogélnym (zad. 2.64—2.70):

2Y\" 1\"
2.64. u,,=(1+—). 2.65. u,,=(1——2>.
n n
n+5\" 3\
2.66. u,= ) 2.67. u,=(1--).
n ]
4 -n+3 2+6 n2
2.68. u,,=(1——) 2.69. u"=<" . ) .
n ]
n?42\"
2.70. u,=(———) .
70. u (2n2+1>
Obliczy¢ granicg ciagu o wyrazie ogélnym (zad. 2.71 - 2.90):
2.71. u,=n+Vn—vn—n. ~2.72, un=x/n(n—Jn2_1).
2.73. u,=n(2n> +1-v2n’-1). 274, u, =2 "3n% +15.

\Vn
2.75. u,=/n""—2n% 2. 2.76. uy= —0 .
Va+vnr J,

1 3 3n —n
2.77. u,=—cosn>— . 2.78. u,=2""acosnm.
2n 6n+1
nsinn!
2.79. u,=

Tni+l
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n 2n n
2.80. u,=(sinn! .
=il Y 1 13
2n n+1 n  n(-1)
281. u,= - .
L= 1% 1 1-2n nP41
3
In (1 + -—)
2.82. u,=n(In(n+1)—Inn). 2.83. u,= nr
n
log, n® 9gloss®
2.84. u,= . 285, u,=——.
Un logs n u 4]0;, n
8]032 n 27]0:,»:
2.86. u,= 2.87. u,=—s
2" 16 ng n
! 2n . 32n
288, u,= - . 2.89. u,=

)20 (-2

1
Wskazéwka. Kazdy czynnik postaci 1_7c7 przedstawi¢ w postaci

k’—l_k—l.k+l
Kk k

a nastepnie uprosci¢ iloczyn.

2.91. Okazaé, ze jezeli Vlu,|»>g<1, to u,—0.

2.92. W tréjkat réwnoboczny o boku a wpisano k, okregdw o jednakowych promie-
niach r, tak jak na rysunku 2.2. Niech S, oznacza sung pdl tych okregéw, a S oznacza
pole danego tréjkata. Znalezé granicg stosunku S,,/S przy n—oo.

Rys. 2.2 Rys. 2.3

2.93. W prostokat wpisano k, okregéw (jak to podano na rysunku 2.3) o jednako-
wych promieniach. Niech a i b oznaczaja dlugosci bokéw prostokata, a a/2n promien
wpisanych okregéw. Znalezé granice stosunku S, /S przy n—»oo, jezeli S, oznacza pole
k, wpisanych okregéw, a S pole danego prostokata.
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2.94. Odcinek AB o dtugosci d podzielono na n réwnych czesci (rys. 2.4). Na Kkazdej
z nich z pominigciem pierwszej i ostatniej zbudowano réwnoboczne trojkaty. Obliczyé
granicg pol S, i obwodéw P, otrzymanej figury przy n—oco.

_ NNNNANNANNAN

Rys. 2.4

B

2.95. Punkt P, dzieli odcinek 4B o diugosci / na dwie réwne czgdci; punkt P, dzieli
odcinek AP, na potowy, punkt P, dzieli odcinek P, P, na potowy; punkt P, w ten sam
sposob dzieli odcinek P, P; itd. Okresli¢ graniczne potozenie punktu P, przy n—oo.

2.96. Pewna reakcja chemiczna przebiega w ten sposéb, ze przyrost ilosciowy sub-
stancji w kazdym przedziale czasu 7 jest proporcjonalny do dtugosci przedziatu i do po-
czatkowej ilosci materii znajdujacej si¢ w poczatku tego przedziatu. Zakladajac, ze w chwili
rozpoczecia reakcji ilos¢ substancji wynosita Q,, okreslié¢ jej ilos¢ Q™ po uplywie czasu
t, jezeli T=t/n. Znalez¢ Q,= lim Q™.

n—- o



Rozdzial III
SZEREGI LICZBOWE

§ 3.1. UWAGI OGOLNE O SZEREGACH

Przez szereg liczbowy nieskonczony oznaczony symbolem

-
() u, +uy+...+u,+... lub Y u, (M)
n=1
rozumiemy ciag sum:
§)=Uy,
Sz=u1+u2,

) SIS AR

Liczby u,, u,, ... nazywamy wyrazami szeregu, a symbol u, nazywamy wyrazem ogol-
o0
nym szeregu. Wyrazy ciagu {s,} nazywamy sumami czqstkowymi szeregu Y u,.
n=1

Jezeli ciag sum czastkowych (2) jest zbiezny, czyli ma skoficzong granicg s, to mowimy,
ze szereg (1) jest zbiezny, a liczbg s nazywamy sumq szeregu nieskonczonego (1). Szereg,
ktéry nie jest zbiezny, nazywamy szeregiem rozbieznym.

Jezeli szereg (1) jest zbiezny, to na oznaczenie jego sumy s uZywa si¢ tych samych

symboli (1), co na oznaczenie samego szeregu, mianowicie:
-]
Su,=s lub uytuy+..tuF..=s.
n=1

Zanotujmy twierdzenia:
-]
(3.1.1)  Warunkiem koniecznym zbieinosci kaidego szeregu Y, u, jest o, Zeby jego wyraz
n=1
ogdiny u, dqiyt do zera:

limu,=0.

o0
(') Czasem do oznaczania szeregu wygodnie jest uzy¢ symbolu Z un, ktOry oznacza ciag sum o wy-
© n=0
razie ogdlnym s,=uo+uy +...+itay; Przez symbol Z u, rozumiemy ciag o wyrazie ogélnym §,=
n=2

=uytuz+...+nsr itp.
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(3.1.2)  Jezeli szereg E u, jest zbieiny i jego suma réwna sig s, a c Jest liczbq stalg, to
szereg Z cu, jest zbteiny i jego suma jest réwna cs; jeleli szereg Z u, jest rozbieiny, to

n=1 n=1

przy c#0 szereg Z cu, jest tez rozbiezny.

Specjalnie waine s3 oméwione poniZej szeregi:
(3.1.3)  Szereg geometryczny

0
Y ag"', czyli a+aq+ag*+...+aq""'+...
n=1

jest zbiezny, gdy |gl<1, tzn. gdy —1<g<]1, i wéwczas suma jego wynosi
ko a
a n—l==____.
;Z; 1 -—q
Szereg geometryczny jest natomiast rozbiezny, gdy lg|=1, tzn. gdy g<—1 lub g>1.
(3.1.4) Szereg harmoniczny

. 1 1 1
, czyli l+—2—+?+...+;+...,

S|

jest rozbiezny do co.

Uwaga. Zauwazmy, 2e wyraz ogélny 1/n szeregu harmonicznego jest rednia harmo-
niczna wyrazéw sasiednich 1/(n—1) i 1/(n+1). Sredniq harmoniczng n liczb a,, a,, ...
..«» a, véznych od zera nazywamy

n

1 1 1°
—_t—t...+—
a, a a,

(3.1.5)  Szereg harmoniczny rzedu «

1 . 1 1 1
— > czyli 1+ —+—=+..—+...,
. 3 n*

iMs

=

1

gdzie a>0, jest dla a>1 zbiezny, a dla a<1 jest rozbiezny. Dla a=1 otrzymujemy szereg
podany poprzednio.
Ze wzgledu na metody badania zbieznosci szeregéw wygodnie jest wyodrebni¢ dwie
grupy:
Szeregi o wyrazach nieujemnych, np.
2 n+l 3 4 n+1

- i 245 —
"gl — czyli 22+32+ + +..
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Szeregi przemienne, tzn. szeregi, W ktérych wyrazy dodatnie i ujemne wystepuja regu-
larnie na przemian, np.

(-2, ezl 242222 4. (=2 +...
n=1
Istnieja takze szeregi, ktore nie naleza do zadnej z podanych grup, jak np. szereg

Y (- DYy czyli —1-2+43 +4-5-6+T+8—...
n=1

§ 3.2. SZEREGI O WYRAZACH NIEUJEMNYCH

@

(3.2.1) KRYTERIUM POROWNAWCZE ZBIEZNOSCI SZEREGOW. Jezeli dla szeregu Y ua,
-]

] 1
gdzie u,>0, mozna wskazac¢ taki szereg zbieiny Y, u,,Ze poczqwszy od pewnego miejsca N
1 o

(tzn. dla kaidego n>=N) zachodzi nieré6wnos¢ u,<v,, to szereg Y’ u, jest réwniez zbiezny.
n=1 ®

(3.2.2) KRYTERIUM POROWNAWCZE ROZBIEZNOSCI SZEREGOW. Jezeli dla szeregu Y u,
-] ‘ n=1
mozna wskazac taki szereg rozbieiny Y v,, gdzie 0,20, Ze poczqwszy od pewnego miejsca
n=1 o

N (tzn. dla kaidego n>N) zachodzi nieréwno$¢ u,>v,, to szereg Y, Uy jest réwnieZ roz-
biezny. n=1

(-]

Uwaga. Przy stosowaniu tych kryteriéw staramy si¢ tak dobra¢ szereg > v,, aby jego
n=1
-]
zbieznosé lub rozbieznosé byta znana lub latwiejsza do zbadania niz zbiezno$¢ szeregu 2 Uy,
n=1

-

(3.2.3) KRYTERIUM d’ALEMBERTA ZBIEZNOSCI SZEREGOW. JeZeli w szeregu Y u, 0o wyra-
n=1

zach dodatnich poczqwszy od pewnego migjsca N (tzn. dla kazdego n>N) stosunek dowolnego
wyrazu u, ., do poprzedzajqcego wyrazu u, jest stale mniejszy od pewnej liczby p mniejszej
od 1, tzn. jezeli

Up+1

Uy

<p<l dla kaidego n=N,

@

1o szereg Y. u, jest zbieiny.
n=1

-]
324 KRYTERIUM d’ALEMBERTA ROZBIEZNOSCI SZEREGOW. JezZeli w szere, u
gU

n-—-

o wyrazach dodatnich poczqwszy od pewnego miejsca N (tzn. dla kazdego n= N) stosunek
dowolnego wyrazu u, ., do poprzedzajgcego wyrazu un jest nie mniejszy od jednoSci, tzn.
jezeli
Ups1
un

>1 dla kaidego n=N,

[~
to szereg Y u, jest rozbieiny.
n=1
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Z podanych kryteriow d’Alemberta wynikaja wnioski:

u
(32.5) Jeteli lim—==r<1, to szereg Y, u, jest zbieiny.

B0 Up n=1
u @
(3.2.6) Jeieli lim—"2=5>1, 1o szereg Y, u, jest rozbieiny.
nsoo U, n=1

=1, to przypadek jest wqtpliwy; naleiy wtedy stosowaé

(3.2.7)

n—o0 Uy
inne metody badania zbieinosci szeregéw.
a0
(3.2.8) KRYTERIUM CAUCHY’EGO ZBIEZNOSCI SZEREGOW. Jeieli dla szeregu Y. u,
n=1
o wyrazach nieujemnych istnieje taka liczha p<1, ze poczqwszy od pewnego miejsca N
(tzn. dla kaidego n>N), zachodzi nieréwnosé

:/u—,,<p<l,

to szereg Z u, jest zbieziny.
n=

(3.2.9) KRYTERIUM CAUCHY’EGO ROZBIEZNOSCI SZEREGOW. Jezeli dla szeregu Z u,
=1

dla nieskonczeme wielu wartoSci n (niekoniecznie dla wszystkick) zachodzi meréwnosc
Vi1,
0
to szereg Y i, jest rozbiesny.
n=1
Z podanych kryteriéw Cauchy’ego wynikaja wnioski:

(3.2.10)  Jezeli lim J u,=r<l1, to szereg Z u, jest zbiezny.

(3.2.11)  Jezeli lim Ju,,—s>1 to szereg Z u, jest rozbieiny.

n—oo

(3.2.12)  Jezeli lim J_,,—l, to przypadek jest watpliwy.

n— o

Uwaga. Kryterium Cauchy’ego jest mocniejsze niz kryterium d’Alemberta; np. w sze-

regu
3 3 1 3

14— ) +2 23+ +22n+22,+1+

kryterium d’Alemberta nie prowadzi do rozstrzygniecia sprawy zbieznosci tego szeregu,

bo stosunek u,,,/u, jest na przemian wigkszy i mniejszy od 1. Kryterium Cauchy’ego

natomiast daje w tym przypadku wynik natychmiastowy, gdyz

lim Vu,=3<1.

a wigc szereg jest zbieiny.
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W dalszych zadaniach wystepuje symbol n! (por. § 1.9). Przypominamy, Ze oznacza
on iloczyn kolejnych liczb naturalnych od 1 do =

(3.2.13) n'=1-2-...-(n—1)'n.
Dodatkowo umawiamy sie, ze przez 0! rozumiemy 1.
ZADANIE 3.1. Zbadaé zbiezno$¢ szeregu
© 6"
n=1 n!
Rozwiazanie. Wypiszmy kilka wyrazow tego szeregu:
6 6 6 6 6 6 6
S TRETRETRPTRETIIT] METRANE
czyli po skréceniu:
6-+18436+54 +64%+64% +553+...

Widzimy, ze do piatego miejsca wyrazy szeregu wzrastaja, a od szOstego miejsca za-
czynaja maleé. Chcac zbadaé zbiezno§¢ szeregu stosujemy kryterium d’Alemberta; mamy

6n 6n+1
Up= ;l-!—, un+1=('n_IT)_! )
a wigc
Upeqy 6" 1em! 6

Unpr O M O g, gd .
Al nyl ) EY T

Pierwszy wniosek z kryterium d’Alemberta jest spelniony, bo Lim (i 1/u,)=0< 1, a wigc
nasz szereg jest zbiezny (wniosek 3.2.5). el

ZADANIE 3.2. Zbadaé zbieznos¢ szeregu
@ n3

)

n=1 2,l ’

Rozwiazanie. Stosujemy kryterium Cauchy’ego; mamy

'{/; _n n® (%)3

2

Ale Z/n dazy do 1, na podstawie wzoru (2.1.13), a wigc 2u, dazy do %. Jest wiec
lim/y, =1<1,

a to, na podstawie pierwszego wniosku z kryterium Cauchy’ego, wystarcza do wykazania
zbieznoéci szeregu.
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ZADANIE 3.3. Zbadaé zbiezno§¢ szeregu

$ po L2 n!
_— czyl —_—t—t —...
S AN Tt ted

— e

Rozwiazanie. Zadanie rozwigzemy dwoma sposobami.
Sposéb I Zauwazmy, ze wyraz ogdlny

n! 1-2-3-...-n
Up=—=

n

n‘n*n-...°n

Jest, zaczynajac od czwartego miejsca, mniejszy od 2/n?, tzn. jest mniejszy od ogdlnego
® 2 21

wyrazu szeregu 3 n—2=22 —3, @ ten szereg jest zbiezny, jako iloczyn liczby 2 przez
n=1 n=1N
1

szereg ). s zbiezny (harmoniczny rzedu wyzszego od D).
n=1
Stad, na podstawie kryterium (3.2.1), wynika zbiezno&é rozpatrywanego szeregu.
Sposéb II. Zastosujmy kryterium d’Alemberta; mamy

Upsy  (n+1)! .n!__(n+1)!. n" _
u, (110" Al (et

=(n+1)- nnn+1= il ”=( ; )".
(n+1) (n+1) n+1

Granica ostatniego utamka, na podstawie zadania 2.10, jest 1/e. Mamy wigc

1
lim 2o oy

n-wo U, e

co dowodzi na podstawie kryterium (3.2.3), zbieznosci badanego szeregu.

ZADANIE 3.4. Zbadaé zbieznosé szeregu

-

1 ) 1 1 1
2,008 —, czyli  €OS1+COS —+COS — +...+C0S —+...
n=1 n 2 3 n

Rozwiazanie. Jest to szereg o sktadnikach dodatnich, gdyz 1/n zmienia si¢ od 1
(czyli od 1 radiana) do 0, a w tym przedziale jest cos x>0. Zauwazmy, ze z ciagtosci funkcji
cos x wynika wzor

1 1
lim u,= lim cos —=cos (lim —):cos0=1 .
n-wo n->w n n-wo N

Wyraz ogélny szeregu nie dazy do zera, a wigc nie jest spetniony warunek konieczny
zbieznosci szeregu, tzn. nasz szereg jest rozbiezny.

') Patrz (3.1.2) i (3.1.5).
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ZADANIE 3.5. Zbadaé zbieznos$¢ szeregu

® (n)?-5"
n=1 (2n)!
Rozwiazanie. Stosujemy, jak w poprzednim zadaniu, kryterium d’Alemberta. Obli-
czamy
[(rn+1)1]?-5"*1
Upp 1= —————
el (2n+2)!
W mianowniku mamy (2n+2)!, gdyz wyraz u,,, otrzymujemy ze Wzoru na wyraz u,
zastepujac wszedzie n przez n+1, a wigc 2n przez 2(n+1), czyli przez (2n+2). Mamy

wige
“n+1__[("+1)!]2 '5”1'(2”)!_ (n+1)*-5

W, (nid)lm)ES @n+)(@n+2)
B 5(n+1)>  5(n+1) 5n+S
T2(n+1)(@2n+1) 2(Q2n+1) 4n+2°

Poniewaz
 Uper L. Sn4S S
lim = lim =—>1,
nowo Uy nowdn+2 4

wiec szereg jest rozbiezny, na mocy kryterium d’Alemberta.
ZADANIE 3.6. Zbadaé zbieznos¢ szeregu
i Jn+1-+/n
n=1 n ’
czyli
Vi1 B3 Vi-V3  Jagi-vn
+ + +...+ +...

1 2 3 h n

Rozwiazanie. Jest to szereg o wyrazach dodatnich. Wezmy pod uwage ogélny wyraz

tego szeregu:
Jn+1- \/;1
Uy= ————— .
n
Mnozgc licznik i mianownik ulamka przez Jn+1++/n otrzymujemy
v (n+1)—n 1
" aWn+l+vn) n W n+i4vn)’
Jest oczywiste, Ze Jn+1>n, wiec

1 1
n= = < =,
‘ n(\/n+1+\/n) 2nvn

i 1
czyli  u,< 57
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Wobec tego, ze szereg
1

#=12n?

Ms

Jest zbiezny ('), wigc i szereg rozpatrywany jest zbiezny, na mocy kryterium poréwnaw-
czego.

ZADANEE 3.7. Obliczy¢, jaka wartos¢ liczbowa przedstawia ulamek okresowy
0,(45)...=0,454545. ..
Rozwigzanie. Zauwazmy, ze
0.(45)...=0,45 +0,0045 +0,000045 + ...
Prawa strona jest szeregiem geometrycznym
@ 45
#=1100"°
ktdrego sumg obliczamy wedlug wzoru (3.1.3) podstawiajac a=0,45 i ¢=0,01. Mamy

‘ 045 45 5
0,(45)... === —
1-0,01 99 11

ZADANIE 3.8. Obliczy¢, jaka wartos¢ liczbowa przedstawia utamek okresowy mieszany
0,4(90)...=0,4909090...
Rozwigzanie. Przedstawmy dany ulamek w postaci sumy:
0,4(90)... =0,4 +(0,090 40,00090 +0,0000090 +...) .

Wyrazenie zawarte w nawiasie jest szeregiem geometrycznym

® 9
2100
ktérego suma jest
0,09 9 1
1-001 99 11°

Dodajac & do 0,4 otrzymujemy poszukiwana wartosé utamka okresowego miesz anego:

0.4(90)... =04+ L=2 412

15

W
(%]

ZADANIE 3.9. Zbada¢ zbiezno$é szeregu
§t1 cyli tgl4tg gt tg 4
—,  CZ — —+... —+...
& g n y gl+tg ) g 3 g n

(®) Patrz zadanie 3.3.
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Rozwiazanie. Jest to szereg o wyrazach dodatnich, gdyz 1/n lezy w przedziale 0<1/n<
<1 i wéwczas tg (1/n)>0.
Warunek konieczny zbieznosci szeregu jest spelniony, gdyz mamy lim tg (1/n)=0.

n—»®©

Ale szereg jest rozbiezny. Aby to wykaza¢, stosujemy kryterium poréwnawcze opierajac
sic na nieréwnosci sin x<x<tgx, ktéra zachodzi dla katéw x wyrazonych w mierze
tukowej (w radianach) i zawartych w przedziale (0, 4m). Na podstawie tej nieréwnosci,
kladac x=1/n, mamy tg(1/n)>1/n dla kazdej liczby naturalnej n.
® 1
Wiemy jednak, ze szereg harmoniczny Y. — jest rozbiezny, a wiec i nasz szereg, na

n=1

podstawie kryterium poréwnawczego (3.2.2), jest rozbiezny.

ZADANIE 3.10. Zbadaé zbieznos¢ szeregu
isin ! czyli sinl+si - +sin - +...+sin ! +
—, czyli n — —+... —+...
n=1 N y 2 3 n

Rozwiazanie. Szereg ten, jak i poprzednie, jest szeregiem o wyrazach dodatnich.
Chcac udowodnié¢ jego rozbiezno$¢ (mimo Zze warunek konieczny zbieznoci linf u,=0
jest spelniony), weZzmy wzor ne

. sinx
(3.2.14) lim —=1,
x—0 X

gdzie x wyrazone jest w mierze tukowej (W radianach). Podstawiajac x=1/n otrzymujemy
sin —
n
=1

n

lim

n=*o

W my$l definicji granicy ciagu (patrz § 2.1) moZemy dla dowolnej liczby dodatniej ¢
znalezé w ciagu takie miejsce N, Zeby byla speiniona nieréwnosé
!
sin —
" —1]<e dla kazdego n>N,

n
czyli 1
sin —
n
1—e< <l4¢ dla n>N.
n
Przyjmujac ¢=4 mamy
sin —
n
1-3i< 1 <1+4%,
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skad
) 1 1
sin—>—-— dla n>N
n 2 n
Szereg
® 1 1
2327

jest rozbiezny, jako iloczyn liczby 4 przez szereg harmoniczny rzgdu 1(), a wigc na pod-

-]

stawie kryterium poréwnawczego (3.2.2) stwierdzamy, Ze szereg Y sin - jest rozbiezny.

n=1
ZADANIE 3.11. Zbadaé zbiezno$¢ szeregu

1 .1 . . 1 1 1
Y —=sin—, czyli sinl+—= sm-—+ +—sm—

N 7 N

Rozwiazanie. Na podstawie nieréwnosci sin x <x <tgx mamy

o101
sin—< —,
n n

Mnozac obie strony tej nieréwnosci przez 1 /\/ﬁ otrzymujemy

1 1 ) 1 1
—=sin— < czyli — sm 37

\/n \/n n’ \/n

Szereg
® 1
ngl. n3/2
jest szeregiem harmonicznym rzedu a=3%, a wigc jest szeregiem zbieznym, skad i nasz
szereg, na podstawie kryterium poréwnawczego (3.2.1), jest teZ szeregiem zbieznym.
ZADANIE 3.12. Zbadaé zbieznos¢ szeregu
® 1

2% tg\/n'

n=1Hh
Rozwiazanie. Jest to szereg o skladnikach dodatnich. Bierzemy pod uwagg réwnosé¢

t
(3.2.15) lim-22=1,

x-0 X

gdzie x jest wyrazone w mierze tukowej. Podstawiajac x=1/,/ n mamy

(Y Patrz (3.1.2) i (3.1.4).
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a wiec dla dowolnego £>0 moZna znaleZé takie N, ze

n<1+s
Jn
Przyjmujac ¢=1, dla n>N mamy

g

n
—<2,
1

Jn

czyli

dla n>N.

tg——<2 —

Jn \/n'

Mnozac obie strony nieréwnosci przez 1/n otrzymujemy

1

n

Sli—‘

1
n

Szereg

8

n=1N

czyli

2
302

1t 1<2
7g\/;l e

jest zbiezny (). Na podstawie kryterium (3.2.1) szereg badany jest wigc zbiezny.

ZADANIE 3.13. Zbadaé zbiezno$¢ szeregu

@

: , czyli
n=21 log n

gdzie logarytmy sa dziesigtne.

+ +
2log2 3log3

1 1

_|_
nlogn

Rozwiazanie. Skladniki szeregu laczymy w grupy w sposdb nastgpujacy:

Pierwsza grupa obejmuje 9 wyrazdéw:

1 1
F——t..
2log2 3log3 10log 10’
druga grupa obejmuje 90 wyrazéw:
L P S
11logll 12logl2 1001og 100’
trzecia grupa obejmuje 900 wyrazéw:
L !
1011log101 102log 102 100010g 1000°

(') Patrz zadanie 3.3.
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i tak dalej. Ostatnie wyrazy kazdej grupy sa najmniejszymi wyrazami tej grupy, przy czym
ostatni wyraz pierwszej grupy wynosi
1 1
10log10” 10°
ostatni wyraz drugiej grupy wynosi
1 1
10010g100 200

gdyz log10=1,

gdyz log100=2,

ostatni wyraz trzeciej grupy wynosi

1
100010g 1000 3000°

gdyz log1000=3,

i tak dalej. Jezeli teraz kazdy wyraz w danej grupie zastapimy ostatnim wyrazem danej
grupy, to otrzymamy sume mniejsza niz poprzednio, przy czym suma 9 wyrazéw pierwszej
grupy bedzie

1 1 1 1 9

+...+ >—+4...+
2log2 10log10 10 10 10°
podobnie suma 90 wyrazow drugiej grupy bedzie

1 1 1 I 9 9

+...+ >— +..
11logll 10010g 100 200 200 200 20°

tak samo suma 900 wyrazéw trzeciej grupy bedzie

1 - 1 1++|_900_9
101log101 " 10001log 1000”3000 3000 3000 30’

i tak dalej. Oznaczajyc przez s, sumg pierwszych n wyrazéw badanego szeregu otrzymu-
jemy kolejno nieréwnosci:

Sior-1 > (l+++ 5+ +4).

Po prawej stronie mamy w nawiasie sume czastkowy szeregu harmonicznego. ktéra przy
n— o0 wzrasta nieograniczenie. Z ostatniej nierownosci wynika, ze przy #—00 suma s, o,
dazy do plus nieskoriczonosci, wigc badany szereg jest rozbiezny.

ZADANIE 3.14. Zbadaé zbieznos¢ szeregu

L

«=2 (log n)'°”
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Rozwiazanie. Poréwnajmy ten szereg ze znanym juz szeregiem

@1 ® 1
—=14) —
,,;1 n* ngz n*
Pytamy sig, dla jakich wartosci « bedzie
1
(1)

1
<, i logn -4 .
(logn)™* czyli  (logn)**">n

Po zlogarytmowaniu otrzymujemy log n log (log n)>a log n, a po podzieleniu obu stron
przez log n mamy

log(logn)>a.
Nieréwnos¢ ta bedzie spelniona, gdy log n>10% tzn. dla
2 n>10'"

an
Jezeli a> 1, to szereg Z? jest zbiezny, a poniewaz dla wartosci n spelniajacej warunek (2)
n=1

zachodzi nieréwnos¢ (1), wigc réwniez i dany w zadaniu szereg jest zbiezny, w mysl kry-
terium (3.2.1).

§ 3.3. SZEREGI PRZEMIENNE

W szeregu o wyrazach dodatnich laczenie wyrazéw w grupy, jak i zmiana kolejnosci
skladnikéw nie wplywaja na zbiezno$¢ ani nie zmieniaja wartosci sumy. Natomiast w sze-
regu o wyrazach réznego znaku nie wolno tego czyni¢. Na przyklad szereg

=D ezyli 1—141—14.. (=11,
n=1

jest rozbiezny, gdyz ciag sum czastkowych s, przybiera na przemian warto$é 1 (gdy ilos¢
wyrazow jest nieparzysta) i 0 (gdy ilo§¢ wyrazéw jest parzysta). Otéz laczac wyrazy tego
szeregu W grupy, po dwa wyrazy w jeden skladnik nowego szeregu, otrzymujemy

A-D+A-D+...
Jest to szereg zbiezny, ktorego suma réwna si¢ zeru. Laczac zas odpowiednio wyrazy
I1+(-14+1D)+(-1+D+...,
otrzymujemy szereg rowniez zbiezny, ktérego suma réwna si¢ 1.

@
Szereg ) u, nazywamy przemiennym,jesli wyrazy jego sa naprzemian dodatnie i
n=1
ujemne.
(3.3.1) KRYTERIUM LEIBNIZA ZBIEZNOSCI SZEREGOW. Jezeli w szeregu przemiennym

0
Y u, poczawszy od pewnego miejsca N bezwzgledne wartosci wyrazéw szeregu dqzq mono-
n=1
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tonicznie do zera, to znaczy, dla kaidego n> N spelnione sq warunki:

[6)) |t 11| < 1]
® limu,=0,

to szereg Y u, jest zbieiny.

n=1
Uwaga. Warunek (2) jest koniecznym warunkiem zbieznosci kazdego szeregu; kry-
terium Leibniza dla szeregéw przemiennych wymaga ponadto spelnienia warunku (1).

ZADANIE 3.15. Zbada¢ zbieznosé¢ szeregu

hd 1 1 1 1 1
"' czyi 1l — b —
P n y 273 2k—1 2k
Rozwigzanie. Jest to szereg przemienny, zwany szeregiem anharmonicznym. Bez-
wzgledne wartosci jego wyrazéw monotonicznie daza do zera:

oraz lim—=0, a wigc, na podstawie kryterium Leibniza, szereg jest zbiezny.
new N

ZADANIE 3.16. Zbadac zbiezno$¢ szeregu przemiennego

11 1 1 1 1 1 1 1

lm— St b ——— o = ——+...
2 2 TRt n 2

Rozwiazanie. Warunek konieczny zbieznosci lim u, =0 jest spetniony, ale szereg,
jak wykazemy, jest rozbiezny.

Oznaczmy sumg¢ czastkowa jego 2n wyrazéw przez S,,. Bedzie wowczas S,, = H,—-G,,
gdzie

Hy=14+2+..+5, G LI
n= -2—... — n ‘i‘i ERRY

n 27 2

Gdy n— o, to H,—00, na podstawie wzoru (3.1.4), a G,—1, na podstawie wzoru (3.1.3),
wiec S,,— 00, co oznacza, ze szereg jest rozbiezny.

ZADANIE 3.17. Zbada¢ zbiezno$¢ szeregu

> (-1t -,

Rozwigzanie. Jest to szereg przemienny, ktérego wyraz ogéiny dazy do zera.
Poréwnajmy wartoéci bezwzglgdne dwoch kolejnych wyrazéw u, 1 u,,,. Nietrudno
wykazaé, ze |u,,,|<l|u,l, to znaczy, ze

T Bo1< 31yl t3<,
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po podniesieniu bowiem do potegi n(n+1) otrzymamy oczywista nieréwnoéé 3" <3+’
spelniong dla kazdej wartosci naturalnej n. ,
Wobec spelnienia zalozeri kryterium Leibniza szereg rozpatrywany jest zbiezny.

(3.3.2) KRYTERIUM BEZWZGLEDNEJ ZBIEZNOSCI SZEREGOW. Jezeli szereg Y |un], ktore-
=1

-]
go wyrazy sq rowne wartosciom bezwzglednym wyrazéw szeregu Y u,, jest zbieiny, to

o0 n=1
i szereg Y u, jest zbiezny.

n=1
] @
Szereg ) u, nazywamy szeregiem bezwzglednie zbieinym, jeZeli szereg Y Jua| jest
n=1 n=1
zbiezny. Na przyklad szereg
0 ( - l)u +1

2
n=1 N

@

jest bezwzglednie zbiezny, poniewaz szereg 1 jest zbiezny jako szereg harmoniczny
n2

n=1
rzedu a=2.
Szereg zbiezny, ktdry nie jest bezwzglednie zbiezny, nazywamy szeregiem warunkowo
zbieznym. Na przyklad szereg anharmoniczny

o (_1)n+l

n=1 n

jest warunkowo zbiezny, a nie jest bezwzglednie zbiezny, gdyZz szereg bezwzglednych
@

wartosci jego wyrazow stanowi rozbiezny szereg harmoniczny ) —.
n=1 N

ZADANIE 3.18. Zbadaé zbiezno$§é szeregu

: 1+1 1+1 1+l 1+ +1 l+
2 2% 22732 2342 24T T2 2r T
Rozwiazanie. Jest to szereg przemienny. Nie spelnia on kryterium Leibniza, gdyz
mamy
1 1 1 1 1 1 1 1
72 PP T 7EE
Mimo to jednak szereg jest zbiezny, i to bezwzglednie zbiezny.
Oznaczmy przez S, sumg wartosci bezwzglednych jego n wyrazéw i wezmy najpierw
pod uwage tylko ciag sum parzystych S,,. Laczac w grupy odpowiednie wyrazy otrzy-

mujemy
1 1 1 1 1 1 1
Son= 1+§7+3—2+...+n—, H stz tste+5),
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czyli
n 1 n l
Sp=3Y 5+ ¥ 5.
z k; k2 k; 2*

Wiemy, ze gdy n— oo, to obie sumy maja granice skoficzone: pierwsza granica jest réwna
sumie szeregu harmonicznego rzgdu a=2, a wigc zbieznego, druga granica, obliczona
ze wzoru (3.1.3). daje 1. a wiec

. 21
||m52,,= Z —5+1
n->wo n=1N

Okazalismy, ze ciag sum czastkowych parzystych S,, jest zbiezny.

Azeby dowies¢, ze ciag S, jest zbiezny, nalezy jeszcze wykazaé, ze ciag sum czastko-
wych nieparzystych S,,,, jest zbiezny i to do tej samej granicy; wynika to bezposrednio
Z rownosci

SZn+1=S2n+u2n+l ’

wobec tego, ze wyraz ogllny danego szeregu dazy do zera.

W ten sposdb udowodnilismy zbieino$¢ szeregu utworzonego z bezwzglednych war-
todci wyrazow danego szeregu, a wigc tym samym udowodniliémy bezwzgledna zbieznos§é
danego szeregu. '

§ 3.4. INNE SZEREGI LICZBOWE

Zajmiemy si¢ tuta) szeregami nie nalezacymi do zadnej z poprzednio rozpatrzonych
grup. Przy badaniu zbieznosci takich szeregéw stosujemy czesto podane juz kryterium
bezwzglednej zbieznoéci szeregdw (3.3.2).

ZADANIE 3.19. Zbadac zbieznosé szeregu

i 1
(—Dinern). —,
nZ1

3'!
czyh
1 1 1 1 1 1 1 1
BEREE R S L L R

o
Rozwiazanie. Szereg ten jest bezwzglednie zbiezny, gdyz szereg ) 7 utworzony
n=1

z bezwzglednych wartosci wyrazow danego szeregu jest zbiezny jako szereg geometryczny
oilorazie g=1.

ZADANIE 3.20. Zbadac zbieznos$é szeregu

© sinn sinl sin2 sin3 sinn

> czyi  —+ =t . — ...
”é‘ 3n y 3 32 33 3n h
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Rozwiazanie. W szeregu tym wystepuja wyrazy dodatnie i ujemne, ale nie na prze-
mian.
Badamy szereg

1) %

utworzony z bezwzglednych wartosci wyrazow danego szeregu. Biorac pod uwage, ze
dla kazdej wartoéci naturalnej n zachodzi nieré6wno$¢ |sin n|<1, mamy |sin n|/3"<1/3",

|smnl

L
wiec w my$l kryterium poréwnawczego szereg (1) jest zbiezny, gdyz szereg ) 7 jest
n=1

zbiezny jako szereg geometryczny o ilorazie g=14. Stad wniosek, Zze dany szereg jest bez-
wzglednie zbiezny.

Zadania

Napisa¢ sumy czgsciowe podanych nizej szeregéw i znalezé ich granice (zad. 3.21 - 3.25):
> 1

3:21. n;n(nﬂ)'

1 1
Wskazowka. Wykorzystaé réwnoéé =———
n(n+1) n n+1

3 5 7 2n+1

3.22. + + tod5————+
12-22 22.32 "32.42 n®(n+1)>?

3.23. in2+In(1+H+In(1+H+...

3.24. In % +ln§_‘; In 3 10+ll’l; :2+

3.25. Zl (Zn +{/; _ 2n —1/;) )

Majac dana sumeg czgsciowa szeregu S, znalezé ogdlny wyraz szeregu oraz jego sume
(zad. 3.26 - 3.28):
n+1 -1+2" (="

3.26. S,= . 3.27. S,=——. 3.28. §,=
n 2"

Zbadaé zbiezno$¢ nastepujacych szeregéw (zad. 3.29 - 3.81):

1 g / 1
3.29. 3.30. 1 et
nz1 2n— 1 0 n;l h

log n ® n+2
3.32. .
,.; 2n3 -1

331 Z



3.33.

3.35.

3.37.

3.39.

3.40.

3.42.

3.44.

3.46.

3.48.

3.50.

3.52.

3.54.

3.56.

3.58.

3.60.

3.62.

8
—

=2n?ln?n

® p 100, 99"
ngl 100"

(n—D!'(n+3)!3"

n; (2n)!

hd 2 5
y 2 .
sin—tg— |J.
n;l <n n & n )

e 2+(=1)"

n=1 112

é(mTEtg %)

0

1
ngl"(\/n+l—\/;)'

III. Szeregi liczbowe

3.34.

3.36.

3.38.

lima,=a, a,b,

n—

3.41.

3.43.

3.45.

3.47.

3.49.

3.51.

3.53.

3.55.

3.57.

3.59.

3.61.

3.63.

hd 4
2"sin —
zx in o

a,>0.

@ (n+1)5"

)}

—o 2u,3n+1 .

arctgn)”

;i(

8

Y12y,

n=1

s
Ffetont)

10»
Z( 1)n+1

2 (. 1 1
sin — tg—
"§1< n gh)



Zadania

6l
® 1 1
3.64. Z(sin—cos2 — 3.65. Zsm(n Jn)
n=1 n n n=1 n\/n
® . Sinz'n—
3.66. ) sin(na"). 367. Y, T
n=1 n=1
tg—
P
®  sin no ® 1
368. Y ——. .69. 1)yt itg—r.
,.;l(ln 10)" 3.69 ,,21( ) gn\/n
@ 1 [}
370, Y — . 3. Y (/P +n=-Yn*=n).
n=1\/n(n+1)(n+2) ";1(\/” +n \/n n)

o]

y_ L
i=in(Jn? +n—n)

3.72. =Zl(i/,,s +4—n). 3.73.
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na prawo od ich punktu przecigcia przeprowadzono odcinki réwnolegle do osi Oy, W réw-
nej odleglosci od siebie. Czy suma dlugosci tych odcinkéw jest skoficzona?
3.83. Czy bedzie skoficzona suma dhugosci odcinkéw z zadania poprzedniego, jezeli

1 1
krzywa V=13 zastapimy krzywa y=—?

3.84. WyrazaJm szeregu sa dlugosci odcinkéw zbudowanych nastgpujaco: pierwszym
odcinkiem jest -5 cz¢§¢ odcinka jednostkowego, drugim jest 1 pierwszego itd. Znalezé
sume otrzymanego szeregu.
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3.85. Rozwazmy ciag tréjkatéw prostokatnych réwnoramiennych takich, Ze przy-
prostokatna poprzedniego jest przeciwprostokatna nastgpnego tréjkata. Przeciwprosto-

Y

katna pierwszego tréjkata réwna si¢ 1. Zbadaé zbiezno$é szeregu ). a,, , gdzie a, jest diu-

n=1

goscia przyprostokatnej n-tego trdjkata.

Rys. 3.1

3.86. Rozwazmy figure krzywoliniowa ograniczona lukami dwoch okregéw stycz-
nych o promieniach réwnych 1 i prosta styczna do tych okregéw. W figurg t¢ wpisujemy
ciag okregdw o mozliwie maksymalnych promieniach (rys. 3.1). Dlugosci $rednic tych
okregéw tworza szereg, ktorego suma réwna si¢ 1. Napisa¢ ten szereg.



Rozdzial IV
FUNKCJE JEDNEJ ZMIENNEJ

§ 4.1. UWAGI OGOLNE O FUNKCJACH

Mowimy, ze w zbiorze liczb 4 jest okreslona pewna funkcja f (funkcja jednej zmiennej),
jezeli kazdej liczbie x ze zbioru A jest przyporzadkowana dokladnie jedna liczba y pe-
wnego zbioru liczb B.

Przyporzadkowanie to zapisujemy:

(0)] y=r(x).

Liter¢ x we wzorze (1) nazywamy argumentem funkcji lub zmiennq niezaleznq, litere
Y — zmiennq zaleinq. Okre$long liczbe x, ze zbioru A nazywamy wartosciq argumentu
funkgji f albo wartosciq zmiennej niezaleznej x; przyporzadkowana jej liczbe y, ze zbioru B
nazywamy wartosciq funkcji f w punkcie x,. Zbiér A wartosci argumentéw funkcji f na-
zywamy dziedzing funkcji f albo polem okreslonosci funkcji f. Zbiér B wartosci funkcji f
nazywamy zakresem funkcji f.

Funkcja moze by¢ okreslona réznymi sposobami. Podamy najwazniejsze z nich:

1° Za pomoca wzoru.

PRZYKLADY:

(@) y=x2—1. Za pole tej funkcji mozna przyjaé zbidr wszystkich liczb (co mozna
zapisa¢ w postaci podwéjnej nieréwnosci — oo <x < 0); wéwczas zakresem tej funkcji
jest zbidr liczb y spelniajacych nieréwnosé y> —1 (rys. 4.1).

J J
Y 2
l —
0 /I x
=1 0 T x
Rys. 4.1 Rys. 4.2

(b) y=2 JI=x2. Za pole tej funkcji mozna przyjaé zbiér liczb x spelniajacych pod-
wojna nieréwno§é¢ —1<x<1; wéwczas zakresem funkcji bedzie zbiér liczb y spetnia-
Jacych podwdjna nieréwnosé 0<y<2 (rys. 4.2).

(©) y=+v —x*(1—x)2. Pole tej funkcji sktada si¢ z dwéch liczb 0 1, a zakres z jednej
liczby O
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2° Za pomoca tabeli; np. tabeli wydajnosci pracy lub tabeli wartosci produkcji w posz-
czegllnych latach.

3° Za pomoca przepisu stownego; np. przyporzadkowanie liczbom wymiernym liczby O,
a liczbom niewymiernym liczby 1 okre$la pewna funkcje w zbiorze liczb rzeczywistych.
Polem tej funkgji jest zbidr wszystkich liczb rzeczywistych, zakres funkgji sklada si¢ z dwéch
liczb 0 i 1 (tzw. funkcja Dirichleta).

Zauwazmy, ze wzor (1), ktory przedstawia funkcje f, taczy odpowiadajace sobie liczby
x iy w pary (x,y). Pary te sa uporzqdkowane, poniewaz inna jest rola pierwszego ele-
mentu pary (W tym przypadku x), a inna rola drugiego elementu (w tym przypadku y).
ZauwaZzmy, Ze pierwsze elementy roznych par okreslonych przez dana funkcj¢ musza
by¢ rdézne, natomiast drugie elementy moga nie by¢ rézne.

Jest obojetne, jakimi literami oznaczymy zmienna zalezna i niezalezn3; w matema-
tyce najczesciej oznacza si¢ zmienna niezalezna litera x, a zmienng zalezna litera y; w fizyce,
gdy rozpatruje si¢ droge jako funkcje czasu, zmienna niezalezna oznacza si¢ czgsto litera ¢,
a zmienna zalezna litera s, czyli pisze si¢: s=f(¢), gdy za$ rozpatruje si¢ ciSnienie jako
funkcje temperatury, to zmienna niezalezng czgsto oznacza si¢ litera 7, a zmienna za-
lezna litera p, czyli pisze si¢: p=g(T). Z rodzajem litery nie nalezy jednak taczy¢ faktu,
czy zmienna jest niezalezna, czy zalezna. Obszerniejsze objasnienia patrz czgs¢ II, rozdz. XVI,
str. 326.

§ 4.2. INTERPRETACJA GEOMETRYCZNA FUNKCIJI

Wykresem funkcji f nazywamy zbidr tych punktow M na plaszczyznie, ktdrych odcig-
tymi sa liczby nalezace do zbioru A (pierwsze elementy par), a rzgdnymi s3 przyporzadko-
wane im wartosci funkcji (drugie elementy par).

Z okreslenia funkcji widaé, ze kaida prosta réwnolegla do osi rzednych ma co najwyiej
Jjeden punkt wspolny z wykresem funkcji.

e

0 ] X

Y

Rys. 4.3 Rys. 4.4

Prosta réwnolegta do osi odcigtych moze mieé z wykresem funkcji wigcej niz jeden
punkt wspdlny. Np. prosta y=k, gdzie k>0, przecina wykres funkcji y=x2 w dwéch
punktach (rys. 4.3), a prosta y=m przecina wykres funkcji y=tg x w nieskoriczenie wielu
punktach (rys. 4.4).
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Rzut wykresu funkeji na o$ odcietych jest polem tej funkcji, rzut wykresu funkcji na
o§ rzednych jest zakresem tej funkcji.
Nie kazdy wzér przedstawia jedna funkcje.

PRZYKLADY:
(a) Zwiazek x*>+y*=1 przedstawia dwie funkcje ciagte (por. str. 77):

y= --\/l—xz i y=\/1—x2.

J

Rys. 4.5

Dla obydwéch funkcji polem jest przedziat —1<x<1; zakresem pierwszej funkcji jest
przedziat —1<y<0, a drugiej — przedziat 0<y<1 (rys. 4.5).

(b) Zwiazek x>+ y*+1=0 nie okresla zadnej funkcji, gdyz réwnanie to nie ma rozwia-
zan.

§ 4.3. FUNKCJA ZEOZONA

Niech
0)] z=g(x)
bedzie funkcja, ktdrej polem jest zbior liczb A4, a zakresem zbiér liczb B, natomiast
(2 y=h(2)

niech bedzie funkcja, ktérej polem jest zbidr liczb C, a zakresem zbior liczb D. Jezeli zbior
B jest zawarty w zbiorze liczb C, to oba wzory (1) i (2) wspdlnie przyporzadkowuja kazdej
liczbie x ze zbioru 4 doktadnie jedna liczbg y ze zbioru D, a wigc okreslaja nowa funkeje,
co zapisujemy

) y=h(g(x).

Funkcje okre§lona w ten spos6b w zbiorze liczb 4 nazywamy funkcjq ztozonq lub funkcjq
superponowang (z funkcji h i g); funkcje h nazywamy wtedy funkcjq zewnetrzng funkcji
zlozonej, a funkcje g — funkcjq wewngtrzng funkcji zlozonej.

PrzYKLAD. Funkcja

z= \/ 2x—x*
jest funkcja, ktérej polem jest przedziat 0<x<2, a zakresem przedziat 0<z<1; funkcja
y=3



66 IV. Funkcje jednej zmiennej

jest funkcja, ktérej polem jest zbiér wszystkich liczb, a zakresem zbioér wszystkich liczb
dodatnich; zatem funkcja

y = 3V 2x—x?

jest funkcja zlozona, ktorej polem jest przedzial 0<x<2, a zakresem przedziat
I<y<3.

§ 44. FUNKCJA ROZNOWARTOSCIOWA

Funkcje f(x) nazywamy funkcjq réznowartosciowq w zbiorze A, jezeli dla kazdej pary
roznych wartosci x, #x, z tego zbioru odpowiadajace im wartosci funkcji flx,)# f(x,) sa
rozne.

Z okreslenia funkcji roznowartosciowej widaé, ze kazda prosta y=k, réwnolegla do osi
odcigtych ma z wykresem funkcji réznowartosciowej co najwyzej jeden punkt wspdiny.

Funkcj¢ nazywamy funkcjq rosngcq w zbiorze A, jezeli dla kazdej pary wartosci x, <x,
z tego zbioru jest f(x,)<f(x,). Funkcj¢ nazywamy funkcjq malejgcq w zbiorze A, jezeli dla
kazdej pary wartosci x, <x, z tego zbioru jest f(x,)> f (x,).- Funkcja rosnaca i funkcja
malejaca sa funkcjami réznowartosciowymi.

§ 4.5. FUNKCJA ODWROTNA
Jezeli zwigzek
(1) y = fix)

okre§la w zbiorze A funkcj¢ réoznowartosciowa, majaca jako zakres zbiér B, to zwiazek (1)
okre§la takze w zbiorze B funkcj¢ g, zwana funkcja odwrotng do funkgji f,

@ x =g(),

jaka otrzymamy, gdy dowolnej liczbie y, ze zbioru B przyporzadkujemy taka liczbe x, ze
zbioru 4, dla ktérej y, = f(x,). Jest oczywiste, ze zakresern funkcji g jest zbiér A.

We wzorze (2), okreslajacym funkcj¢ odwrotna, zmieniamy czgsto litery w ten sposéb, apy
x oznaczalo zmienng niezalezna, a y — zmienna zalezna. Po tej zamianie funkcje odwrotna

zapisujemy w postaci

&)] y = g(»).

Jezeli funkcja y = f(x) jest okreslona i rosngca w przedziale a < x < b, przy czym fla) =c
oraz f(b) = d, to istnieje funkcja g, odwrotna do funkcji f, ktéra jest okreslona i rosnqca
w przedziale domknietym (c, d).

Podobnie jezeli funkcja y = f(x) jest okreslona i malejgca w przedziale {a, b, przy czym
f(a) = c oraz f(b) = d, to istnieje funkcja g, odwrotne do funkcji f, ktora jest okreslona
i malejqca w przedziale {d, c¢).

Dla mozliwoéci zbudowania funkcji odwrotnej wzgledem danej funkcji y=f(x) w prze-
dziale a<x <b istotne jest to, zeby funkcja y= f(x) byta w tym przedziale réznowartosciowa,
tzn. zeby réznym wartosciom zmiennej x wzigtym z przedzialu a<x<b, odpowiadaty roézne
wartosci zmiennej y.

Funkcja majaca funkcj¢ odwrotna nazywa si¢ funkcjg odwracalng.
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PrzYKLAD 1. Wezmy pod uwagg funkcje y=x3. Jest to funkcja rosngca dla wszyst-
kich wartosci x i przybiera wartoéci od — oo do + o0. Wobec tego istnieje dla niej funkcja

odwrotna _
x=3y lub y=3/;c
réwniez rosngca dla wszystkich wartosci argumentu.

PrzYKLAD 2. Rozwazmy funkcj¢ y=sin x, ktora jest okreslona dla wszystkich war-
tosci x. Funkcja ta nie jest jednak réznowartosciowa w catym zbiorze liczb rzeczywistych,
a zatem nie jest odwracalna w tym zbiorze; da si¢ natomiast odwréci¢ w przedziale dom-

knigtym —%n<x< +%1l:, w ktorym jest funkcja rosnaca od —1 do +1. Funkcja odwrotna
wzgledem funkcji y =sinx dla —%n<x< +%1t jest funkcja x=arcsin y, okreslona dla
—1<y< +1; jest ona w tym przedziale rowniez rosnaca.

PRZYKEAD 3. Dla funkcji y = x2 + 1 rozwazanej i rosnacej w zbiorze {x€ R: x > 0}
fuhkcja odwrotna jest funkcja y = \/ﬁ okreélona i rosnaca w zbiorze {x e R: x > 1}.

Uwaga. Funkcja y = x* + 1 rozwazana w zbiorze wszystkich liczb rzeczywistych nie jest
réznowartosciowa i nie ma funkcji odwrotne;.

§ 4.6. SYMETRIA PUNKTOW 1 LINII WZGLEDEM PROSTEJ

Punkty 4 i B nazywamy punktami symetrycznie poloionymi wzgledem prostej p, jezeli
prosta p jest symetralna(') odcinka AB (rys. 4.6).
P

_.3N(b.a)

X

)
W

Rys. 4.6 Rys. 4.7 Rys. 4.8

Linie K i L nazywamy liniami symetrycznymi wzgledem prostej p, jezeli kazdemu punkto-
wi C linii X odpowiada punkt D linii L taki, ze punkty C i D sa symetrycznie polozone
wzgledem prostej p, i odwrotnie, kazdemu punktowi D linii L odpowiada punkt C linii X
symetryczny do niego wzgledem prostej p (rys. 4.7).

Uwaga. Punkty M(a, b) i N(b, a) przy kazdych a i b sa symetrycznie polozone wzgle-
dem y=x(?). Czytelnik latwo to udowodni rozpatrujac przystajace trjkaty OMM’ i ONN',
a nastepnie przystajace tréjkaty OMS i ONS (rys. 4.8).

(') Symetralna odcinka jest to prosta prostopadla do odcinka, przechodzaca przez $§rodek tego
odcinka.

(?) Prosta ta jest dwusieczng kata, jaki tworzq dodatnie zwroty osi wspéirzednych,
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§ 4.7. WYKRES FUNKCJI ODWROTNEJ

Niech
¢Y) y=£(x).

bedzie funkcja réznowartoSciowa. Rozwazmy utworzona w § 4.5 funkcje

2 x=g(y)

Wykresem réwnania (2) jest ta sama linia C (rys. 4.9), ktdra jest wykresem réwnania (1),
gdyz ze sposobu tworzenia réwnania (2) z réwnania (1) wynika, Ze oba te réwnania przed-
stawiaja ten sam zwiazek migdzy x i y.
Przy wykresie jednak zwigzku (1) osia zmiennej niezaleznej

jest 0§ Ox, natomiast przy wykresie zwiazku (2) osia zmiennej A
niezaleznej jest o§ Oy. Jezeli za§ chcemy, aby przy wykresie N
zwiazku (2) osie zmiennej niezaleznej i zaleznej zajmowaty S
zwykle potozenie, to musimy cala plaszczyzna Oxy, obrdcié

w przestrzeni o 180° dookola prostej y=x; wéwczas krzywa C ¢
przejdzie na krzywa C; symetrycznag do C wzgledem prostej 1

y=x. Oznaczajac znowu o$ zmiennej niezaleznej jako o$ Ox, __/

a o$ zmiennej zaleznej jako 0§ Oy (czyli zamieniajac x na y, 0 7 X

a y na x) réwnanie krzywej C, bedzie postaci
Rys. 4.9
(3 y=g(x),

gdzie C, jest wykresem funkcji odwrotnej wzgledem funkcji (1). A wiec wykres C funkcji f
i wykres C, funkcji odwrotnej g sq symetrycznie poloione wzgledem dwusiecznej kqta za-
wartego miedzy dodatnimi pélosiami wspdlrzednych (rys. 4.10).

Ny
Yo
3 ¢

>

c g’ Q(x)

Rys. 4.10

Uwaga. Na rysunku 4.10 za funkcje y=f(x) przyjelismy y=2%, funkcja odwrotna
jest y=g(x)=log, x.
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§ 4.8. SKALE FUNKCYJNE PAPIERY FUNKCYJNE

Wykonajmy wykres funkcji np. y=x? dla 0<x<2 obierajac pewna, ustalona jed-
nostke (rys. 4.11).

Po lewej stronie osi Oy umie$émy skale rownomiernq (jednostajnqg). Jezeli punkty wy-
kresu odpowiadajace dla przyktadu wartosciom x=0,5, 1, 1,5, 2 zrzutujemy na o$ Oy
i po prawej stronie osi Oy zapiszemy wartosci x, to na osi Oy powstanie tzw. skala funkcyjna
dla funkcji y=x? i przedzialu 0<x<2 (rys. 4.11). Liczb¢ milimetréw réwna dlugosci
odcinka przyjetego za jednostke w skali rownomiernej nazywamy modulem skali funkcyjnej.

A A
) Yy
gt o<~ — e 41--»—---—-—»“---—"
! 2
1 i
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S I o JpEomrmT |
[ [
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rly<-—-—-—--- HE .
2y bl 2p=--—of 1
Vot 1 |, :
= ! , | R
A b
1 b Sty SRR
[ I B T | | i [
[ B i [
P Voo
AA‘V%‘ 0,25\ ~A2571 2 1 4
o o5 1 15 72 x ol a5 1 15 2 «x
Rys. 4.11 Rys. 4.12

Postepujac analogicznie, tj. rzutujac wartosci y na o$ Ox w sposOb wskazany strzatka-
mi na rysunku 4.12 i zapisujac odpowiednie wartoéci y nad osia Ox (pod osia Ox umieszcza-
my ocyfrowanie skali réwnomiernej zmiennej x) otrzymujemy skale funkcyjna dla funkcji
odwrotnej wzgledem funkcji y=x? przy x dodatnich, tj. dla funkcji x=\/;.
Bardzo rozpowszechniona jest logarytmiczna skala funkcyjna y=log,o x (rys. 4.13),
Z ktorej licznymi zastosowaniami zapoznamy si¢ przy tzw. papierach funkcyjnych.
! 2 3 4 5 6 7 89 10

] L 1 1 1 1

Rys. 4.13

Skale funkcyjne konstruuje si¢ w praktyce dla funkgji ciagtych i cisle monotonicznych
(jesli nie sg $cisle monotoniczne w przedziale okreslonosci jak np. y=x2, to wybiera sie
przedzial, w ktorym funkcja jest §ci§le monotoniczna, np. dla funkcji y=x2 dowolny
przedzial nie zawierajacy wewnatrz punktu x=0).

Jezeli na osi odcigtych i osi rzgdnych wyznaczymy pewne skale funkcyjne i przez odpo-

wiednie punkty tych osi poprowadzimy proste réwnolegte do osi Ox i Oy, to otrzymamy
tzw. siatke funkcyjng.
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Poniewaz wykonywanie siatek funkcyjnych jest czasochlonne, wigc najczeéciej ko-
rzysta si¢ z drukowanych siatek (odpowiednich typ6w), tzw. papieréw funkcyjnych.

Jesli na osi odcietych wyznaczymy skale x=£,(u), a na osi rzednych skalg y=£,(v),
to linia (krzywa albo prosta) o réwnaniu y=F(x) (we wspolrzednych kartezjanskich przy
réwnomiernych skalach o tym samym module na obu osiach) w oméwionej siatce funkcyj-
nej bedzie miata réwnanie

£,(0)=F (f,(w)).
W szczegdlnosci linia prosta o rownaniu liniowym y=kx+/ bgdzie wykresem zaleznosci

4.8.1) L)=kf,(u)+1

nieliniowej (przy zalozeniu — w praktyce zawsze spelnionym — Ze przynajmniej jedna
ze skal funkcyjnych na osiach wspolrzednych nie jest liniowa).

Rozwazmy tutaj kilka najwazniejszych przypadkéw takiego doboru odpowiednich
siatek funkcyjnych do funkcji majacych liczne zastosowania, aby otrzymane wykresy
ich byly liniami prostymi.

PrzykiAD 1. Rozwazmy funkcje potegowq postaci
(4.8.2) y=bx" (b>0, m#0)

o wykiadniku m dowolnym. Po zlogarytmowaniu obustronnym przy podstawie 10 otrzy-
mujemy

(4.8.3) logy=mlogx+logh.

Zwiazek ten jest liniowy wzgledem log x i log y, co dowodzi, Ze jezeli na obu osiach wsp6t-
rzegdnych sa skale logarytmiczne, to wykresem kazdej funkcji potegowej jest linia prosta.

Siatka funkcyjna, na ktérej na obu osiach wspéirzednych sa skale logarytmiczne,
nazywa si¢ siatkq podwdjnie logarytmiczng, a odpowiedni papier z wydrukowana siatka
papierem podwdjnie logarytmicznym.

Tak wigc wykresy nastepujacych funkcji:

y=3x% y=x} y=1x% y=\x, y=23x,
4 2 5 1

y=;—’ y=\/;’ y=x—3, }l:i’/x3

na papierze podwdjnie logarytmicznym sa liniami prostymi, co niezwykle utatwia wykres;
wystarcza bowiem dwa punkty. Na rysunku 4.14 podano wykresy nastepujacych funkcji:

_%

E
Na rysunku 4.15 podano skale logarytmiczne na obu osiach wspéirzednych dla wszystkich
czterech ¢wiartek.,

y=JJ_c, y=3x, y=14x,
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PrzYKLAD 2. Rozwazmy z kolei funkcje wykladniczq postaci

(4.8.9)

y=ba* (a>0, b>0, —0<x<+0o).

Logarytmujac przy podstawie 10 otrzymujemy

(4.8.5)

logy=loga-x+logb.
1
1000 -

100

0r
I ! s i !

Py

it 1 1 1
0,0001 0,001 001 0.1 710 100 1000 19000
ot

001

0001
Rys. 4.15

!

Jest to funkcja liniowa wzglgdem log y i x, co dowodzi, ze jezeli na osi odcigtych jest skala
réwnomierna, a na osi rzednych skala logarytmiczna, to wykresem funkcji wykladniczej
postaci (4.8.4) jest linia prosta.
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Siatke funkcyjna z takimi skalami funkcyjnymi nazywaé bedziemy siatkq réwnomierno-
-logarytmicznq. Zauwazmy, ze poczatek uktadu ma tutaj wspdtrzedne (0, 1). Podstawiajac
x=0 otrzymujemy y=b, wigc prosta przecina o§ Oy w punkcie (0, b). Jako druga wartosé
x pozadane jest obra¢ mozliwie najwicksza warto$¢ taka, aby odpowiadajacy jej punkt
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wykresu znalazt si¢ na papierze; dzigki takiemu doborowi uzyskamy mozliwie najwigksza
dokladno$é wykresu. Na rysunku 4.16 podane sa wykresy funkcji wykladniczych:
y=2%, y=18-2", y=56-27%
PrRzYKLAD 3. Rozwazmy jeszcze funkcje logarytmiczng liniowq postaci
(4.8.6) y=alogx+b (a#0, x>0).

Jest to funkcja liniowa wzgledem log x i y. Tak wigc jeZeli na osi odcigtych jest skala lo-
garytmiczna, a na osi rzednych skala réwnomierna, to wykresem funkcji logarytmiczne;j
liniowej postaci (4.8.6) jest linia prosta.

Odpowiednia siatke funkcyjna nazywamy siatkq logarytmiczno-réwnomiernq.

Siatki réwnomierno-logarytmiczne i logarytmiczno-réwnomierne nazywa si¢ czgsto
wspolnym mianem siatek pojedynczo logarytmicznych.

Na rysunku 4.17 podano wykresy funkcji

y=3logx+2, y=-2logx+15, y=20—8logx

przy zastosowaniu siatek pojedynczo logarytmicznych.



Rozdzial V

GRANICE FUNKCJI

§ 5.1. GRANICA LEWOSTRONNA I GRANICA PRAWOSTRONNA FUNKCJI

Moéwimy, ze liczba g jest granicq lewostronng funkcji f(x) w punkcie x=c, co zapisujemy

lim f(x)=g,

x—+c-0
jezeli dla kazdego ¢>0 mozna wskazaé taka liczbg (istnieje taka liczba) 6>0, zeby bylo
|[f(x)—g|<e dla c—d<x<c.

Definicj¢ t¢ za pomoca symboli okreslonych w rozdziale I mozemy zapisa¢ nastepujaco

(lim f)=g)=(A V A (c=b<x<o)=(f(x)-gl<e).

x—=+c—-0 £>08>0 x

Granicg lewostronna funkcji f(x) w punkcie x =0 oznaczamy symbolem lim f(x).
x=+-0

Zauwazmy, 7e na to, by granica lewostronna mogta istnieé, funkcja powinna by¢

okrelona w pewnym przedziale otwartym, ktérego prawym koricem jest ¢. Natomiast
dla x=c oraz x> ¢ funkcja moze nie byé okreslona.

Mowimy, Ze + oo jest granicq lewostronng funkcji f(x) w punkcie x=c, co zapisujemy

lim f(x)=+o0,

x=c—-0

jezeli dla kazdej liczby M>0 istnieje taka liczba 6>0, zeby bylo
Jx)>M dla c—-é<x<c.

Definicje t¢ mozemy zapisaé nastepujaco:

(lim j(x)=+o0)= (/\ V A (e— 8<x<c)=>(f(x)>M)))

x=c—0 >06>0 x
Mdéwimy, ze — o jest granicq lewostronng funkcji f(x) w punkcie x=c, co zapisujemy

lim f(x)=—o0,
x-+c—0

jezeli dla kazdej liczby M >0 istnieje taka liczba 6> 0, zeby byto

f(x)<—-M dla c-d<x<c.
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Definicj¢ t¢ mozna zapisaé nast¢pujaco:
( lim {(x)= —oo)E( AV A ((c=d<x<e)=(f(x)< —M))).

x=c— M>046>0 x
Dla prawostronnej granicy funkcji f(x) w punkcie x=c podaje si¢ definicje odpowiednio,
jak wyzej, z ta tylko zmiana, ze podane nieréwnosci maja by¢ speinione dla x zawartego
w przedziale c<x<c+d. Granicg prawostronng funkcji f(x) w punkcie x=c oznaczamy
symbolem lim f(x), a w punkcie x=0 — symbolem lim f(x).

x—c+0 x=+0
Granica lewostronna i granica prawostronna funkcji nosza wspélna nazwe granic jedno-

stronnych.

W podanych poprzednio definicjach okreslilismy granicg lewostronna i granicg prawo-
stronna funkcji f(x) w punkcie x=c w sensie Cauchy’ego. Oprécz tej definicji jest jeszcze
inna definicja granicy funkcji w sensie Heinego, mianowicie méwimy, ze liczba g (ewentu-
alnie + 00, — o0) jest granicq lewostronnq (granicq prawostronng) funkcji f(x) w punkcie x=c,
jezeli dla kazdego ciagu {x,} zbieznego do c i takiego, Ze dla kazdego n zachodzi nieréwnos¢
ostra x, <c (x,>c), mamy lim f(x,) =g (ewentualnie + co albo odpowiednio — o).

R o

Przy okresleniu granicy w sensie Heinego zakladamy, ze zostala poprzednio okreslona
granica ciagu (to zatoZenie przy definicji Cauchy’ego nie jest potrzebne).

Mozna udowodnié, ze definicie Cauchy’ego i Heinego granicy (lewostronnej i prawo-
stronnej) funkcji f(x) w punkcie x=c sq réwnowazne.

Uwaga. Kazda z tych definicji ma inne zalety. Zaleta definicji Cauchy’ego jest to,
ze ta definicja obejmuje granice ciagu (jezeli ciag rozumie¢ jako funkcj¢ zmiennej natu-
ralnej), natomiast zaleta definicji Heinego jest to, ze daje si¢ ona latwiej przenosi¢ w przy-
padkach uogdlnien funkcji — tzn. operacji, dystrybucji itp.

§ 5.2. INTERPRETACJA GEOMETRYCZNA GRANIC JEDNOSTRONNYCH

Zapis lim f(x)=g geometrycznie oznacza (rys. 5.1), ze jakikolwiek wezmiemy waski

x—+a—0
pasek
¢)) g—e<y<g-+te,
to musi istnieé takie otoczenie lewostronne punktu x=a(*), czyli taki przedzial
)] a—-h<x<a, -gdzie h>0,

ze caly wykres funkcji dla x z przedziatu (2) znajduje si¢ w pasku (1).
Zapis lim f(x)=+ co geometrycznie oznacza (rys. 5.2), ze dla kazdej prostej y=M

x—a—0

istnieje taki przedziat (a—h, a), gdzie h>0, ze caly wykres funkcji odpowiadajacej temu

(Y) Ogdlnie otoczeniem punktu x=a o promieniu h>>0 nazywamy przedzial otwarty
a—h<x<a-+h.
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Y=g+&

g-¢

P

0 -h x 0 ah a x

Rys. 5.1 Rys. 5.2

przedzialowi znajduje si¢ ponad prosta y=M. Z tego wynika, ze prosta x=a jest tzw.

asymptotq pionowq krzywej y=f(x), gdy y—oo (por. str. 194).
Analogiczng interpretacj¢ geometryczna ma granica prawostronna funkcji.

§ 5.3. GRANICA FUNKCJI

Moéwimy, Ze liczba g jest granicq funkcji f(x) w punkcie X=c¢, co zapisujemy
¢)) limf(x)=g,

jezeli istnieja granice lewostronna i prawostronna w punkcie x=c i obie s3 réwne liczbie g
tzn. jeZeli

A
y
lim f(x)= lim f(x)=g. g+E
mem roc AN
Feo o g_g ‘\\\\\\\\\\E\\\\\
Méwimy, ze liczba g jest granicq fumkcji f(x) przy :
X—+ 00, cO zapisujemy :
|
@ lim f(x)=g, ! "
x—+ o 0 N XV
jezeli dla dowolnie obrane;j liczby ¢> 0 istnieje taka liczba Rys. 5.3

N >0, zeby bylo |f(x)—g|<e dla kazdej wartosci x> N,

Zapis (2) geometrycznie oznacza (rys. 5.3), ze jakkolwiek jest waski pasek g—e<y<g+e,
to istnieje taka prosta x=N, Ze caly wykres funkcji y=f(x) na prawo od prostej x=N
znajduje si¢ wewnatrz tego paska. Z tego wynika, Ze prosta y =g jest tzw. asymptotq poziomq
krzywej y=f(x), gdy x— + 0.

Moéwimy, Ze liczba g jest granicq funkcji f(x) przy x——o0, co zapisujemy
3 lim f(x)=g,

X =00
jezeli dla dowolnie obranej liczby &> 0 istnieje taka liczba K>0, zeby bylo |f(x)—gl<e
dla kazdej wartosci x < — K.
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Méwimy, ze funkcja f(x) dqzy do + oo przy x—»+ 00, co zapisujemy

@) lim f(x)= 4+,
x=++w
jezeli dla dowolnie obranej liczby M >0 istnieje taka liczba K>0, zeby bylo f(X)>M
dla kazdej wartosci x> K.
Moéwimy, ze funkcja f(x) dazy do — oo przy x—+ o0, co zapisujemy

(5 lim f(x)=—c0,
x>+ —M
jezeli dla dowolnie obranej liczby M >0 istnieje taka liczba K>0, Zzeby byto f(x)<M
dla kazdej wartosci x >—K.

Podobnie okreslamy Efanice

(6) lim f(x)=+o oraz lim f(x)=—o0.

X = 00 X — 00
Zachodza nastepujace twierdzenia o granicach:

Jezeli istniejq granice lim f(x) oraz lim g(x), to

(5.3.1) lim (f(x) £ g(x))=limf(x) +lim g(x),
(5.3.2) lim(f(x)* g(x))=limf(x)-lim g(x),
lim f(x)
(5.3.3) lim L(f—)— = pod warunkiem, ze limg(x)#0.
x~c 8(x) limg(x) x-c

x—=c

Analogiczne twierdzenia zachodza dla granic lewostronnych i prawostronnych. Zapis
twierdzen dla granic lewostronnych otrzymamy z zapisu podanych twierdzen zastgpujac
symbol x—c symbolem x—c—0, a dla granic prawostronnych zastgpujac symbol x—c¢
symbolem x—c+0. '

§ 5.4. CIAGEOSC FUNKCJI

Funkcjg f(x) nazywamy funkcjq ciagta w punkcie x=c, jezeli istnieje granica lim f(x)
x—c
i jezeli granica ta réwna si¢ f(c).

Zachodza nastepujace twierdzenia dotyczace ciagtosci funkcji:
(5.4.1)  Suma dwéch funkcji ciaglych w punkcie x=c jest funkcjq ciqgle w tym punkcie,
(5.4.2) Hoczyn dwéch funkcji ciqglych w punkcie x=c jest funkcja ciqgtq w rym punkcie,

(5.4.3)  Iloraz dwéch funkcji cigglych w punkcie x=c takim, ze dzielnik jest réiny od zera,
jest funkcjq ciqgtq w tym punkcie.
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(5.4.9)  Jezeli funkcja zlozona (superponowana) f (g (x)) jest okreslona w pewnym otoczeniu
punktu x=x,, funkcja g(x) jest ciggla w punkcie X=X, a funkcja f (u) jest ciqgla w punkcic
u=uy, gdzie uy=g(x,), to funkcja zlozona f (g(x)) Jest ciggla w punkcie x=x,.

Ciaglo$¢ najwazniejszych funkcji:

(54.5) Wielomian

a,X"+a,_; x" " '+...+a;x+a,
Jest funkcja ciagla dla wszystkich wartosci x.
(5.4.6)  Funkcja wymierna

a,x"+a,_x"" 4. +a,
by X" +bp (X" 4. + b,

jest funkgja ciagla-dla tych wartosci x, przy ktdrych mianownik jest rézny od zera.

(54.7)  Funkcja potegowa x°, gdzie a jest to stata dowolna, jest okreslona i ciagla dla
wartosci x> 0.

(5.4.8)  Funkcja wykiadnicza

X

a*, gdzie a>0,

jest ciggla dla wszystkich wartosci x.

(5.4.9)  Funkcja logarytmiczna
log,x, gdzie a>0i a#l,

Jest ciagta dla wartosci x> 0.
(5.4.10)  Funkcje trygonometryczne sa ciagte:
1° sin x i cos x dla wszystkich wartosci X,
2° tgx dla x#3(2k+Dr, gdzie k jest dowolna liczba catkowita,
3° ctg x dla x#kn, gdzie k jest dowolna liczba catkowita.
(5.4.11)  Funkcje kolowe (cyklometryczne) sa ciagte:
1° arcsin x i arccos x dla —-1<x<1,
2° arctg x i arcctg x dla wszystkich wartosci x.
(5.4.12)  Funkcje hiperboliczne sa ciagte:

e*— -X ex -Xx ex -X
1° sinhx= » coshx= , tghx= o dla wszystkich wartosci x,
e*+e
ex+e—x
2° ctghx= > dla x#0.
e*—e

(5.4.13)  Funkcje area(*) (odwrotne wzgledem funkcji hiperbolicznych) sa ciagle:

(*) Stowo area oznacza pole.
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1° arsinh x=In (x+ J x2+1) dla wszystkich wartosci x,
2° arcosh x=In (x+v/x2—1) dla x>1,

1+
3° artghx=}lnl————z dla —1<x<1,
1
4° arctghx=‘}ln:—+1 dla x<—1 oraz dla x>1.

ZADANIE 5.1. Obliczyé granice funkcji
f(x)=

x-—1
x242
w punkcie x=2.
Rozwiazanie. Funkcja badana jest funkcja wymierna, ktorej mianownik jest rézny
od zera, a wiec funkcja ta w punkcie x=2 jest ciagta. Z tego wynika, Ze lim f(x) istnieje

x—2
i réowna sie
2—-1 1
DN=——=—
e 442 6’
czyli
i x—-1 1
im =—
x2X>+2 6

ZADANIE 5.2. Wyznaczy¢ granicg funkcji
3x%—5x—2
FO= 55
w punkcie x=2.

Rozwiazanie. Latwo zauwazy¢, ze dla x=2 zaréwno mianownik, jak i licznik funkgcji
f(x) réwnaja si¢ zeru, a wiec funkcja f(x) w punkcie x=2 nie jest okre§lona. Chcemy
znaleZé jej granice w tym punkcie.

Licznik i mianownik wyrazenia utamkowego f (x) sa wielomianami, ktére przy x=2
sa réwne zeru, a wigc zaréwno licznik, jak i mianownik maja dzielnik x—2. Aby czynnik
ten wydzieli¢ w liczniku, sprowadzamy licznik do postaci iloczynowej wedtug wzoru(*)

ax>+bx+c=a(x—x,)(x—x3),

gdzie x, réwna si¢ 2, a x, znajdujemy ze wzoru x; +Xx, = —b alub ze wzoru x, -x,=c/a;
otrzymujemy
3x2=5x—2=3(x—2)(x+3).
Mianownik po wyciagnigciu 5 przed nawias jest réznica kwadratow, a wigc mozemy
go przedstawi¢ jako iloczyn réznicy przez sumg:
5x2—20=5(x2—4)=5(x—2)(x+2).

(*) Trojmian kwadratowy mozna wyrazi¢ w postaci iloczynu czynnikéw rzeczywistych pierwszego
stopnia tylko wtedy, gdy wyr6znik tr6jmianu 4 =b%*—4ac jest nieujemny



80 V. Granice funkgji

Napiszemy funkcje f(x) w postaci iloczynu dwéch utamkéw:
3(x+3) x-2
IO=50 7=
Pierwszy czynnik
3(x+%)
5(x+2)

funkcji £ (x) jest funkcja wymierna, ciagla dla x=2, poniewaz mianownik jego w tym pun-
kcie jest rézny od zera, a wigc lim ¢(x) istnieje i réwna si¢

x—2
30+ 7
"’(2)_5(2+2)‘Z)'

p(x)=

Drugi czynnik
x—2

g(x)=xT2

funkcji f(x) réwna si¢ | dla x#2, a dla =2 nie Jest zdefiniowany; w mys! wiec definicji
granicy lim g(x) istnieje i réwna sie 1.

x—=2
Na podstawie twierdzenia o granicy iloczynu mamy
. 3x*=5x-2 7 7
lim —— = 1=_
x-2 3x*=20 20 20
ZADANEE 5.3. Obliczyé granice funkcji
2x% 4250

= s

W punkcie x = —35.

Rozwiazanie. Dla x= —5 licznik i mianownik wyrazenia utamkowego f(x) réwnaja
si¢ zeru. Chcemy wydzieli¢ czynnik x +5. W tym celu do licznika zastosujemy wzér

a’+b*=(a+b)(a®>—ab +b?).
Mamy wigc
2x® 4250 =2 (x> +125) =2 (x +5) (x* — 5x +25).

Mianownik tez sprowadzamy do postaci iloczynowej
x*+4x—5=(x—1)(x +5).
Mozemy wigc funkcje f(x) przedstawié w postaci iloczynu dwéch utamkéw

2(x2—5x+25).x+5

=5

Pierwszy czynnik

2(x2—5x+25)
o)y= —— —~
x=1\
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funkcji f (x) jest funkcja ciagla w punkcie x= —5, a wigc granica lim @(x) istnieje i réw-
s

x> -
na sie
2(254+25+25)

9(=9)=—5—

=-25;

drugi za$ czynnik réwna si¢ 1 dla x# —35, a wigc

+5
lim 221,
x--5 X+5
czyli ostatecznie
2x*+250 ’s
im —————=—25.
x—-5 xz +4x - 5
ZADANIE 5.4, Obliczyé granice funkcji:
1 1 1

w punkcie x=0.

Rozwiazanie. Wprost z definicji (w § 5.1) wida¢, ze: lim 1/x= + oo, gdyz dla do-

x=++0
wolnego M >0 mozna dobra¢ 6=1/M i wéwczas bedzie 1/x>M dla 0<x<J; dla M
za$ ujemnego warto$é¢  moze byé dowolna liczba dodatnia; lim 1/x= — oo, gdyz dla do-

. x--0
wolnego M >0 mozna wziaé¢ 6= —1/M, dla M za$ dodatniego warto$§¢ 6 moze by¢ do-
wolng liczba dodatnia.

Podobnie latwo wykazacd, ze

1 1 . 1 . 1
lim —= +o00, lim —=+o00, lim = +o0, lim = —o0.
x—++0X x->=-0X x=>+0X x=»=-0X

Okreslamy funkcje [x] entier(') x jako najwigksza liczbg catkowita N spelniajaca wa-
runek N<x. Na przyktad

[31=t. [1=2. [6=3. [-3]=-1. [-n]=-4.
ZADANIE 5‘5f Obliczyé granice funkcji [x] w punkcie x=3.

Rozwiazanie. Latwo zauwazyé wprost z definicji granicy, ze lim [x]=3, gdyz
x-+34+0

dla 3<x<4 jest [x]=3, natomiast lim [x]=2, poniewaz dla 2<x <3 jest [x]=2. A wigc
x-3-0

granica funkcji [x] w punkcie x=3 nie istnieje. Uogdlniajac to, mozemy wypowiedzie¢
twierdz enie:

(') Z francuskiego entier — catkowity.
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(5.414)  Funkcja [x] jest okreslona dla wszystkich x, nieciggla dla x catkowitych,
ciggla dla x pozostalych (rys. 5.4).

A -

Rys. 54

ZADANIE 5.6. Obliczyé granice funkcji

inb
=" gdzie c0,
cXx

w punkcie x=0.

Rozwigzanie. Przy x=0 zaréwno licznik, jak i mianownik wyraZenia ulamkowego

S (x) staja si¢ réwne zeru. Znalezienie granicy danego wyrazenia opiera¢ si¢ bedzie na na-
stgpujacym podstawowym wzorze z teorii granic:
sin x

(5.4.15) lim
x=0 X

. sin bx
Gdy x—0, to rowniez bx—0 oraz

—1.Poniewaz w mianowniku rozwazanego

przykltadu brak czynnika b, mnozymy licznik i mianownik przez b i otrzymujemy

asinbx_ab sin bx Aab ) _ab

cx ¢ bx c c

, gy x-0.

ZADANIE 5.7. Obliczyé

. 10x

lim
x=0 tg Sx
Rozwiazanie. Poniewaz licznik i mianownik dla x=0 staja sie rowne zeru, prze-
ksztalcamy powyZsze wyrazenie w sposéb nastepujacy:
10x 10xcos3x 10 3x

= =— cos 3x.
tg3x  smndx 3 sindx OF

3
Gdy x—0, to S,—;-al, cos 3x—cos (3-0)=cos 0=1('), wigc poszukiwana granica
mnoasx

: 4 10
jest réwna 32.

(*) cos 3x jest funkcja zlozona, ciagla dla wszystkich wartosci x (patrz twierdzenie (5.4.4)), gdyz
cos u jest funkcja ciagla dla kazdego u oraz 3x jest funkcja ciagla dla kazdego x.
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ZADANEE 5.8. Obliczyé lim f(x), gdzie

X440

FO)=\x(x—Vx*—1).

83

Rozwiazanie. MnozZac i dzielac f(x) przez J x+v/x2—1 otrzymujemy

f(x)=\/x[xz—(x2—l)]= Jx
Vx+/x2-1 \/x-i-\/m.

Nastepnie dzielac licznik i mianownik przez ,/x otrzymujemy (*)

1
X)) .

1

1 -

+ 2

Wreszcie

lim £ () =~ =
x)= —=—.
o (141 V2

ZADANIE 5.9. Obliczy¢ granicg funkcji

1
1-x2

f(x)=
w punkcie x=1.

Rozwiazanie. W punkcie x=1 dana funkcja nie jest okre§lona
nasza funkcje w postaci iloczynu dwéch utamkéw:

Pierwszy czynnik

1 _ 1
—1l4x 2

Drugi czynnik
h(x)=—

—_—= 400, lim —=-00.
x+1-01—Xx x-1+0l—x

() Otrzymujemy wyrazenie, ktore jest funkcja zlozona, ciagla dla x>1.

. Przedstawiamy
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Ostatecznie otrzymujemy

lim 5= +00, lim

5= —00.
x»1-01—Xx x=1+01—x

ZADANIE 5.10. Obliczyé granice wielomianu
w(x)=2x>—10x>+15x—18,
gdy x——o00 i gdy x— + 0.

Rozwigzanie. Wylaczamy 2x3 przed nawias:

5 15 9
w(;c)=2x3 (1 —? +2—x§ —x—3> .

Zauwazmy, Ze

3
x++0 X x-++m2X x=++ew X

5 15 9 5 15 9
lim (1— —+———3)=1—- lim —+ lim — - lim <=1,
x
gdyz trzy granice utamkéw, jak latwo zauwazyé, réwnaja sie zeru. Natomiast, jak widaé
wprost z definicji w § 5.3, mamy
lim x*= + oo, wystarczy bowiem przyjaé K=max (1, M)(*),

x=+ o0

lim x*= — oo, wystarczy bowiem przyjaé K=min(—1, M)(®),

X =00

a wiec ostatecznie

lim w(x)=+o0, lim w(x)=—o00.
x=+ 00 x>+ o0

Uogdlniajac, mozemy wypowiedzieé twierdzenie:
(5.4.16) Gdy x— +’oo, to wielomian w(x) stopnia nieparzystego wzgledem x dqzy do
nieskoriczonosci z takim znakiem, jaki ma wspélczynnik przy najwyiszej potegdze zmiennej x,

a gdy x——o0, to tenie wielomian w(x) dazy do niéskorczonosci ze znakiem przeciwnym
do znaku wspdiczynnika przy najwyiszej potedze zmiennej x.

ZADANIE 5.11. Obliczy¢ granice wielomianu
w(x)=—3x*+5x3-2x>—x +15,
gdy x—+ 00 i gdy x— — 0.
Rozwiazanie. Postgpujac jak wyzej stwierdzamy, ze granica wielomianu w(x) za-

réwno przy x—+ 0, jak i przy x— — oo zalezy jedynie od granicy wyrazenia —3x*. Po-

(*) Symbol max (a, b) oznacza wigksza z liczb a i b, gdy sa nieréwne, a w przypadku a=5 przyjmu-
jemy max (a, b)=a=b.

(®») Symbol min(a, b) oznacza mniejsza z liczb a i b, gdy sa nierdbwne, a w przypadku a=»5
przyimujemy min (a,b)=a=>s.
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niewaz, jak latwo okazaé:

lim (-3x*=-o0, lim (-3x*)=—-o00,
X= =00 x=>+ oo
wiec
lim w(x)=—o00, lim w(x)=—00.
x— -0 x=+oo

Uogoélniajac mozemy wypowiedzie¢ twierdzenie:

(5.417) Wielomian w(x) stopnia parzystego wzgledem zmiennej x zaréwno przy
x——00, jak i przy x—+ oo dqiy do nieskoriczonosci tego samego znaku co znak wspél-
czynnika przy najwyziszej potedze zmiennej x.

ZADANIE 5.12. Wyznaczy¢ granice funkcji
fx)=e'*

w punkcie x =0.

Rozwigzanie. Przy wyznaczaniu prawostronnej i lewostronnej granicy danej funkcji
korzystamy z nastepujacych wzoréw dotyczacych funkeji wykladnicze;j:

lim a*= +o0, lim a*=0 dla a>1,
x—+ 00 X+ =00
(5.4.18)
lim a*=0, lim a*=+0 dla 0O<a<l.
x-*+o X =

Opierajac si¢ na powyzszych wzorach oraz korzystajac z wynikéw zadania 5.4 otrzy-
mujemy:
lim e!*=+00, lim e'*=0.
x—=+0 x—+=0

ZADANIE 5.13. Obliczyé granice funkcji e'*~*? w punkcie x=1.

Rozwiazanie. Opierajac si¢ na wzorach (5.4.18) oraz na wynikach zadania 5.9
otrzymujemy
1 1
lim e =0, lim ¢! *=+4o.
x—=+1+0 x=+1-0

ZADANIE 5.14. Znalezé granice warto$ci L obwodu wielokata foremnego wpisanego
w okrag o promieniu R, gdy ilo§¢ beckéw dazy do nieskoriczonosci.

Rozwiazanie. Dlugo$é obwodu foremnego wielokata o n bokach (rys. 5.5):

. T . =
L,=n-2+Rsin —=2Rnsin—.
n n

Graniczna warto$é obwodu: n
sin —
2 n

L=1lim L,= lim 2Rnsin — = lim 2Rz

B+ n— n  pow

=2nR.
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ZADANEE 5.15. Rozwazmy ciag wielokatéw foremnych wpisanych w okrag o promie-
niu R, gdy ilo§¢ bokéw wielokata dazy do nieskoriczonosci. Znalezé granice S pdl tych
wielokatéw.

Rozwiazanie. Podzielmy wielokat na tréjkaty (rys. 5.5). Przez h oznaczmy wysokosé
tréjkata, a przez n iloé¢ bokéw wielokata. Z tréjkata OCA otrzymujemy

n
h=Rcos—, CA=Rsin1.
n n

A

Yy
%

4]
4]
(-7} oy

0 Xo Xy X Xy e
Rys. 5.5 Rys. 5.6

Pole powierzchni wielokata foremnego o n bokach wynosi

. n T . n T
S,=n-%:2Rsin —-chs-—=R2nsm —cos —,
n n n n
Graniczna warto$¢ pola:

R
sin—
. . .om T n n
S=lim S, = lim R*n sin —cos —= lim ©R? cos —,
R0 R n B asw T n
n

KoZi:tajqc ze wzoru (5.4.15) otrzymujemy S=nR2.

ANIE 5.16. Pitka odbija si¢ od plaszczyzny poziomej w punkcie Py(x,) pod katem
o z predkoscia poczatkowa v,, opada i ponownie odbija si¢ kolejno: w punkcie Pi(x,)
pod katem o, z predkoscia v, w punkcie P,(x,) pod katem a, z predkoscia v, ..., w pun-
cie P,(x,) pod katem a, z predkoscia v,. Przy kazdym odbiciu czes¢ energii kinetycznej
zostaje stracona, wskutek czego predkosci pitki w momentach odbicia maleja.
Zakladajac, ze

Q=03 =0r=...=0,=...=0
oraz

Uy by Uns1

L N T

Vo Uy Up

obliczy¢ odleglo$¢ d, na jaka pitka odskoczy od punktu Py(x,) (rys. 5.6).

Rozwigzanie. Jezeli predko$é pitki odskakujacej pod katem & wynosi o, to skladowa
pozioma predkoéci jest v,=vcosa, a skladowa pionowa v,=vsin a. Czas wznoszenia
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W tym czasie pitka odskoczy w kierunku poziomym na odlegtos¢

vsina v’sin2a

X=v,t=vCoSQ —
g

Mamy wigc

3 sin 20 v? sin 20 vZsin 2«
Xy —Xo= , X=X = ’ ceey Xp41—Xp= ’
g 4 g

Trzeba zsumowac szereg

sin 2a
d= . @i +vi4. 02 +.0).

Podstawiajac
= =2 =c"
Vy=Cly, UV3=CVg, ..., U,=C0p,

otrzymujemy
2 .
vg sin 2a
d=-2 QA+ +c*+ .+ +..),
g

co przy 0<c<1 daje
d_v%sinZaz 1

g 1-¢%°

ZADANIE 5.17. Bryla sklada sig¢ ze stosu walcéw lezacych kolejno jeden na drugim
i majacych wspélng o$. Dolny walec ma promiefi 7=10 cm i wysoko$é h=1 cm, a promien
i wysoko$é kazdego nastepnego walca sa dwa razy mniejsze od promienia i wysokosci
walca poprzedzajacego. Obliczy¢ wysokosé i objetos¢ bryly, gdy ilos¢ walcow nieskonczenie
wzrasta.

Rozwiazanie. Gdyby bylo n walcéw, to suma ich wysokosci wynositaby

1
h h h 2" 1
H=h+—+—+...+——=h =2h(1-=—
gt 2! L ( 2”)’
2
a suma obj¢tosci wynositaby
y 2h+1tr2h nr2h+ nrh
=mr —_— ===
" 8 82 g1
1
8

1 1 1 " 8 1
=7U'2h(1 +—8-+§§++ST_-T)=Ir2h =—,-7—1tr2h(1—§),
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Gdy n— o0, mamy

1 8 1 8
H=limH,= Iim2h(1-—;‘->=2h, V=IlimV,= lim——nrzh(l—-—)=71tr2h.

8n
n— o n-o n—wo n—co

ZADANIE 5.18. Dany jest odcinek a, i kat ostry a. Na plaszczyznie dane sa we wspol-
rz¢dnych biegunowych punkty:

Ao(9=0, p=a), A,(p=a, p= acosqa), ..., A,(p=nx, p=acosa),...

Obliczy¢ granicg dlugosci linii tamanej 404, A4, ... A, ... (rys. 5.7).

Rys. 5.7

Rozwiqzani;.\()bliczmy kolejno boki tamanej:
AgA =agsina, A;A,=a,sina=aycosasina, ...,
A,_iA,=agcos”asina,

Trzeba znaleZé sume szeregu

o] (-]
L= Y acos"asina, czyli L=asina} cos"a.
n=0 n=0
Poniewaz
ke 1
Y cos"a = ,
n=0 1—cosa
wigc
asino
=——— skad L=actgla.
1—cosa’ & g
Zadania

Obliczy¢ nastgpujace granice (zad. 5.19 - 5.53):

214 21

519, lim> 1=, 5.20. lim >
x—-2 x+2 x—2 x_2
4x*—-1 3-8

521, lim — - 5.22. lim >

.

x—v—.!- 2x+1 ) x—=2 x-—-2



27—
523, im> =
x—3 x—3
2
5.25. lim >
x=-1 x 1
527, fim %28
aa X2 —9x+20"
3x2+45x-2
5.29. lim X ox-

xm—28x2 +9x+2°

5.31. lim
x-3 x“=9

(x=3) (=)

Zadania

2
-4
524, lim 3

x—=3 2x-6 :

2
5.26. lim —T2_
x==-2X +32

3
x3+125
5.28. i
1258 m ST 50"

5
-1
5.30. lim>

x—=1 X—l

5.32. lim

x-0 X

Wskazéwka. W zadaniu 5.32 polozyé 1 +mx=1¢3.

5.33. lim >
x=1 X —
Jx=5
534, li
=25

Vxt41-1

5.36. lim

x+0/x2 4255

4x
5.38. lim .
x=-0 3 sin 2x

5.40. lim S0

x-4n X

t.
542, lim2>,
x-0 4x

Wskazowka. W zadaniu 5.43 zastosowaé wzdr sin x=sin (x—x).

. sin2x
544. lim— .
x-08in 3x

1+cosx
5.46. lim
x- % sm X

ltg(x 1)|
5.48. al‘_’1 - 1)2 .

-1
, n — liczba naturalna.

5.35. lim

537, lim sm3x.
x-0 4x

539. lim “°F.

x40 X

5.41. lim %
x-+4r X — 31[

543, lim——>
x-8 Sln 1tx

tg2x
5.45. lim 22>

x=0 gx

547. lim

ct,
5.49. lim —o8*,

x=0 X

Wskazéwka. W zadaniu 5.49 polozy¢ arctg x=a.

\/3 1+mx—1

Vxi4+1—-x+1

x>0 1—+/x+1

COS X —COS 41l:
x-3n SIN X —Sin 3%

89
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arcsin (1 —2x) .
a1 5.51. lim+/1+sinx.

x=0

5.50. lim

x=4
Wskazéwka. W zadaniu 5.50 polozy¢ arcsin (1 —2x)=a.

1 n

552, lim(1—3x%)*. 5.53. lim(l+kx)*.

x-0 x=0
Zbadac¢ ciaglo$¢ nastgpujacych funkgeji (zad. 5.54 - 5.60):

x2=25

554. f()=—= dla x#-5 i f(~5)=-10.

X+

5.55. f(x)=—= dla x#0 i f(0)=1.
b

5.56. f(x)=%’f dla x#0 i f(0)=1.
2 3
557, f(x)=x +—. 5.58. f(x)=>—> .
x |x—1|
5.59. f(x)=x—[x]. 5.60. f(x)=[x]+[—x].

W zadaniach 5.61 - 5.63 okresli¢ funkcje f (x) w punkcie x =0 tak, aby byla ona ciagla:

Vi+x—1
. .

5.61. f(x)= 5.62. f(x)=xsin ;

. 2
5.63. f(x)= — >

1—cosx

Znalez¢ granice lewostronng i granicg prawostronna nastgpujacych funkcji (zad. 5.64 -
5.75):

x[b ) b[x .
5.64. — | — w punkcie x=0. 5.65. —| — w punkcie x=0.
aLx x| a
1 -
e*—1 . 1
5.66. w punkcie x=0. 5.67. ¢ w punkcie x=1.
e*+1
: x
5.68. xe* w punkcie x=0. 5.69. —— w punkcie x=1.

2x+e"_'—1



5.70. —f—l w punkcie x=0.
14+&

1
§5.71. 2** w punkcie x=a.

1

2*+3
5.72. 1+ w punkcie x=0.
342
.1
xsin — dla —o0<x<0,
x w punkcie x=0
5.73. f(x)= . P :
sin— dla 0<x<o0
P
5.74. f(x)= w punkcie x=0.
sin x
b b—
8.75. -2+——f arctg—a— w punkcie x=a.
2 R x—a

5.76. Znale#é graniczna warto§é pierwiastkéw réwnania kwadratowego ax®>+bx+c=0
(b#£0) przy a—0.

5.77. Dane sa trzy prostokaty o jednakowych podstawach réwnych 1 m i o wyso-
kosciach odpowiednio réwnych 3, 2 i 1 m ustawione w odlegtoéci 1 m od siebie (rys. 5.8).
Zakladajac, Ze x zmienia si¢ W sposéb ciagly, wyrazié¢ zakreflone pole jako funkcje x.
Czy funkcja ta bedzie ciagla?

in

Rys. 5.8

5.78. Wierzcholek B tréjkata ABC porusza si¢ po prostej BE réwnoleglej do prostej AC
oddalajac sie nieograniczenie w prawo. Zbada, jak si¢ beda zmienialy boki tréjkata,
katy wewnetrzne i kat zewnetrzny BCD.

5.79. Niech p oznacza strzatke luku opartego na kacie Srodkowym ¢, p, natomiast
oznacza strzalke luku opartego na kacie srodkowym }¢. Obliczy¢ granice stosunku strzatek

plpy, gdy ¢—0.
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5.80. W kole poprowadzono ci¢ciwg 4B. Punkty A4 i B polaczono ze $rodkiem C tuku
AB. Przez punkty A4 i B poprowadzono nastgpnie styczne do kola przecinajace si¢ w punkcie
D. Obliczy¢ granicg stosunku pol tréjkatéw ABC i ABD, gdy kat srodkowy oparty na tuku
AB dazy do 0.

5.81. Niech funkcja f(¢f) bedzie réwna ilosci stanéw skupienia zwiazku H,O (16d,
woda, para) w temperaturze ¢ pod ci$nieniem 1 atm. Znalez¢ granice lewostronng i granice
prawostronng funkcji w temperaturze t=0° oraz warto$¢ funkcji dla t=0°. Czy funkcja
w punkcie #=0° jest ciagla?



Rozdzial VI

POCHODNE FUNKCJI POSTACI y=f(x)

§ 6.1. POCHODNE RZEDU PIERWSZEGO

Pochodnq funkcji y=f (x) w punkcie x nazywamy granicg, do ktérej dazy stosunek przy-
rostu funkcji 4y do odpowiedniego przyrostu zmienne;j niezaleznej 4x, gdy przyrost zmien-
nej niezaleznej dazy do zera, czyli granicg

4 x+4x)—
Y_ i SO+ 40 =(5)

lim ==1
4x-04X  sx—0 A4x

Jezeli granica taka nie istnieje, to funkcja w tym punkcie nie ma pochodne;.
Pochodna funkcji y=f'(x) oznaczamy
dy  df(x)

Y f(x)’ .d_x, dx ’

Pierwsze dwa symbole wprowadzit Lagrange, trzeci i czwarty symbol — Leibniz, ostatni —
Newton; ten ostatni symbol uzywany jest najczesciej w mechanice.

Geometrycznie, pochodna funkcji y=f(x) w danym punkcie réwna sig wspétczynnikowi
kqtowemu stycznej do wykresu funkcji w tym punkcie (rys. 6.1) (*).

A
Y
A
vy
0 0 x‘
Rys. 6.2

Odnajdywanie pochodnej funkcji nazywa si¢ rézniczkowaniem funkcji. Dzial mate-
matyki traktujacy o pochodnych, ich wlasnosciach i zastosowaniach nazywamy rachunkiem
rdiniczkowym.

(') Wspdlczynnik kqtowy prostej jest to tangens kata «, ktory prosta tworzy z dodatnim zwrotem
osi Ox.
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Zachodza twierdzenia:
(6.1.1)  Jezeli funkcja ma w danym punkcie pochodnq skoriczonq, czyli jest funkcjq
rézniczkowalnq, to jest w tym punkcie ciqgla.

Ale funkcja ciagla moze nie mie¢ pochodnej, np. funkcja y=|x| w punkcie x=0 (rys. 6.2).
(6.1.2)  Pochodna funkcji stalej réwna sig zeru, tzn. jeieli y=c, to y'=0.

(6.1.3)  Pochodna iloczynu stalej przez funkcje réwna sig iloczynowi stalej przez po-
chodnq funkcji, tzn. jezeli y=c-f(x), to

y'=cf'(x).

Niech u=f(x), v=g(x) oznaczaja funkcje rézniczkowalne. Wéwczas zachodzg trzy
podane niZzej wzory:

(6.1.4)  Pochodna sumy funkcji. Jezeli y=u+v, to
y=u+v'.

(6.1.5)  Pochodna iloczynu funkcji. Jezeli y=uv, to
y=u'v+uv.

(6.1.6)  Pochodna ilorazu funkgcji. Jeieli y=ufv i v#0, to

, u'v—uv
y =
v2

(6.1.7)  Pochodna funkcji zloionej (por. § 4.3). Jezeli funkcja zfoiona (superponowana)
y=f(g(x)) jest okreslona w pewnym otoczeniu punktu x=x,, funkcja g(x) jest rézniczko-
walna w punkcie x=x,, a funkcja f (u) rézniczkowalna w punkcie u=u,, gdzie uy=g(x,),
to pochodnq funkcji zlozonej y=f (g (x)) w punkcie x =x, obliczamy podiug wzoru

dy B dy) .(du
dx g=x°_ Zl- u=ug E; x=x0

(6.1.8)  Pochodna funkcji odwratnej (por. § 4.5). Jezeli funkcja rézniczkowalna y=f(x)
ma funkcje odwrotng x= ¢(y), to pochodna funkcji odwrotnej x= ¢(y) réwna sie odwrotnosci
pochodnej danej funkcji y=f (x):

Po prawej stronie wzoru po obliczeniu pochodnej dy/dx nalezy podstawié¢ x= ¢(y).

PrzyktAD. Dana jest funkcja y=tg x, ktdrej pochodna jest

dy 1

dx cos?x
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Chcemy obliczyé pochodng funkcji odwrotnej x=arctg y. Korzystajac ze wzoru (6.1.8)
mamy

Prawa stron¢ przeksztalcamy na podstawie znanej toisamosci trygonometrycznej

cos’x=

1+tg2x
i podstawiajac tg x=y otrzymujemy
dx 1
—=——, czyli (arctgy)'= .
G ey O @)=

Ré:zniczkq dy funkcji y=f(x) nazywamy iloczyn pochodnej tej funkcji przez dowolny
przyrost dx zmiennej niezaleZnej:

6.1.9) dy=f'(x)dx.

Roézniczka funkcji przedstawia gléwnq cze$é przyrostu funkcji.
Na rysunku 6.3 rézniczka BC przedstawia giéwna czeéé przyrostu funkcji BM,
odpowiadajacego przyrostowi argumentu dx.

A
Yy
A e g“/
| |
| H .
/0/ A dx M x

Rys. 6.3

Rdzniczka funkeji znajduje czesto zastosowanie w przypadku, gdy wielkosci wystepu-
jace we wzorze, pochodzace z pomiaréw, nie s3 dokladne, lecz podane z pewnym bledem.
Wowczas blad wielkosci obliczonej ze wzoru daje si¢ wyznaczy¢ za pomoca rézniczki.

Wymienimy wazniejsze wzory rachunku rézniczkowego:

(6.1.10) (x*Y=ax*"', x>0, a — dowolna liczba rzeczywista.
(6.1.11) (sinx) =cosx.
(6.1.12) (cosx) = —sinx.

(6.1.13)  (tgx) = =1+tg?x, cosx#0.

(:OS2 X

1
(6.1.14)  (ctgx)'= ———5—=—(1+ctg’x), sinx#0,
sin?x
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(6.1.15) (arcsinx) =

= —-I<x<l, —in<arcsinx<ir.
1-x

(6.1.16) (arccosx) =

x —1l<x<1, O<arccosx<m.
1—-x

1
(6.1.17) (arctgx) =——, —in<arctgx<im.
1+x

-1
(6.1.18)  (arcctgx)'=——~, O<arcctgx<n.
14+x

(6.1.19) (&) =¢".
(6.1.20) (a*) =d*Ina, a>0.

1
6.121)  (nfx'=—, x#0.

1 1
(6.1.22)  (log,|x|y =———=—log,e, a>0, a#1, x#0.
xlna x

(6.1.23) (sinhx)'=coshx.

(6.1.24) (coshx) =sinhx.

6.1.25 tgh x) = ———.
( ) (tghx) cosh?x

1.26)  (ctghx) =—s-
(6.1.26)  (ctghx) sinh?x

1
(6.1.27)  (arsinhx) = .
V14+x?

v

(6.1.28) (arcoshx) = x#1.

1
\/xz——l‘

(6.1.29) (artghx) = —-1<x<l.

1-x2%’

(6.1.30) (arctghx)’:1 5, ¥<—1lub x>1.
-x

We wszystkich wzorach po_\;yzszych wielkosci n, a oznaczaja stale: In x oznacza lo-
garytm naturalny, tj. logarytm obliczony przy podstawie e (por. str. 33).
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ZADANIE 6.1. Obliczy¢ pochodna funkcji
y=x"—4x>+13x*—x+19.
Rozwiazanie. Mamy
Y =Tx0—4-5x* 413-4x°—1, czyli  y'=Tx®—20x*+52%°—1.

ZADANIE 6.2. Obliczyé pochodna funkgeji

_Ax*-2

= \/2_+_\/§

1
24+,/3

Rozwiazanie. Wylaczamy staly czynnik przed znak pochodnej:

3,

1 20x*
‘= 4x5—2) = —20x*\/2—
Y «/2+J§< * 2 V2+3 ¥ V3

ZADANIE 6.3. Obliczyé pochodna funkcji

4x7 +3x° = 2x* +7x -2
3x* )

y=

Rozwiazanie. Funkcja y jest ciagla w catym zbiorze liczb rzeczywistych z wyjatkiem
punktu x=0. Zakladajac, ze x 0, dzielimy licznik przez mianownik:

7.-3 _2_.-4
y= x +x— +— 3x .

Nastepnie obliczamy pochodna
y=ax?+1-Tx"*+5x7°,
Mozemy ja napisa¢ w postaci

7 8 12x7+3x5—21x+8
y' =4x? +1-—+ = < .
3x 3x

ZADANIE 6.4. Obliczy¢ pochodna funkcji y=4x3\/)—c.
Rozwiazanie. Funkcja y jest ciagla, gdy x>0. Wyrazamy y jako potege zmiennej x:

y=4x*x"?=4x>"t=4x"2,

Obliczamy pochodna

y=4-IxF'=14x =14x> /.

ZADANIE 6.5. Obliczy¢ pochodna funkcji
3x? —4xx/
y= .
T 2dx
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Rozwiazanie. Funkcja y jest ciagla, gdy x>0. Dzielimy licznik przez mianownik
zastepujac przedtem pierwiastki odpowiednimi potegami o wykladnikach utamkowych:

3x2—4xx?3 3x2-4x%3
= 25172 = 2172 ?

Obliczamy pochodna

skad y= % x¥2 - 2x716,

y'=%x"z—-}x”6=§\/§—}6 .
ZADANIE 6.6. Obliczy¢ pochodna funkcji
y=3 xz x"xS .

Rozwiazanie. Funkcja y jest ciagla, gdy x>0. Zastepujemy pierwiastki potegami
o odpowiednich wykladnikach ulamkowych poczynajac od najbardziej wewngtrznego

picrwiastka:
y=1{/x2\[x‘_\/x—3= \/x’\/x’7=i/W=x”’“,
skad
ye=Bxroz L
X

- ZADANIE 6.7. Obliczyé pochodna funkcji y=xcos x.

Rozwiazanie. Stosujemy wzdr na pochodna iloczynu:

¥'=(x*)'cosx +x*(cos x)’ =3x2 cos x — x> sin x.
ZADANIE 6.8. Obliczy¢ pochodna funkgji
2-x2
y =2—3—.-__.
x”+x+3 .
Rozwiazanie. Stosujemy wzér na pochodna ilorazu. Pochodna licznika (2-x¥)'=
= —2x, pochodna mianownika (2x*+x+3)' =6x2+1, a wiec
o =227 +x+3)=(2-x%) (6x* +1)  2x*—13x>—6x—2
y= X +x+3) T T +x+3)°
ZADANIE 6.9. Obliczyé pochodna funkeji
y=(4x>=7x> +14x%-5).

Rozwiazanie, Dang funkcje mozna uwazaé za funkcje ztozona:
y=u®, gdzie u=4x>-7x>+14x3-5.
Pochodng funkgji y wzgledem x obliczamy podtug wzoru (6.1.7):



gdzie
d v
2 32, d—',“=20x‘—21x’+2sx.
du dx
Otrzymujemy
d
Y o 3u?(20x* —21x* +28x).
dx

Podstawiajac u=4x®—7x*+ 14x* —5 otrzymujemy ostatecznie
y'=3(4x® = 7x® +14x* - 5)*(20x* — 21x* + 28x)..

ZADANIE 6.10. Obliczyé pochodna funkeji y=V3ix2-Tx+12.

Rozwiazanie. Wyrazenie podpierwiastkowe jest dodatnie przy wszystkich warto$-
ciach x. Oznaczamy wyrazenie podpierwiastkowe przez z i otrzymujemy funkcje zlozong
okres$lona wzorami:

y=+z, gdzie z=3x’-Tx+12,

skad
d 1 d
L&
dz 2\/-z dx
a wiec
d 6x—7
& (6x—T)= .
dx 2\/_2 24/3x2-7x+12

ZADANIE 6.11. Obliczyé pochodna funkcji y=sin 4x.
Rozwiazanie. Oznaczajac 4x =z otrzymujemy
y=sinz, gdzie z=4x,
skad
dz

y
—=cosz, —=4,
iz % ax

a wiec
d
l:cos z-4=4coséx.
dx
ZADANIE 6.12. Obliczyé pochodna funkcji y=cos® x.
Rozwiazanie. Oznaczajac cos x=z otrzymujemy

y=z> gdzie z=cosx,
skad

a wiec

d
dd =322(—sinx)= —3cos® xsinx.
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ZADANIE 6.13. Obliczy¢ pochodna funkcji y=e™*.
Rozwiazanie. Oznaczajac —x =z otrzymujemy

y=e’, gdzie z=-x,

skad
dy , dz {
— =€, —=-1,
z dx

a wiec
dy
= (-=—e"%
Ix e (~-1)=—e

ZADANIE 6.14. Obliczyé pochodna funkgji y=e #**~6%+1,
Rozwigzanie. Oznaczajac 4x*—6x + 1 =z otrzymujemy
y=€, gdzie z=4x>—6x+1,
skad '
dy dz
——=é, —=12x*-6,
dz ¢ dx *
a wiec

d s
L (125 —6)= (1257 — 6) 45~ 65 +1,
dx

ZADANIE 6.15. Obliczy¢ pochodna funkcji y=tg* 2x.

Rozwigzanie. Jest to funkcja ciagla, jeZeli cos 2x#0. Mozna ja uwazaé za funkcje
zlozona, ktéra powstaje z superpozycji trzech nastepujacych funkgeji prostych:

y=z*% z=tgu, u=2x,

skad
i}:=423’ iz'= 12 ’ @= .
dz du cos‘u dx
Stosujac wzor dy__dy.dz.du t j
osujac x4 du Ix otrzymujemy
dy__4 ; 1

—_— =477 —— .
dx cos’u -
a po pozbyciu si¢ posrednictwa zmiennych z i u otrzymujemy

d—y=4tg32x 8tg’2x 8sin’2x

dx cos?2x cos?2x  cos’2x

ZADANIE 6.16. Obliczyé pochodna funkcji

1-2x
T

y=sin®



Zadania 101

Rozwiazanie. Funkcja ta okreSlona jest w przedziale 0 <x <}. Mozna ja przedstawié
za pomoca czterech funkcji prostych:

. 1-2x
y=z>3, z=sinu, u=+t, t= ,

X
skad
iiiv—=3zz —d£=cosu d_u=__1_ £=_i,
dz * du oodt 2y dx x?
) i dy dz du dt
Stosujac wzor —=——*— ' — *—— otrzymujemy

dx z du dt dx

dy 3z%-cosu-* ( 1)
—_—=23Z — _——
dx 2\/t

Wracajac do zmiennej x mamy

dy ,z\/l—2x \/1—2x 1 (1)

—=3sin cos — -

dx x x \/1_2,‘ x
2

X

i ostatecznie otrzymujemy

dy_ \/1 2xcos\/f—2x
dx 2x~,/x(l 2x) x

ZADANIE 6.17. Obliczy¢ pochodna funkcji

x+1
y= .
Ji-x
Rozwiazanie. Funkcja ta jest okreslona, gdy x<1. Stosujemy wzér (6.1.6) na po-
chodna ilorazu:

, (x+1) VI—x—(x+1)(V1—x)
Y= W1-x)

lecz

1) =1, 1—
(x+1) W1=x)= 717( )= m_
a wiec
\/1 —-X+—— x+1
2V1-x_ 2(1-x)+x+1

1-x (l—x) 241-x

’

y=
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i ostatecznie
;o 3=x
Y=
ZADANIE 6.18. Obliczy¢ pochodna funkcji y=x\/ x2+1.

Rozwiazanie. Stosujemy wzdr (6.1.5) na pochodna iloczynu:

Y =x)Vx2+1+x (x> +1).

Poniewaz
1 X
®)'=1, «xZ+1)y= 2x= ,
2/x*+1 Vx?+1
wiec

+ x2 x2+1+x2_2x2+1
NP Y % T T

ZADANIE 6.19. Obliczy¢ pochodna funkeji y=4~ arctg x.

y=vx*+1

Rozwiazanie. Funkcja ta jest okre$lona dla wszystkich wartoéci x. Obliczamy po-
chodna funkcji jako iloczynu y=uv stosujac wzory na pochodne funkcji u=4" oraz v=
=arctg x:

X

"=4"In4arctg x + .
y X

ZADANIE 6.20. Obliczy¢ pochodna funkcji y=x*, x>0.

Rozwiazanie. Poniewaz €"* =x, wigc x*=¢€*""*. Pochodna funkcji y=e*""" obli-
czamy wedlug wzoru na pochodna funkcji ztozonej:

1
)"=e""‘"(1°lnx+x-—).
x

Ostatecznie wigc mamy
y' =x*(Inx+1).

ZADANEE 6.21. Obliczy¢ pochodna funkeji y=(sin x)'** w przedziale 0<x <3jm.

Rozwiazanie. Poniewaz e'"* =u, wigc sin x=e¢"*"*, Podnosimy obie strony do po-
tegi tg x i otrzymujemy

y =(sin x)tgx=e tg x In sin x'

Jest to funkcja postaci /™, a jej pochodna réwna si¢ ¢/ f'(x). Pamigtajac, ze w tym
przyktadzie wyktadnik jest iloczynem, z tatwoscia otrzymujemy

. 1 . 1
y =e®*"sin¥  _Insinx +tgx——cosx |,
cos® x sinx
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czyli ostatecznie

Insinx
y'=(sin x)""(c 3 +1).

0S™ X
ZADANIE 6.22. Obliczyé pochodna funkcji y=sin (x'**) w przedziale 0<x<3%m.
Rozwiazanie. Podstawiajac z=x" * otrzymujemy funkcj¢ zZtoZona, okreslona wzorami:
y=sinz, gdzie z=x"®"

Mamy dy[dz=cos z. Aby znalez¢ pochodna dz/dx, wykonujemy podobne przeksztalcenie
jak w zadaniu poprzednim:

X=elnx’ z=xlgx=elnx(gx.
Mamy wigc
dz 1 1 dz tgx Inx
—=e"r| —tgx+lnx ——|, czyli ——=x®* 2, — |
dx X cos‘x dx X cos‘x
: dy dy dz .
Stosujac wzor — =——-—— otrzymujemy
dx dz dx
tgx Inx
y’=cos(x“")x“"[g—+ 5 ]
x cos*x

ZADANIE 6.23. Obliczyé, jaki kat z osia Ox tworzy styczna do paraboli

y=x*-3x+8
w punkcie x=1.

Rozwigzanie. JeZeli @ oznacza kat migdzy osia x i styczna do krzywej y =/ (x) w punk-
cie x=x,, to, jak wiemy z geometrycznej interpretacji pochodnej, zachodzi zwiazek
tg o =f"(x,), gdzie f'(x,) oznacza warto$¢ pochodnej y’ w danym punkcie x=x,.

Obliczamy pochodna y'=f'(x)=2x—3. W punkcie x=1 pochodna ta przybiera war-
to$¢ f'(1)= — 1. Po uwzglednieniu rownosci tg a=1"(xo) otrzymujemy

tga=—1, skad a=135° (a=%mn).
ZADANIE 6.24. Obliczyé, w jakim punkcie styczna do linii

y=x>=3x*—9x+2
jest réwnolegla do osi Ox.

Rozwiazanie. Styczna bedzie réwnolegta do osi Ox, jezeli bedzie spelniony warunek
y' =tga=0.
Obliczajac pochodng i przyréwnujac ja do zera otrzymujemy
3x2—6x—9=0.

Rozwiazujac to réwnanie otrzymujemy x, = —1, x, =3, a wigc w dwdch punktach (-1, 7)
i (3, —25) styczna do danej linii jest réwnolegta do osi Ox.
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ZADANIE 6.25. Zalezno$¢ drogi s od czasu ¢ w pewnym ruchu prostoliniowym dana
Jest réwnaniem s=t?>—2r—8. Wyznaczy¢ predkos$é $rednia od chwili 1, =4 do chwili
t,=4+h, a nastgpnie predkosé w chwili ¢, =4.

Rozwigzanie. Droga przebyta w czasie od ¢, do ¢, wynosi
As=s5(t,)—s(t,)=(4+h)>—2(4+h)—8—(4>~2-4—8)=h>+6h.

Predkos$¢ $rednia dla 4 <t<4+h jest réwna

zatem predko$¢ w chwili #=4 wynosi

v(4)=limA—S=lim (h+6)=6.
n-0 b w-oo
ZADANIE 6.26. Dane jest rownanie ruchu ciala wznoszacego si¢ po réwni pochylej
(rys. 6.4): s=30r—1,5¢, gdzie s oznacza droge przebyta w ciagu czasu 7. Znalezé: a) pred-
kos¢ $rednig ciata od chwili =1, do chwili 1=1,+ 4¢; b) predkosé w chwili z=1,; c) pred-
kos¢ w chwili =2 i w chwili #=8; d) czas 1, po uplywie ktérego ciato bedzie miato pred-
kos¢ réwna zeru.

Rys. 6.4

Rozwiazanie. a) Predko$¢ érednia dla o <t<t,+A41:

_s(zo+At)—s(to)_30to+30m-1,5:3—3t0m—1,54:2—30r0+1,5:g_
B At - At -

Vg

304t -3ty 4t—1,541°
B At

=30—3t,—1,54t.
b) Predko$¢ w chwili t=1¢,:

v(to)= lim So+d)—s(to)_ (o (30—3t,—1,541) =30 3t, .
4t-0 A4t 4t-0
c) Predkosé w chwili £=2:
v(2)=30-3-2=24
i w chwili 7=8:
v(8)=30-3-8=6.
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d) Predkos¢ spadnie do zera, gdy
v=30-3t=0, «czyli t=10.

ZADANIE 6.27. Dla pewnego gazu, znajdujacego si¢ w gumowym zbiorniku, zwiazek
pomigdzy ci$nieniem p i objgtoscia V wyraza sie wzorem pV =60. Znalez¢ predko$¢ zmian
ciénienia p w zaleznosci od zmian objgtosci ¥ dla V=1idla V=2.

Rozwiazanie. Zmianie objgtosci 4V odpowiada zZmiana ci$nienia:
Ap=p(V +4V)—p(V).

Przyrost ciénienia przypadajacy na jednostke zmiany objetosci zalezy od objetosci V
i wyraza si¢ wzorem

i p(V+4V)—p(V) _dp

1m =

Av=0 av av

. 60 .
A poniewaz p=—V-— s Wwigc

Predko$¢ zmian ciénienia p w zaleznosci od zmian objgtosci ¥ wynosi

d
AP __odia vel, PP__15dav=2.
av av

ZADANIE 6.28. W obwodzie pradu nieustalonego o réwnaniu i=3te'"* +1 znajduje sig
dtawik o oporze czynnym R=0,2Q i indukcyjnosci L=0,01 H. Obliczyé warto§¢ spadku
napigcia

. di
AU=Ri+L —
dt

na diawiku w chwili £=1.

Rozwiazanie. Obliczmy pochodna

di
d—'t=3e“1 +3te =3+ e,

a wiec
AU=R@3te 1 +1)4+3L(t+1) e

Dla t=1 otrzymujemy 4U=4R+6L=0,86.
ZADANIE 6.29. Tlo$¢ elektrycznoéci g, jaka przeplynela przez pewne urzadzenie od
d
chwili =0, wyraza si¢ wzorem g=2tre”'. Wyznaczy¢ nat¢zenie pradu i=—3‘t1— w chwili

t=0.
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Rozwigzanie. Mamy

dq
i=— =2¢ '~ 2te™'=2(1—1)e"".
i I e (1-1)e

Podstawiajac t=0 otrzymujemy i=2.

ZADANIE 6.30. Potencjal elektryczny V wzdluz pewnej drogi x zmienia si¢ wedlug
wzoru ¥'=x*—(x—1)* sin x. Obliczy¢ wartos¢ sktadowej d¥/dx natezenia pola elektrycz-
nego wzdluz drogi x w punktach x=1 i x=2,

Rozwiazanie. Mamy

dV 2 . 2
—d—-=3x =2(x—1)sinx—(x—1)?cos x.
x

Podstawiajac x=1 otrzymujemy dV/[dx=3, a podstawiajac x=2 otrzymujemy

dav
v =12-2sin2—-cos2=12—2sin 114°35' —cos 114°35' =
x

=12-2-0,9094 +0,4160=10,6.

ZADANIE 6.31. Prad przeplywa przez pewne urzadzenie. 08¢ przeplywajacej elektry-
cznosci, liczonej od chwili 1=0, okre$la wzér

1
=3 -2 1+——— .
Q=3e ( t+])

Obliczy¢ natgzenie pradu dQ/dt w chwili poczatkowej r=0.

Rozwigzanie. Warto$¢ natgzenia pradu wynosi

daQ 1 -1
[=—Z = e~ 1+-—)+3 - .
S ¢ ( t+1 ¢ (t+1)?

Natezenie pradu w chwili ¢=0 wynosi i= — 5.

ZADANIE 6.32. Strumien magnetyczny @ obejmowany przez zwojnice pradnicy zmienia
si¢ w zaleznosci od kata a obrotu twornika: @ =10 sin « Vs, Przy rozruchu twornik obraca
si¢ ruchem przyspieszonym, okreslonym réwnaniem a=3(1—e 1% s~ odzie ¢ oznacza

do ..
czas. Wyznaczy¢ wartosc sity elektromotorycznej E= —z m indukowanej w zwojnicy
[4
0 ilosci zwojéw z=8 po uplywie czasu t, od chwili rozpoczecia ruchu.

Rozwiazanie. Obliczamy wedtug wzoru



Zadania 107

Mamy

3 _
E= —z-lOcosa-l—O e %= _3z¢"""%cosa.

Podstawiajac z=8, t=t, otrzymujemy E= —24¢™ /10 o5
ZADANIE 6.33. Cewka o iloici zwojéw z=5 obejmuje strumieni elektromagnetyczny
& =4¢" ' sin (2t+4m) Vs. Obliczy¢ sile elektromotoryczna E=—z %? dla z=51 t=0.
Rozwiazanie. Obliczmy pochodna

do e —t
- —4e "'sin (2t +34n) +8e ' cos (2t +4n),
a wiec

E=4¢""z(sin (2t +3m)—2cos (21+1n)).

Dla t=0 i z=5 mamy
E=4-5(3/3-1)=-27V.

ZADANIE 6.34. W cewce zmienia si¢ natgzenie pradu wedlug wzoru i=15 sin® 31, gdzie
di
t oznacza czas. Obliczy¢ dla chwili = gn site elektromotoryczng indukcji wiasnej E= — L ar

gdzie indukcyjnos¢ L=0,03.
Rozwiazanie. Obliczmy pochodna

di .4 . a
g—t=15-5sm 3t-3cos 3t=225sin" 3tcos 3t.
Stad
di . 4 -4
E=-L a—t=—0,03-2255m 3tcos3t=—6,75sin* 3tcos3t.
Dla t=2r mamy
E=—6,75sin*2ncos2n=—6,75"% (-9 =1.9.

ZADANIE 6.35. Przemiang adiabatyczna pewnego gazu okre$la réwnanie p¥'**=10,
gdzie p jest to ciénienie wyrazone w atmosferach,a V' jest to objeto$é wyznaczona w metrach
sze$ciennych. W momencie gdy objetos¢ gazu wynosita V=1 m3, objetos¢ powigkszata
sie z predkoscia d¥/dt=0,02 m®/s. Z jaka predkoscia opadato wéwczas cisnienie gazu?

Rozwiazanie. Ciénienie gazu wyraza si¢ wzorem p=10V"1% Predko$é¢ zmian
cisnienia wyraza si¢ wzorem

d
Podstawiajac V=1, dV[dt=0,02 otrzymujemy _thl =—0,28 atm/s.
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ZADANEE 6.36. Gaz znajdujacy si¢ w objgtosci ¥ pod ciénieniem p rozpreza si¢ adia-
batycznie wedlug prawa pV'*=const (zwanego rdéwnaniem przemian adiabatycznych).
Wiedzac, e przy ci$nieniu p=10 atm i V=3 m? predko$¢ zmian objetosci wynosi 0,3 m3/s,
obliczy¢ predkos¢ zmiany ci$nienia gazu.

Rozwiazanie. Z réwnania przemian adiabatycznych w postaci pV!4=c, gdzie
c=const, znajdujemy p=c¥V ! Obliczmy pochodna wzgledem czasu r:

dp adv
dt dr
Podstawiajac c=pV** otrzymujemy zwigzek
dp - P dv
d vV 4’
Podstawiajac p=10, V=3, d¥/dt=0,3 otrzymujemy odpowiednio

dp
—=-1,4-2.03=—-14.
dt 3

Zatem w badanym momencie ci$nienie gazu zmniejsza si¢ z predkoscia 1,4 atm/s.

ZADANIE 6.37. Na plaszczyZnie dany jest uktad wspéirzednych Oxy. Po prostej o réwna-
niu x=a, gdzie a=3 m, porusza si¢ punkt M w kierunku rosnacych wartoci y z pred-
koscia V=1 m/s. Prosta SM przechodzaca przez staly punkt S o wspéirzednych x=0,
y=4 m przecina o§ Ox w punkcie N (rys. 6.5). Wiedzac, 2¢ w momencie =0 punkt M
przecinal o§ Ox, wyznaczy¢ predkos¢ ruchu punktu N po osi Ox w momentach t=0,2,

3, 3 s.

)
N
M
N__
0 a ~x
Rys. 6.5

Rozwiazanie. W momencie ¢ punkt M ma wspéirzedne x, =3, y, =1, a punkt S
ma wspolrzedne x,=0, y,=4. Wéwczas prosta SM ma réwnanie

y—4 x
-4 3’
. . . . g —12
a poniewaz 0§ Ox ma réwnanie y=0, przeto dla punktu przecigcia N znajdujemy x = 2
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pod warunkiem, ze r#4. Obliczmy predkos¢ ruchu punktu N:

dx 12
dt (t—47
Ukladamy tabelke
t 0 2 3 3%
dx
- 3 3| 12 | 48

ZADANIE 6.38. Cztowiek oddala si¢ od latarni z predkoscia 1,2 m/s idac w kierunku
swego cienia. Zrédlo $wiatta znajduje si¢ na wysokosci 4,5 m. Wzrost czlowieka wynosi
1,8 m. Z jaka predkoscia wydluza si¢ cien cztowieka?

S
T

45m

18m

N

. p—

Rys. 6.6

Rozwiazanie. Niech s oznacza odlegtos¢ cztowieka od latarni w momencie ¢, a dtugosé

cienia oznaczmy litera y (rys. 6.6). Wiemy, ze ds/dt=1,2. Na podstawie twierdzenia Talesa
mamy proporcj¢

s+y__4,5

T, skad  y=3s.
; 18 ska y=3s
a wiec
dy ds
—r=3=312=08mfs.

Zatem cien czlowieka wydluza si¢ z predkoscia 0,8 m/s.

ZADANIE 6.39. Samolot lecacy na potudnie z predkoscia v, =200 km/h, na wysokosci
H=0,5 km znalaz} si¢ w pewnym momencie nad samochodem jadacym na wschéd z pred-
koscia v, =60 km/h. Wyznaczyé predko$¢ poruszania si¢ samolotu wzgledem samochodu
po uptywie 0,1 godziny.

Rozwiazanie. Niechaj t oznacza czas liczony w godzinach od tego momentu, w ktérym
samolot znalaz} sie nad samochodem. Niech x oznacza drogg przebyta przez samochod
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W czasie 1, a y — droge przebyta w tym czasie przez samolot. Odleglos¢ / migdzy samo-
chodem i samolotem wyraza si¢ wzorem [=+/x?+y*+ H2. Podstawiajac x =601, y=200¢
i H=0,5 otrzymujemy

1=/43600t* +0,25.
Predko$¢ poruszania si¢ samolotu wzgledem samochodu wyraza si¢ pochodna

dl 43600t

a1

Nalezy podstawi¢ ¢=0,1. Otrzymujemy
dl 4360
dt /436,25
Uwaga. W zadaniu tym mozna by dla uproszczenia przyja¢ H=0, wowczas otrzy-
malibySmy /=+v/x*+y?, skad /=1 v} +v}. Predkos¢ wzgledna wyraZa si¢ wzorem

dl
—=Vvi+03,

dt

=209 km/h.

co po podstawieniu daje a//dr=+/43600=209.

ZADANIE 6.40. Drabina o dlugosci s=5m, oparta o $ciane budynku. zaczela si¢ obsu-
wac. Przy kacie pochylenia drabiny a=60° wzgledem poziomu predkosé v obsuwania
si¢ podstawy drabiny od $ciany wynosita 0,5 m/s. Obliczy¢ predkos¢ obsuwania si¢ wzdtuz
$ciany drugiego konca drabiny.

Rozwiazanie. Oznaczmy wysokosé punktu oparcia drabiny o $ciang budynku przez y,
a odlegtos¢ podstawy drabiny od $ciany przez x. W momencie 1=0 mamy dane dx/dr=0,5.
Na podstawie twierdzenia Pitagorasa mamy x2 + y? =25. Rézniczkujac wzgledem czasu 1
otrzymujemy

dx
1 2x — +2y -==0.
(1) x - +2y

Odleglos¢ podstawy drabiny od $ciany przy a=60° wynosi
x=5cosa=5cos60°=3.
Wysokos¢ punktu oparcia drabiny przy a=60° wynosi
y=>S5sina=5sin60°=3./3 .
Otrzymane wartosci wstawiamy do réwnania n:
5 53 dy dy /3

205422 D g skad Y3
7 Pt sad  r= g Mk
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ZADANIE 6.41. Robotnik wciaga w gére kubet z wapnem. Kubet wisi na linie przerzu-
conej przez bloczek zawieszony na wysokosci 8,5 m nad ziemia. Robotnik trzymajac
ling na wysokosci 1,5 m przesuwa ja w rekach z predkoscia 0,4 m/s, a jednoczesnie cofa
sie z predkoscia 0,8 m/s. W momencie gdy kubel stal na ziemi, robotnik byt w odleglosci
1 m od kubla. Znalezé predkosé kubla w chwili, gdy robotnik cofnie si¢ 0 4 m.

Rozwiazanie. Przyjmijmy uklad wspéirzednych jak na rysunku 6.7. Nie uwzglednia-
jac wysokosci kubla przyjmujemy, Ze w chwili #=0 kubel ma wspdirzedne (0, 0), a lina

Y

PSS

le— <

0l X x

Rys. 6.7 Rys. 6.8

w reku robotnika ma wspétrzedne (1, 1,5). Dlugos¢ liny od kubla do bloczka wynosita
8,5 m, a od bloczka do regki wynosila

12+(8,5—1,5 =v/50=7,07.

Po uplywie ¢ s ditugosé liny od bloczka do reki wynosi¢ bedzie

JA+0802+(8,5-1,57%, czyli V0,642 +1,61+50,

a wiec wskutek cofania si¢ robotnika, pionowa cz¢s¢ liny skroci si¢ o odcinek

J0.642 +1,61+50—7,07.

Ponadto robotnik w ciagu f s $ciagnie 0,4¢ m liny, wigc ostatecznie

y=+/0,641> +1,6¢+50—7,07+0,4¢.
Aby znalez¢ predko$¢ ruchu kubla obliczamy pochodna
dy 0,64t +0,8
dt  /0,641* +1,6¢+50

ey +0,4.

Robotnik cofnie sic 0 4 m w ciagu 5 s. Podstawiajac do wzoru (1) warto$¢ =35 otrzymu-
jemy

dy 0,64-5+0,8 4
= +0,4=——+0,4=0,86 m/s.
dt  0,64-5>+1,6-5+50 74
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ZADANIE 6.42. Mechanizm przegubowy PQRST, gdzie QR=RS=a=3 m, ustawiony
W ptaszczyZnie pionowej, porusza sie w taki sposob, ze przeguby Q i S poruszaja sie po
linii poziomej w kierunku srodka O, nad ktérym wznosi si¢ przegub R (rys. 6.8), przy
czym kat nachylenia 6 preta QR do linii poziomej QS rosnie ze stala predkoscia dfldt=4,5
radiana. W przegubic R zawieszony jest pewien cigzar. Znalez¢ ptedkos¢ wznoszenia sie
przegubu R i obliczy¢ ja dla momentu, gdy 9=;1-,1l‘.

Rozwiazanie. Zacznijmy rachube czasu ¢ od momentu, gdy 6 =0. Wéwczas bedziemy
mieli 6=4,5¢. Niechaj w momencie ¢ wysokosc punktu R wynosi y. Mamy y=asin 6.
Chcemy znaleZ¢ predkosé dy/dr; obliczymy ja wedlug wzoru

Poniewaz dp[df=a cos 6=3 cos 6, db/dr=4,5, wiec

dy
dt
W chwili gdy §=3n, predkosé¢ wznoszenia si¢ punktu R wynosi 6,75 mfs.

=13,5cosf.

ZADANIE 6.43. Zmierzono promien r kuli i obliczono Jjej objetosé V. Z jakim bledem
zostala wyznaczona objetosé kuli, jesli biad pomiaru promienia wynosi 4r?

Rozwiazanie. Wiemy ze objetosé kuli o promieniu r wynosi

L, . ) av .
Blad 4V objetosci ¥ obliczony wedtug wzoru przyblizonego 4 V=d——Ar wynosi
r
AV =4nridr.

Blad obliczenia objetosci kuli wskutek przyrostu promienia r o odcinek 4r mozna
interpretowa¢ jako objetosé cienkiej warstwy o grubolci 4r, pokrywajacej cata powierzch-
ni¢ kuli (podobnie mozna daé¢ interpretacj¢ w przypadku, gdy 4r<0).

ZADANIE 6.44. Pomiary blaszanego pudetka o ksztalcie cylindrycznym wykazaly, ze

Wwysokos$¢ pudetka 4 i Srednica dna 2r maja po 30,0 mm. Pomiary te byly wykonane z doklad-
noscig 0,5%;. Obliczy¢ btad wzgledny objetosci pudetka.

Rozwigzanie. Objetos¢ pudetka, wynash V=we2h. Roagimuges h=2r olrzymujemy

V'=2nr3. Blgdowi 4r pomiaru promienia r odpowiada blad 4V objetosci, ktory obliczamy
wediug wzoru przyblizonego:
4V =6nridr,
Aby obliczyé btad wzgledny, dzielimy obie strony wzoru przez V=2nr3i otrzymujemy
4V 6rnridr _ Ar

14 2nr? = "

. 4 .4V
A poniewaz —rr=0.5°/o, wiec 7=l,5%.
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Uwaga. W rozwiazaniu zadania nie wystgpuje wynik pomiaru 2r=30,0 mm. To
oznacza, Ze jezeli wszystkie wymiary liniowe pudetka zmierzymy z bledem wzglednym «,
to bedziemy mieli objetosé z bledem wzglednym 3a (gdzie o jest liczba dostatecznie

mala).

Zadania

Obliczyé pochodne nastgpujacych funkcji (zad. 6.45 - 6.200):

6.45.

6.47.

6.49.
6.51.

6.53.

6.55.

6.57.
6.59.
6.60.

6.61.

6.63.

6.65.

6.67.

6.69.

6.71.

6.73.

135
y=13x>=3x*+1%

b
y=ax’+—+c.
x

y=9x" +3x"*—3x"1L

y=3Yx

y=3 3/;—x3+§f/;?'.

2 .- .
Yy=5=—JX.
% v

x=t>/t.

6.46. y=>5x""—x>+1ix—2.

y=(23/x_2—x)(4i/37'+23/;3+x2).

y=(4x2—2x Jx+x)(2x +4/).

3
T3x-2'
3x?

T —x+42

y

y

x+1
=2 —.
y x—1
x>—2x+3
Tx242x-3"
3=
x
y= \/3 = .
1—\/x

s=(3t+1)".

1 4
x=(——+4) .
t

y

4
6.48. y=—, .
X
6.50. y=3x"/>—4x'3/* 1 4x~ 12 L7302,
6.52. y=5x".
6.54. y=\/x—-2 V3 -2/x.
6.56. y 2x7+ 3
Jx 2{x
6.58 2
.58. y= =
x3Vx
6.62. y= >
AR WS S
664, v 8x3
o y_x3+x-1'
5x24+x—2
6.66. y=——>5 "
y x2 47
6.68 3
R A TP YT O
14/t
6.70. z= \/_.
1+/2¢
6.72. v=(4z2—5z+13)°.
4 6
6.74. s=(7t2——t +6) .
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6.75. y=/x*—4. 6.76. z=+[ax> +bx+c.

1 1
6.77. y= . 6.78. s= .
2-3t V6r—t2
1 1
6.79. y= 6.80. y= ———r .
Je=x%? Va+bxy
1 1
681 y= — . 82, y= -
Y=oy 682 =
1 —
683 u=— . 684. y= =X 450,
v—+fa®+v? a?—x?
z 3
685 U=‘—?—ZE.. 686 y=x2\_/51 .
2 2
X x“—3x+2
6.87. y= : 6.88. z— /__
Y Y +1 NP2
689, 1= [L% 6.90 1-yt
R oS DN
1+0—-V1—
6.91. + 0

U= —m——
Vi+o+v1l—-v

6.92. y=uvw, gdzie u, v, w sa funkcjami rézniczkowalnymi zmiennej x.

t
6.93. v=cos —, a#0.
a

a
6.95. y=asin —.
X

6.97. s=sin?3t.

1
cos*t’

6.99. s=

sint+cost

6.101. s= Teinat

xsinx
14tgx

6.103. y=

6.94. x=asin bt.

6.96. z=2x +sin2x.

6.98. v=4cos’Ls.

6.100. v= .
e

sinoe o
6102, z=— 4 —.
o« sino

x
6104, y= ——— .
sin x +Ccos x



6.105.
6.107.
6.109.

6.111.

6.113. y

6.115.

6.117. z=

6.119.
6.120.
6.122.

6.124.

6.126.

6.127.

6.129.

6.131.

6.132.

6.134.

6.136.

6.138.

y=cosx—3 cos’x .
y=tg*/x.

y=e"*(asinx—cosx).

) 1
y=cosz\/—.
x

sin?x 2

cos'x Scos’x’

y=\/sinx+\/x+2~/;c.

_3tgu—tglu
1-3tg?u

y=(4sinx—8sin®x)cos x .
y=arctg3x.

x=arcsin(1—1).
x=arcsiny/#3.

y=arcsin x +arcsinv/1—x?,
x=arcsin2ty/1—1>.
y=arctgy/x*—1—

Inx

J—1

Zadania

O0<x<

6.106.

6.108. y=3ctgx+ctg’x.

y=x2 e2x

3
y=2sin® /—-
x

3cos?x

6.110. sinx.

6.112.

6.114.

y=— .
sin® x

1.
y= /1+tg<x+—)~
X

6.118. z=tgu—ctgu—2u.

6.116.

6.121. y=7arctg3x.

x=arccosv/1—1%.

1
X =arcsin e

6.123.
6.125.

1.

6.128.

y=arctg(x—vx*+1).

6.130. y=xarctgx—1In(x>+1).

y=1xSarctgx—Ax* +5x> — 5 In (1 +x%).

.ox

y=arcsin .
1+x?

y=arctg 1-x
14x

X
y=arctg ————.
1441 +x?

__ arctg 2x

y= arcctg2x

_xz

14x

6.133. y=arccos

2.

1+x
y=arctg—,
1—x

J1+x2-1
X

6.135. x#1.

6.137. y=arctg

1—arcsin y
z= /———— :
1+arcsiny

6.139.

y=13sin®x— 2 sin®x+ % sin" x.
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in4

6.140. y=x> arctgx>. 6.141. z=arcsm Y.

1—-4y

6.142 arct [1 [Ztg +1)]

.142. = g
N Rt WE R
. acosx+b
6.143. y= arcsin .
a—b? a-+bcosx
—6.144, y=¢** 6.145. y=>5et".

6.146. y=e"f(x). 6.147. y=3e **g(x).
~6.148. y=¢""*. 6.149. y=5e=~*,
—6.150. y=¢**"*. 6.151. y=3e?""*,

6.152. z=(v>—3v*+6v—6)e". 6.153. z=(10x>—1)¢**.

2x—1

6.154. z—( *—De ) 6.155. y=(x+k/1—x?)earesin®,

24/x

6.156. y=>5+2". 6.157. y=3"x3.

6.158. y=2-7"—1. 6.159. y=5-10%.

6.160. y=a>*x", a>0. 6.161. y=In3x.

30

6.162. y=7-5'%. 6.163. z=In—.

x+3

6.164. y=5In10x. 6.165. s=In(t++/1>+1).

5 1+t
6.166. z=3In —. 6.167. s=In |— .
x—2 1—t
6.168. y=21 3 6.169. y=In|In|x]|
.168. y=2In ————. .169. y=In|{ln|x]||.
t+t2 -4
+bt,
6.170. y=In avoex 6171. y=Intg(n+3x), O<x<im.
a—btgx
1 +si
6.172. y=In(cos x)* 6.173. y=In |
1—sinx
1 0S X 4 2

6.174. y=15Intg;x+ 4x(Scos x—25cos“x +15).

2
Vx“+1—x
6.175. y=In(In(Inx)), x>e. 6.176. y=In d

VI. Pochodne funkcji postaci y=f(x)

\/x2+1+x.
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L
6.177. y=Insinx. 6.178. y=In +‘/’_‘, 0<x<l.
1—\/x
a
6.179a. y=ln(1+;—>. 6.179b. y=In(e™ +e™ ™).
In(l
6.180. y=log,Inx. Wskazéwka. y= (nx).
Inx
. Ina
6.181. y=log,a. Wskazdowka. log,a=—--:
Inx
6.182. y=x>*, x>0. 6.183. y=10x"%*, x>0.
6.184. y=x""*, x>0. 6.185. y=3x°*, x>0.
a\* 1
6.186. y=<—> , a>0, x>0. 6.187. y=x*, x>0.
x
6.188. y=a"", a>0, x>0. 6.189. y=5"2* x>0,
1
6.190. y=x"%, x>0; wyjasnié wynik.
6.191. y=(sinx)***, O<x<3in. 6.192. y=(arctgx)®, x>0.
1
6.193. y=(tgx)™", O<x<inm. 6.194. y=(tgx)"**, O<x<jm.
6.195. y=(cosx)"®*, O<x<s3m. 6.196. y=¢°".
6.197. y=x, x>0. 6.198. y=x, x>0.

1)* 1
6.199: y=<1+—) : 6.200. y—=|—-
Py pY

Dane sa rownania okreslajace ruch punktu; znalezé predko$¢ ruchu w danym mo-
mencie t (zad. 6.201 - 6.204):

6.201. s=31"F, =1 6.202. s=10/1°, 1=4.
6.203. s=8325°, 1=2. 6.204. s=+/31, 1=2.

6.205. Obliczy¢ kat, ktdry tworzy z osia Ox styczna do linii y=sinx w poczatku
wspétrzednych.

6.206. Jaki kat z osia Ox tworzy linia y=ctg x w punkcie x=%n?

6.207. W jakim punkcie styczna do linii y=(x—8)/(x+1) tworzy z osia Ox kat réwny
potowie kata prostego?

6.208. Znalezé na linii y=e¢* punkt, w ktérym styczna jest réwnolegla do prostej
x—y+7=0.
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6.209. Wykazac, Zze styczna do hiperboli réwnoosiowej xy=C ogranicza z osiami
wspdtrzednych tréjkat o statym polu.

6.210. W dowolnym punkcie asteroidy
X213 4 y213 = g2/3

poprowadzono do niej styczna. Wykazaé, ze dtugo§é odcinka stycznej zawartego pomigdzy
osiami wspdlrzednych jest stala.

6.211. Jaki zwigzek powinien zachodzi¢ pomigdzy wspéiczynnikami réwnania para-
boli y=x2+px+gq, zeby ta parabola byla styczna do osi odcigtych?

6.212. Jaki zwiazek powinny spetniaé wspdtczynniki p i ¢ w réwnaniu y=x3+px+q,
aby linia przedstawiona tym réwnaniem (parabola stopnia trzeciego) byla styczna do
osi Ox?

6.213. W jakim punkcie krzywej logarytmicznej y=In x styczna jest réwnolegla do
prostej y=2x?
6.214. Pod jakim katem przecinaja si¢ krzywe y=sin x i y=cos x?

6.215. Dwie proste przecinaja si¢ pod katem 60°. Z punktu O ich przecigcia wyruszaja
dwa ciala. Pierwsze cialo porusza si¢ ruchem jednostajnym z predkoscia 5 km/h, drugie
porusza si¢ zgodnie z prawem S=2¢2+t¢, gdzie S oznacza droge w kilometrach, a ¢ czas
w godzinach. Okresli¢, z jaka predkoscia oddalaja si¢ one od siebie w chwili, gdy ciato
pierwsze znajduje si¢ w odleglosci 10 km od punktu O.

No N

M,

Rys. 6.9

6.216. Dwa boki tréjkata powiekszaja si¢ jednostajnie z prgqu_éciq 4cm/s i 6cm/s,
natomiast kat zawarty miedzy nimi zmniejsza si¢ z predkoscia 75v/3 s™1. Okresli¢ pred-
ko$¢ zmiany pola tego tréjkata w chwili, gdy jego boki i kat odpowiednio réwne sa 20 cm,
50cm i 30°.

6.217. W okregu o promieniu r cigciwa MN z polozenia MyN, przesuwa si¢ réwno-
legle ze stala predkoscia v=2. Z jaka predkoscia zmieniaja si¢ pola S, i S, dwéch obsza-
réw, na jakie cigciwa MN dzieli okrag, w chwili gdy znajduje si¢ ona w odlegto$ci réwnej
3r od potozenia poczatkowego (rys. 6.9).
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§ 6.2. POCHODNE WYZSZYCH RZEDOW

Pochodng rzedu drugiego lub drugq pochodnq funkcji y=f(x) nazywamy pochodna
pierwszej pochodnej tej funkcji, podobnie, pochodng rzedu trzeciego lub trzeciq pochodng

funkeji y=f (x) nazywamy pochodna drugiej pochodnej, itd.
Druga pochodna funkcji y=f(x) oznaczamy symbolami:
" " dy .
Yy f (x)’ Ef’ y.

Rzad pochodnej od czwartego wzwyZ oznaczamy arabskimi cyframi, biorac w nawias,
albo rzymskimi znakami bez nawiaséw. Tak wigc np. piata pochodna oznaczy¢ mozemy

symbolami:

¥y, P, Y&, g;—{-
ZADANIE 6.218. Obliczy¢ sze$é pochodnych wyzszych rzedéw funkcji
y=x"—2x*+4x>—16x+15.

Rozwiazanie. Rézniczkujac otrzymujemy kolejno:

y =5x*—8x3+8x—16,

y'" =20x3-24x*+8,

y'""" =60x*—48x,

»*'=120x-48,

y»=120,

y©=0.
(6.2.1) Wszystkie pochodne wielomianu rzedu wyziszego niz jego stopiefi sq réwne zeru.

ZADANIE 6.219. Obliczy¢ pochodna rzgdu n funkcji y=sin x.

Rozwiazanie. Mamy kolejno
%)

rr

y=sinx, y'=cosx, y'=-sinx, y"'=-cosx, y“=sinx=y.

Dalsze pochodne beda si¢ powtarzaty: y¥=y', y®@=y" itd.
Zwréémy uwage na nastgpujace zwiazki trygonometryczne:
y' =cosx=sin(x+3m), y" = —sinx=sin(x+23m),
y"'=—cosx=sin(x+3-in), y®=sinx=sin(x+4-3m),

gdyz 4-ym=2n jest okresem funkcji sin x, zatem wzér ogolny na pochodna rzgdu n funkcji
y=sin x ma postac

(6.2.2) y® =sin(x+n-3n).
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Wyprowadzenie ogéinych wzoréw na pochodna dowolnego rzedu danej funkcji jest
na ogot zagadnieniem trudnym. Jezeli funkcja ma postaé lub daje si¢ przedstawié w postaci
iloczynu dwéch prostszych funkcji, dla ktérych mozna znaleZé latwo ogdlne wzory na
pochodna 1z¢du n, to pochodna rzedu n danej funkcji wyznaczamy ze wzoru Leibniza.

Niech beda dane funkcje u=7'(x) i v=g(x) majace pochodne az do rz¢du n wlacznie.
Wéwezas funkcja y=uv ma pochodna rzedu n wyrazajaca si¢ wzorem

(6.2.3) y™=u®y +<"> u"~Vy +(n) utT Py 44 (n> u®By® ™
) ) . .

Jest to wspomniany wzdr Leibniza; wystepujacy we wzorze tym symbol Newtona (Z)

zostal okreSlony w § 1.9.

ZADANIE 6.220. Obliczy¢ czwarta pochodna funkcji y=x5 cos x.
Rozwigzanie. Niech u=x%, v=cos x. Stosujac wzér Leibniza dla n=4 otrzymujemy
Y =u®p4+ 40" +6u'"0" +4u'v" +ur™® .
Nalezy tu podstawig;
u=x>, u =5x*, u''=20x3, uw'"=60x*, u*®=120x,
v=cosx, v'=—sinx, v’'=-cosx, v"=sinx, ¥ =cosx.
Otrzymujemy wdwczas
¥ =120x cos x —240x? sin x — 120x° cos x +20x* sin x + x> cos x..
ZADANIE 6.221. Znalezé pochodna rzedu n funkcji y=e™* sin x.

Rozwiazanie. Niech u=e™*, v=sin x. Wéwczas

’ x

— - "n___-x e -x 4)__ _-x
=—e %, u'=e, u'=—eF, uP=¢ ,

i ogodlnie
u®=(-1)e"*.

Précz tego wiemy (zad. 6.219), ze pochodna rzedu » funkcji v=sin x wyraza si¢ wzo-
rem v =sin (x+n-%m). Stosujac wzér Leibniza otrzymujemy

YP=(—1)y e *sinx+(—1)""" ne”*sin (x +4m) +
+H(=1)"" 2 n(n—1)e *sin(x+2-n) +... +

n—kf”) -x .
+(-1) "(k)e sm(x+k-§1t)-‘|-...—

—ne”*sin(x+(n—1)-ix)+e " sin(x+n-in).
Oczywiscie, po prawej stronie mozna wylaczyé przed nawias e~

ZADANIE 6.222. Dane jest réwnanie s=2t3—2¢ ruchu prostoliniowego. Wyznaczyé
moment ¢, w ktérym predko$¢ ruchu bedzie réwna zeru. Znalezé przySpieszenie ruchu.
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Rozwiazanie. Predko$¢
ds

v=—=2142_2,
o ?
zatem v=0, gdy t=2, a przy$pieszenie
d’s .
Ad=—7ag=1.
dt?

ZADANIE 6.223. Korba k umieszczona na obwodzie obracajacego si¢ kota ¢ wprowadza
w ruch suwadlo s (rys. 6.10). Predkos$é katowa kola jest stala i wynosi w, odleglo§é korby
od osi obrotu jest réwna a. Wyznaczy¢ predko$é i przy-
$pieszenie suwadla w danym momencie czasu ¢. ‘?_T_

A&

Rozwiazanie. Suwadlo porusza si¢ ruchem harmo-

nicznym o amplitudzie a i pulsacji w: s c k
AT/
l=asin p=asinwt. WAV 7
»
dl

—=am Ccos wt
dt ’

i
|
l
1
!
Predkosé chwilowa suwadta: S
P
!
|
|
!

a przy$pieszenie chwilowe suwadla:

d*l - Az
Tﬁ= —am-“simwt. Rys. 6.10
ZADANIE 6.224. Droga przebyta przez ciato przy swobodnym spadku, z uwzglgdnieniem
oporu powietrza, wyraza si¢ wzorem -
2
v t
=-In coshg—,
g Uy
gdzie vl=J§/a, g jest przyspieszenie ziemskie, a — wspdliczynnik uwzgledniajacy opor
powietrza. Wyznaczyé przySpieszenie ruchu spadajacego ciala w zaleznosci od czasu t.

Rozwiazanie. Mamy

ds thgt d’s 1
ar B grTE

d*s .
Gdy t— 00, wowczas EF—»O , a wiec po dostatecznie dlugim czasie ruch odbywa si¢ prak-
tycznie bez przySpieszenia, czyli jest ruchem jednostajnym z predkoscia v, .

ZADANIE 6.225. Wyznaczyé dla chwili t=55n s warto$é sity, pod wpltywem ktdrej
ciato o masie m=10 g porusza si¢ ruchem okre$lonym przez réwnanie y=3sin® 5¢ (w cm).
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2

. . d
Rozwiazanie. Sila dzialajaca na cialo o masie m wyraza si¢ wzorem F =m—dt—':.

Obliczmy pierwsza i druga pochodna:

d
—%_3 3-5sin® 5t cos 5t=45 sin® 5t cos 5t ,

oraz
72=45(2 5sin 5t cos® 5t — 5 sin® 5t) =225 sin 5¢ (2 cos? 5t —sin? 5t) =

=225sin 5t(2—3sin’ 5¢).

Sita dzialajaca na cialo wynosi
2

d
F=m 7% =22505in 5t (2—3sin® 5).

Dla t=3;n mamy F=2250sin ;n(2—3sin® 2n)=2250- 1 (2— 3)=112%0_

y
Zadania

Obliczy¢ druga pochodna nastgpujacych funkcji (zad. 6.226 - 6.232):
6.226. y=arccosx. 6.227. y=arctg2x.
6.228. y=(arcsin x)?. 6.229. y=In(1+x?).
6.230. y=ln3/1+7 . 6.231. y=xe'"*.

6.232. y=¢*™, gdzie ¢(x) jest funkcja rézniczkowalng zmiennej x.
Znalez¢ trzecia pochodna funkcji (zad. 6.233 - 6.235):

1 .
6.233. y=3x°. 6.234. y_i.i’f 6.235. y=sin(1—3x).
X

Obliczy¢ warto$¢ drugiej pochodnej funkeji (zad. 6.236 - 6.239):

6.236. y=arcsinx w punkcie x=0.

6.237.

Wskazowka. Przedstawi¢ y jako sume ulamkoéw prostych:

6.238. y=tg? x w punkcie x=0.
6.239. y=In(x+ NE2n 1) w punkcie x=0.
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Obliczy¢é wartosci trzeciej pochodnej funkcji (zad. 6.240 - 6.243):

6.240. y=arcsin x w punkcie x=0.

6.241. y =sin x cos x w punkcie x=0.

Wskazowka. Zastosowa¢ wzor sin x cos x =% sin 2x.

6.242. y=tg x w punkcie x=0.

6.243. y=arctg x w punkcie x=0.

6.244. Obliczy¢ warto$¢ czwartej pochodnej funkcji y=sin®>x w punkcie x=0.

Dane sa réwnania ruchu prostoliniowego s=f(¢). Znalezé wartosci predkosci i przy-
spieszen w podanych odpowiednio momentach ¢ (zad. 6.245 - 6.250):

6.245. s=3t—¢* dla t=1. 6.246. s=13+8¢>+5 dla t=—2.
1
6.247. s=(t+1)*=3(t+1)? dla t=—1. 6.248. s=16t—t—3 dla t=-3.
6.249. s=1*+t"'+3 dla t=1. 6.250. s=~/32—\/3t dla 1=4.
Podaé wzdér ogdlny na pochodna rzgdu n nastgpujacych funkeji:
6.251. y=cos x. 6.252. y=x".
6.253. y=Inx. 6.254. y=/x.
1
6.255. y=3/x. 6.256. y=——-.
y \/; Y ax+b

6.257. Wykaza¢é, ze funkcja y=In|C,e*+ C,e™ |, gdzie C,, C, oznaczaja stale do-
wolne, spetnia réwnanie rézniczkowe y"’=1—(y')* (por. cz. II).

6.258. Wykazac, ze funkcja y=C,x*>+2C,x+C,, gdzie C,, C, oznaczaja stale do-
wolne, spetnia réwnanie rézniczkowe (1+x)y ' =y".

6.259. Po okregu x?+y?=a? porusza si¢ punkt M ze stala predkoscia katowa w.
Poda¢ prawo, wedtug ktdrego porusza si¢ rzut M, tego punktu na o$ Ox, jezeli w chwili
t=0 punkt M zajmowal polozenie (r,0). Wyznaczy¢ predkosc i przyspieszenie punktu
M, w chwili ¢. Obliczy¢ predko$¢ i przy$pieszenie w chwili poczatkowej i w chwili prze-
chodzenia przez poczatek uktadu wspdtrzednych.

6.260. Koto rozpedowe puszczono w ruch. Po uplywie czasu ¢ obrdcito si¢ ono o kat
¢=a+bt—ct?, gdzie a, b, c>0 s3 state. Okresli¢ predkosc i przy$pieszenie katowe. Po
jakim czasie koto przestanie si¢ obracac?

6.261. Wykazac, ze funkcja x=asin (wf+ ¢o) przy a, , ¢, statych spetnia zwigzek
(réwnanie rézniczkowe) x = —w?x.
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§ 6.3. ROZNICZKOWANIE GRAFICZNE

Dany jest wykres funkcji y=f(x) rézniczkowalnej dla a<x<b. Znale7¢ konstruk-
cyjnie wykres pochodnej y'=f'(x). Korzystamy z geometrycznej interpretacji pochodnej
(por. § 6.1, str. 93).

Metoda wykres$lania jest nastgpujaca (rys. 6.11):

1° Dzielimy wykres danej funkcji na tuki mozliwie zblizone do odcinkéw; otrzymujemy
na osi Ox przedzialy czeSciowe (niekoniecznie réwne) o kolejnych koncach a,, a,, ..., a,.

2° KreSlimy rzedne 4; M; punktéw M;, ktérych odcigte sa $rodkami przedzialow
czesciowych (a;, a; ).

3° W punktach M; prowadzimy styczne do odpowiednich lukéw; beda one w przy-
blizeniu rownolegle do cigciw.

4° Z punktu S(—1,0), zwanego biegunem, wykreSlamy réwnoleglte do stycznych
w punktach M; wykresu danej funkcji y=f(x).

5° Otrzymane na osi Oy rzedne OR; punktéw przecigcia tych prostych z osia Oy
wyznaczaja odpowiednie wartosci pochodne;.

6° Kazdy z odcinkéw OR; przenosimy rownolegle wzdtuz osi Ox w ten sposob,
aby punkt O pokryl si¢ z punktem 4;. Wéwczas drugi koniec R; przesunigtego odcinka
wyznaczy nam punkt P;, nalezacy do wykresu funkcji pochodnej.

7° Za pomoca krzywika laczymy otrzymane punkty P;.

R‘
RJ

pJ_BI | VAf-f_-A" L
SR, AL
Ry
P,

<o

Rys. 6.11

Istotnie, otrzymana krzywa przedstawia wykres pochodnej y'=f'(x) funkcji y=f(x),
gdyz kazde
A;P;=0R;=SO0tga;=1tga;=y;,

gdzie «; jest katem, jaki tworzy styczna do wykresu funkcji w punkcie M; z dodatnim
zwrotem osi Ox. ’



Rozdzial VII

POCHODNE FUNKCJI OKRESLONEJ ROWNANIAMI
PARAMETRYCZNYMI

§ 7.1. POCHODNA RZEDU PIERWSZEGO
Jezeli x i y sa funkcjami ciagtymi tej samej zmiennej ¢:

¢)) x=f(t), y=g(),

gdzie ¢ przybiera wartoéci z pewnego przedziatu, to méwimy, ze funkcje te okreslaja krzywq
na plaszczyinie. Zmienna t nazywa si¢ parametrem. Na przyklad gdy ¢ oznacza czas, to
réwnania (1) sa réwnaniami ruchu punktu zakreslajacego pewna krzywa. O krzywej tej
méwimy, Ze réwnania (1) sa réwnaniami parametrycznymi tej krzywej.

Rézne réwnania parametryczne moga przedstawia¢ tg¢ sama krzywa (tzn. punkt rucho-
my moze poruszaé si¢ po tej samej krzywej w rozny sposob). Parametr mozna rozumie¢
niekoniecznie jako czas, np. w niektérych zadaniach parametr ma znaczenie geometryczne
(kat, odcinek).

Krzywa (lub jej tuk) moze byé traktowana jako wykres pewnej funkcji y=h(x), gdy
kazda prosta réwnolegta do osi Oy ma z nia co najwyzej jeden punkt wspélny. W takim
przypadku réwnania x=f(t), y=g(t) okreslaja réwniez y jako funkcje zmiennej x. Ma
to miejsce np., gdy funkcja x =7 (¢) jest w przedziale a<t<b rosnaca lub malejaca, a tym
samym i odwracalna (por. § 4.5). Wtedy 1= F(x), gdzie F oznacza funkcj¢ odwrotng wzgledem
funkcji f, i réwnania (1) daja

y=g(F(x)).

W przypadku gdy istnieja pochodne f'(¢) i g'(¢), mamy wzory na obliczenie pochodnej
dy/dx tej funkcji bez potrzeby znajdowania funkcji odwrotnej F, mianowicie:

dy
dy dt dx
(7.1.1) —=—, jedli —#0.
o d O T
dt

ZADANIE 7.1. Obliczyé pochodna dy/dx funkcji okreslonej réwnaniami parametrycznymi

x=sint—tcost, y=cost+tsint.
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Rozwiazanie. Rozniczkujac te funkcje wzgledem ¢ otrzymujemy
dx . . dy . .
——=cost+tsint—cost=tsint, = —sint+tcost+sint=tcost.

Dzielimy teraz dy/dt przez dx/dt i otrzymujemy wynik w postaci
dy tcost

dx tsint

=ctgt.

ZADANIE 7.2. Ruch punktu na plaszczyZnie okreslony jest réwnaniami parametrycznymi
x=5(cos2t+2tsin2t—1), y=5(sin2t—2tcos2t),

gdzie ¢ oznacza czas, a x i y sa to wspdtrzedne punktu na plaszczyZnie. Wyznaczyé pred-
ko$¢ v punktu w zalezno$ci od czasu ¢.

Rozwigzanie. Obliczmy skladowe predkosci:

d—t=5(——25in 2t +2sin 2t +4t cos 2t) =20t cos 2t ,

U, =

d
v,= —y=5(2cos2t—2cos2t+4tsin2t)=20tsin 2t.
Yoodt

Majac te skladowe obliczamy predkosé v wedtug wzoru
dx\* [dy\®
= -_— +— >
v ( at ) ( dt )

v=+/400¢(cos? 2t +sin® 2£) =20t .

a wiec

ZADANIE 7.3. Wyznaczy¢ predkosé katowa d6/dt i sktadowa predkosci dr/dt wzdtuz pro-
mienia r oraz predkos$¢ ds/dt w ruchu danym réwnaniami parametrycznymi we wspol-
rzgdnych biegunowych:

O=at, r=ce".

do .
Rozwiazanie. Predko$¢ katowa wynosi E=a, natomiast sktadowa predkosci

. . . dr —
wzdluz promienia r wynosi == —ce™".
t

Obliczmy teraz predko$¢ ds/dt ze wzoru
ds dr\* ,/de\*
—_— ) +r'f—1.
dt dt dt

ds ~ = _
—=q/c2e P +a%c%e H*=ce '\1+a>.

dt

Otrzymujemy
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ZADANIE 7.4. Ruch punktu wyznaczaja réwnania parametryczne
x=4sin*t, y=5sin2t.

Znalezé moment 7, w ktorym styczna do toru punktu jest nachylona pod katem 45° do
osi Ox.

Rozwiazanie. Obliczmy wspolczynnik katowy stycznej:

dy_ dy dx_ 10cos 2t _10cos2t__

dx dt dt 8sintcost 4sin2t

Sctg2t.

Gdy styczna jest nachylona pod katem 45°, to ma wspélczynnik katowy 1, a wigc trzeba
rozwiaza¢ réwnanie %ctg 2t=1, czyli ctg2t=0,4. Z tablic widzimy, ze 0,4=ctg 68°02',
a wigc w mierze tukowej mamy 2¢=1,1974+kmn, skad

1=0,5987+k-3n, gdzie k=0,1,2,..
ZADANIE.7.5. Ruch pewnego punktu wyznaczaja rownania parametryczne
x=5t+3, y=tint.
Wyznaczy¢ moment, w ktorym styczna do toru punktu tworzy z osia Ox kat 60°.

Rozwiazanie. Obliczmy wspodtczynnik kierunkowy stycznej dy/dx. Mamy

dy dx

Zolnt+1, =—=5,

ar " dr
skad

= p——

dx dt dt 5

dy dy dx 1+Int

Aby nachylenie toru tego punktu wzgledem dodatniego kierunku osi Ox wynosilo 60°,
musi byé spetniony warunek

d
7X='¢g60°, czyli -51-(1111"*'1):\/5'
X

Ostatecznie mamy t=e>"3 1 xe”6x2120.
ZADANIE 7.6. Ruch punktu na plaszczyZznie okre$lony jest rownaniami parametrycznymi
x=10cosh2¢t, y=10sinh2t,

gdzie t oznacza czas, a x i y sa to wspolrzedne punktu na plaszczyznie. Wyznaczy¢ kat o,
jaki styczna do toru punktu tworzy z osiag Ox w chwili £=0,25 s.

Rozwiazanie. Obliczmy pochodne

d
ax _ 20sinh 2¢, d_y= 20cosh 2t.
dt dt
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Majac pochodne dx/dt i dy[dt mozemy obliczy¢ tangens kata o wedlug wzoru

cosh2t e¥+e™? e*+1

sinh2t e¥—e™ 2 e*—1

dy
tga=— skad tga=
dx

Dla #=0,25 mamy

e+1 3718
e— 1 1,718

tga=

ostatecznie wiec otrzymujemy o=65°12".

§ 7.2. POCHODNA RZEDU DRUGIEGO

Druga pochodna d?y/dx? funkcji danej w postaci parametrycznej obliczamy w sposéb
nastgpujacy:

(&)
) Jhidl Rt
(7.2.1) dy_d (dy\_di\dx]
dx? dx\dx dx
dt

co mozemy przeksztalci¢ dalej uwzgledniajac zwiazek (7.1.1). Obliczmy licznik:

dy d*y dx dzx.dy
(dy) d|dt| a* dt d* at

dt\dx/) dt| dx dx\?
\dt dt

Podstawiajac powyzsza warto§¢ do (7.2.1) otrzymujemy ostatecznie

(7.2.2)

ZADANIE 7.7. Obliczyé druga pochodna a2 yldx? funkcji okreSlonej réwnaniami para-
metrycznymi
x=sint—tcost, y=cost+tsint.

Rozwiazanie. Korzystajac ze wzoru (7.2.1) oraz wartosci dy/dx i dx[dt obliczonych
w zadaniu 7.1 mamy

N —
d*y dt sint  —1
dx>  dx  tsint isin’f
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ZADANIE 7.8. Ruch pocisku jest okreslony réwnaniami parametrycznymi
x=30000(1—e~ "%,  y=45000(1—e""°%*)-500¢,
gdzie ¢ oznacza czas w sekundach, a x i y sa to wspélrzedne pocisku w plaszczyZnie pio-
nowej wyrazone w metrach. Wyznaczy¢ predkos¢ oraz przys$pieszenie w chwili 1=0
i t=50.
Rozwiazanie. Obliczamy skladowe predkosci

d d
=_t=600e—0,02!’ vy=7-‘:_= 9we-0,02l_500

X

oraz skladowe przyspieszenia

d*x d?
ad.= —— —-12 -0 Ozt, ay=7= 18e-0'02t.

Majac te skladowe, obliczamy predko$¢ v i przyspieszenie a wedlug wzoréw
v=\/v§+v§, a=\/ai+a§.

W momencie t=0 mamy (rys. 7.1 i rys. 7.2)
v,=600, v,=400, v="721,

a,=-12, a,=-18, a=21,6;
A
a=-12 y
Yy - >
0 x
AL
V2 v, =400 s‘g
I ;L\,ﬁ
S {i%
0| v =600 Cox
Rys. 7.1 Rys. 7.2
patomiast w momencie =50 mamy
600 900
v, =—=222, ,=—=—"500=-169, v=279,
e e
12 18
a,=-—;=—4,42, a,=——=-—6,63, a=796.
e

ZADANIE 7.9. Ruch punktu na plaszczyznie okreslony jest réwnaniami parametrycznymi
x=5sin5t%, y=>5cos5t,
gdzie * oznacza czas. Znalezé réwnanie toru, potozenie poczatkowe punktu, predkos¢ v

i przyspieszenie a w chwili 7.
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Rozwiazanie. Z postaci réwnan ruchu widaé, ze tatwo wyrugowac czas ¢, by otrzy-
mac zwiagzek migdzy x i p, czyli réwnanie toru. Mianowicie podnoszac stronami do kwa-
dratu obie réwnosci otrzymujemy

x*+y*=25sin>5t* +25cos?5¢%, skad x> +y?=25.

Jak widzimy, jest to réwnanie okregu, ktérego srodkiem jest poczatek wspétrzednych,
a promien jest réwny 3.

Podstawiajac do danych rownan wartosé¢ +=0 otrzymujemy polozenie poczatkowe
punktu: :
x=0, y=S.

Ruch rozpoczyna si¢ wigc z punktu (0, 5), to znaczy, z punktu przeciecia okregu z do-

datnim zwrotem osi Oy.
Predko$¢ v punktu poruszajacego si¢ po okregu obliczmy wedlug wzoru

1) v=Jv§+v§,

gdzie v, v, sa skladowymi predkosci wzdluz osi wspéirzednych Ox i Oy i wyrazaja sie
wzorami
dx dy

v,=—

a7 di

U, =

Obliczamy skladowe predkosci
dx dy .
V= I= 50t cos 5¢2, 0’=I = — 50t sin 5¢.

Podstawiajac v, i v, do wzoru (1) otrzymujemy

v=+/2500¢2(cos® 5> +sin?51%), skad v=50t.

Okazuje si¢, ze predkos¢ poruszajacego si¢ punktu jest proporcjonalna do czasu,
a wigc ruch jest jednostajnie przyspieszony. Aby obliczyé przyspieszenie a, nalezy zréz-
niczkowaé predkos¢ v, wyrazona jako funkcje czasu t; otrzymujemy

dv

I
I 1 L
ojx af na 2na x

Rys. 7.3

ZADANEE 7.10. Punkt lezacy na obwodzie kola toczacego sig po prostej opisuje krzywa
zwana cykloidq (rys. 7.3). Promien kola oznaczmy przez a, a kat obrotu przez 6. Réwnania
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parametryczne cykloidy maja postaé

(7.2.3) x=a(@—sin0), y=a(l—cosb).

Wyznaczyé dy|dx, dyldx* oraz d®y|dx® i obliczy¢ te pochodne dla wartosci x=xa.
Rozwiazanie. Obliczamy pierwsza pochodna dy/dx. PoniewaZ

d d
d—“;=asin0, d—:=a(1—°050),‘

wigc
dy asin sin @
dx a(l —cosf) 1—cos0
przy zalozeniu, Zze cos 8#1. A
Obliczamy druga pochodna d2y[dx?. PoniewaZ

dy
d(&?c) -1 dx

0~ i—coss’ ‘ap - tU—coes®),

wiec
d*y -1
dx® a(l—cos)®

Trzecia pochodna d3y/dx® obliczamy wedlug wzoru

(&
d3y dx?) dx

dx* de  dé

(2
dx? 2sin 6 dx

30 "al—cesdy’ ap 2U—cosd),

Otrzymujemy

wiec
d3y 2 sin6
dx® a?(1—cosf)*

Stosujac podstawienia sin 6=2 sin 46 cos 46, 1—cos =2 sin’ }f, mozemy powyzsze wWzo-
ry napisa¢ w postaci

-d—y—-ctgio dzy_ -1 d’y_ cos 36
dx %7 dx* 4asin*18’ dx® da’sin’46

Pozostaje obliczyé wartosci tych pochodnych dla x=ma. Wéwczas mamy réwnanie
na=a(f—sinf), czyli O-sinf—n=0.

Réwnanie to ma oczywiste rozwiazanie 6= . Po lewej stronie réwnania wystepuje funkcja
ciagla f(6) =6 —sin §—m, ktérej pochodna f'(f)=1—cos @ jest nieujemna; a wiec funkcja
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f(0) jest niemalejaca, zatem przybiera warto$é zerowa tylko jeden raz. Stad wniosek,
2e x=mna wtedy i tylko wtedy, gdy 6=n. Punkt ten odpowiada wierzchotkowi cykloidy
(x=ma, y=2a). W punkcie tym mamy

dy ~ d% 1 d%

=——, ==o0.

ax dx? 4a’  dx?
Zadania

Obliczy¢ pochodna dy/dx funkcji okre$lonej réwnaniami parametrycznymi (zad.
7.11 -7.34):
7.11. x=4¢t, y=8(1—1) (linia prosta).

7.12. x=acost, y=bsint (elipsa).

7.13 f* ! 7.14 - Y
Jde X= N = . 14. =—, =f—].
-1’ TP =i Y=\

b t—1
715 x=—, y=—t, 716. x=V?+1, y= :
b—t a—t 241
717, x=12, y=3i—1. 7.18. x=£>+2t, y=In(t+1).
2at a(l1-t%)
19, x=—, y=—_Z.
719, x ire 7 14122

7.20. x=a(t—sint), y=a(l—cost) (cykloida).
721. x=acos®t, y=asin®t (asteroida).
7.22. x=cos2t, y=sin’t.
7.23. x=cos p+¢singp, y=sinp—g@pcosgp.
7.24. x=asint+sinaz, y=ocost+cosat przy t=0.
7.25. x=cost(cos2t)}, y=sint(cos2t)*.
cos’t _sin’t
Jeos2t” T

7.27. x=Intgit+cost—sint, y=sint+cost.

7.26. x=

cos2t

a

.28. x=alnt, =
7.28. x=aln y2

1
(t + 7) (fancuchowa).
2

1412

at

7.29. x=1—:t—3,

y= (lis¢ Kartezjusza) .
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R+ ‘ R
7.30. x=(R+r)cost—Rcos( th>, y=(R+r)sint-—Rsin( ;-r t)(epicykloida).
7.31. x=1+¢€"?, y=ap+e *. 732, x=€", y=e *.
733, x=(e"—1)?, y=("—-1)% 7.34 x=arccos—1—- y=arcsin-—t—.
Vi4t? Vit

Uktad wspétrzednych Oxy lezy w plaszczyznie pionowej, przy czym o§ Ox jest po-
zioma. Wyznaczyé tangens kata nachylenia wektora predkosci wzglgdem os1 Ox w ruchu
okre$lonym réwnaniami parametrycznymi (zad. 7.35 - 7.40):

7.35. x=2—sin2t, y=cos’t dla t=ir.

7.36. x=3sin’3t, y=sint—2cost dla t=ir.

3
7.37. x=2tg5t—2t, y=t—sin5t dla t=5x.
7.38. x=5arctgt, y=2t*—1 dla t=2.

7.39. x=tlnt-3%, y=(+1)° dla 1t=1.
740, x=21'-3t, y=2—t+1 dla t=1.

W ruchach okreslonych réwnaniami parametrycznymi znalezé predkos§¢ ruchu ds/dt
oraz réwnanie toru w postaci y=f(x) (zad. 7.41 - 7.43):

741, x=13, y=21% 742. x=acoskt, y=bsinkt.

7.43. x=asin’t, y=acos’t.

Obliczy¢ druga pochodna d?y/dx? funkcji okre$lonej réwnaniami parametrycznymi
(zad. 7.44 - 7.53):

7.44. x=cos*t, y=sin’t (jaka to linia?) 7.45. x=e¢~¥, y=e* (jaka to linia?).
7.46. x=acost, y=bsint, a>0, b>0.
7.47. x=a(t—sint), y=a(t—cost), a>0.

7.48. x=acos’t, y=asin’t, a>0.

749. x=alnt, y=—a- (t+l), a>0.

2 t

1 2
7.50. x=In¢, y=I_t' 7.51. x=arctgt, y=In(1+¢°).
7.52. x=arcsint, y=+1-—t% 7.53. x=¢e'cost, y=e'sint.

7.54. Ruch punktu materialnego wyrzuconego w plaszczyznie Oxy pod katem a do
osi poziomej Ox okreSlony jest réwnaniami

x=votcosa®, y=uvolsina—1igt?,
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gdzie ¢ oznacza czas, g przyspieszenie ziemskie, a v, predkosé poczatkowa. Znalezé réow-
nanie toru, dlugo$¢ rzutu oraz predko$é v i tangens kata nachylenia wektora predkosci
wzgledem osi Ox w chwili ¢.

7.55. Napisa¢ réwnanie stycznej do cykloidy

x=a(t—sint), y=a(l—cost)
w punkcie #=1n.

7.56. Napisa¢ réwnanie stycznej w punkcie (2, 2) do krzywej
141t 3 + 1
xX= N = —
£ Y=3"n
1.57. Krzywa okreslona jest réwnaniami parametrycznymi x=12, y=2t. Znalez¢ kat
nachylenia stycznej do krzywej przy t=1.

7.58. Krzywa okreSlona jest réwnaniami parametrycznymi x=cost, y=t+sin t.
Znalezé kat nachylenia stycznej do krzywej przy t=4rn i t=4n.



Rozdziat VIII
ALGEBRA

§ 8.1. LICZBY ZESPOLONE

Symbol i oznacza tzw. jednostke urojonq, spetniajaca warunek
8.1.1) it=-1.
Wprowadzamy liczby zespolone z majace postaé sumy
z=x+iy,

gdzie x i y sa liczbami rzeczywistymi. Cze$é rzeczywista liczby zespolonej z oznacza si¢
symbolem Re z, a czg$¢ urojona — symbolem Im z, zatem

Rez=x, Imz=y.

Reguly dodawania odejmowania i mnozenia na tych liczbach sa takie, jak dla liczb
rzeczywistych, przy czym w iloczynie zamiast i podstawia si¢ —1.

PRZYKLAD. Przy mnozeniu liczb zespolonych z,=a+ bi oraz z,=c+di iloczyn

Zy Zz=(a +bi)(c+di),

N

otrzymujemy mnozac a+bi przez o+di jak wielomiany:

o>

z, z,=ac+adi+bci +bdi*.

e

Nastepnie zastgpujemy w iloczynie i2 przez —1 i osta-
tecznie otrzymujemy

K

ol a

z,2,=(ac—bd)+(ad +bc)i. Rys. 8.1

Liczbe zespolona rézniaca si¢ od liczby z=a+ bi tylko znakiem wspoélczynnika przy i
nazywamy liczbq sprzeionq z liczba z i oznaczamy przez z:

z=a-bi.
Liczbe zespolona a+bi sprowadzamy do postaci trygonometr, ycznej
(8.1.2) a+bi=r(cosp+ising),

gdzie liczba dodatnia r jest modulem, a ¢ — argumentem danej liczby zespolone;.
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Przyréwnujac czeéci rzeczywiste i urojone otrzymujemy

(8.1.3) r=va?+b?,
(8.1.4) cos g= a >

b
8.1.5) sin =

Aby podnies¢ liczbg zespolona do potegi naturalnej, postugujemy si¢ tzw. wzorem
Moivre’a:

(8.1.6) (r(cos p +isin ))'=r"(cosng +isinng).
3
ZADANIE 8.1. Obliczyé v/ /3 —i.

Rozwiazanie. Liczbe zespolona \/3- —i sprowadzamy do postaci trygonometrycznej
(8.1.2):

6)) J3—i=r(cos p+isin ¢).
Przyréwnujac czgsci rzeczywiste i czesci urojone otrzymujemy uklad dwdch réwna:
rcos ¢=ﬁ, rsing=-—1.
Podnoszac te réwnosci stronami do kwadratu i dodajac otrzymujemy
r’(cos® p+sin® p)=3+1,
czyli r2=4, skad r=2. Mamy wiec
cos q)=§\/§, sin g=—3.
Uklad ten jest spetniony dla ¢=%rn. Réwnanie (1) przybierze postac:
0)) J3—i=2(costln +isiniln).

Oznaczmy
,3/ \/§—i=p(c050+isin 0).

Podnoszac stronami do trzeciej potegi otrzymujemy

J3—i=(p(cos8+isinh))>.

Stosujac teraz wzor (8.1.6) Moivre’a otrzymujemy
3 J3—i=p3(cos30+isin36).

Réwnodci (2) i (3) beda jednoczesnie spelnione, jezeli p3=2, czyli p= \/2 oraz 36=
——1:+2k1t, gdzie k jest dowolna liczbg catkowita. Stad odpowiednio dla k=0, 1,2
otrzymujemy

91=%ﬂ, 02=%§n, 03=3_51t.
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Dla innych catkowitych warto$ci k otrzymaliby§my, po odrzuceniu okresu 2z, te same
wartoéci 0,, 0,, 0;. Ostatecznie otrzymujemy trzy wartoSci wyraZenia m
x;=32(cosMn+isinin), x,=3/2(cosBn+isinZn), x;=3/2(cosin+isinm).
ZADANEE 8.2. Obliczyé z=+ —i.
Rozwiazanie. Sprowadzamy —i do postaci trygonometrycznej
6)) —i=1(cos 3m+isin 7).
Oznaczmy 44/_—7 = p (cos +sin ). Podnoszac t¢ réwno$¢ do czwartej potegi mamy
2 —i=p*(cos40 +isin46).

Z zestawienia réwnosci (1) i (2) otrzymujemy p*=1, czyli p=1, oraz 40=3n+2km,
gdzie k=0, 1, 2, 3. Podstawiajac kolejno k=0, 1, 2, 3 otrzymujemy wedlug wzoru (2)
cztery rézne wartosci \/4 —i:

zy=cos 3n+isin 3w, z,=cosm+isinZm,

zzy=cosin+isiniln, z,=cosPrn+isinir.

Zadania

Znalez¢ miejsce geometryczne punktéw spelniajacych nieréwnosci (zad. 8.3 - 8.5):
8.3. |z|<4. 84. |z|<2 i O<p<;m. 8.5. |z—3+4i|<S5.

8.6. Znalez¢ miejsce geometryczne punktéw, ktérych a) modut réwna si¢ 3, b) argu-
ment réwna si¢ 3.
Przedstawi¢ w postaci trygonometrycznej liczby (zad. 8.7 - 8.10):

87. —5. 8.8. 2i.
89. 1+i. 8.10. /3+i.

Wykonaé dzialania (zad. 8.11 - 8.13):

1+ 2i 4-3i
8.11., —. 12, ——. 813, —.
1-i 8 1+i 4+43i

Obliczy¢ (zad. 8.14 - 8.21):
8.14. Vv -3-4i. 8.15. V8+6i.

8.16. (1+i)'°. 8.17. 2+iv12)°.

8.18. (1+cos $m+isin 3m)°.
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8.19. l“)zs 820, (321}
o = (57)
(1+i)"

8.21. 1——,)"—_2, gdzie n jest liczba naturalna.
1—i

8.22. Obliczy¢ nastgpujace pierwiastki z jednosci: iﬁ, 2/7.

8.23. Uprosci¢ wyrazenie (l+iﬁ) (1+i)(cosa+isina) i podaé wynik w postaci
trygonometryczne;.

Obliczy¢ wszystkie wartosci ponizej podanych pierwiastkéw. Wartosci te na ogét
latwiej jest poda¢ w postaci trygonometrycznej; w odpowiedziach podajemy je czesto
dla poréwnania takZe w postaci algebraicznej (zad. 8.24 - 8.31):

8.24. /i. 8.25. 3/1.
8.26. Vi. 8.27. V1.
828 Y _1+i. 8.29. V3+4i.
8.30. 2-2i. 8.31. Y —27.

Znalezé wszystkie pierwiastki réwnan (zad. 8.32-8.38):

8.32. x*-1=0. 8.33. x*-i=0.
8.34. x°+64=0. 8.35. x°—-1024=0.
8.36. x*+4=0. 8.37. x°—1=0.
8.38. x*+8=0.
Wyrazi¢ przez sin x i cos x (zad. 8.39 - 8.42):
8.39. cos5x. 8.40. sin6x.
8.41. sin7x. 8.42. cos8x.
8.43. Korzystajac ze wzoru Moivre’a wykaza¢, ze (por. zad. 1.58 i 1.64):
sin x +sin 2x +... +sin nx=sm-’l.(n-,,.1,) singnx )
sin 3x

cos 3(n+1)sin 3nx

COSX+C0S2x +... +cosnx= —
singzx

§ 8.2. PIERWIASTKI WYMIERNE ROWNAN ALGEBRAICZNYCH

Kazde réwnanie stopnia n o wspéSiczynnikach catkowitych postaci

(8.2.1) bay +byoy YT 4 +b, y+bo=0, gdzie b,#0,
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mozna przez podstawienie

x

(8.2.2) =3

i pomnozenie przez b,~' doprowadzi¢ do réwnania postaci

(8.2.3) X 4a, X" ' +...+a;x+a,=0

o wspdlczynnikach catkowitych. Pierwiastki wymierne réwnania (8.2.3) mozemy obliczyé
na podstawie twierdzenia:

(8.24)  Jezeli réwnanie (8.2.3) o wspdlczynnikach calkowitych ma pierwiastek wymierny,
to jest on liczbq calkowitq bedacq dzielnikiem wyrazu wolnego a,.

ZADANIE 8.44. Rozwigzaé réwnanie
¢)) 2y* +7y° —2y* +Ty—4=0.
Rozwiazanie. Zgodnie z (8.2.2) dokonujemy podstawienia y=%x i po pomno-
Zeniu stronami przez 8 otrzymujemy réwnanie
2) x*+7x% —4x? +28x—32=0.
Jezeli réwnanie to ma pierwiastki wymierne, to sa one liczbami catkowitymi bedacymi
dzielnikami liczby —32, a wigc zawierajg si¢ wéréd liczb:
+1, +2, +4, +8, £16, £32.
Oznaczamy lewa strong¢ réwnania (2) przez f(x) i kolejno obliczamy:
f(=1)=1-7-4-28-32+0,
f()=1+7-4+28-32=0,
a wiec x=1 jest pierwiastkiem réwnania (2).
Powolujemy si¢ teraz na twierdzenie Bézout:
(8.2.5)  Jezeli wielomian f (x) jest réwny zeru przy x=a, to wielomian ten jest podzielny

przez x—a.
Dzielimy lewa stron¢ réwnania (2) przez x—1. Otrzymamy rozklad:

x* +7x3 —4x? +28x—32=(x—1) (x> +8x +4x +32)=0.
Aby znalezé ewentualne dalsze pierwiastki catkowite réwnania (2), rozwiazujemy
réwnanie
(©)) x2+8x2+4x+32=0.

Poniewaz wszystkie wspélczynniki tego réwnania sa dodatnie, wigc réwnanie to nie
moze mieé¢ dodatnich pierwiastkéw. Oznaczamy lewa strong réwnania (3) przez ¢(x) i pod-
stawiamy kolejno ujemne dzielniki wyrazu wolnego réwnania 3):

o(—1)=—1+8-4+32#0,
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9(—2)=—8+32—-8-32%0,
p(—4)=—64+128—16+3250,
9(—8)=—8+8-82-4-8+32=0.

Wobec ostatniej réwnosci x= —8 jest pierwiastkiem réwnania (3), a tym samym i réw-
nania (2). Nastepnie lewa strong réwnania (3) dzielimy przez x+8 i otrzymujemy w ilo-
razie x?>+4. Réwnanie x2+4=0 ma pierwiastki zespolone x= —2i, x=2i.

Zanotujmy twierdzenie:

(8.2.6) Kazdy wielomian ma tyle pierwiastkéw, ile wynosi jego stopier, przy czym kaidy
Dpierwiastek liczony jest tyle razy, ile wynosi jego krotnosc.

Na podstawie tego twierdzenia wnioskujemy, ze x=1, x= —8, x= —2i, x=2i sa wszyst-

kimi pierwiastkami réwnania (2). Ostatecznie wigc pierwiastkami réwnania (1) sa

y=%’ y=—49 y=-i, y=i.

Zadania

Rozwiaza¢ réwnania (zad. 8.45 - 8.57):

8.45. x*—6x+4=0. 8.46. x*—6x—9=0,

8.47. x*+18x—19=0. 8.48. x*—12x—16=0.

8.49. x*—3x—18=0. 8.50. x*—5x>+3x+9=0.

8.51. x°—3x*—2x3—6x%>+x—3=0.

8.52. x*~10x*—20x—16=0. 8.53. x®+9x*—16x*—144=0.

8.54. x*>—5x%—2x+24=0. 8.55. 4x>—4x®+x—1=0.

8.56. x*—6x—4=0. 8.57. 6x*—83x>+272x* +76x—96=0.

§ 8.3. ROWNANIE STOPNIA TRZECIEGO

Ogdlna posta¢ réwnania stopnia trzeciego jest nastepujaca:
(8.3.1) b3y’ +b,y* +b, y+bo=0, gdzie bsy#0.

Jezeli wspélczynniki b;, b,, b,, b, sa liczbami wymiernymi, to przede wszystkim ba-
damy metoda podana w paragrafie poprzednim, czy réwnanie nie ma pierwiastkéw wy-
miernych. Jezeli tym sposobem nie znajdziemy zadnego pierwiastka, to dzielimy obie
strony réwnania (8.3.1) przez b; i otrzymujemy réwnanie postaci

(8.3.2) v +a,y*+a,y+a,=0.

Nastepnie dokonujemy podstawienia
(8.3.3) y=x—3a,



§ 8.3. Rownanie stopnia trzeciego 143

i otrzymujemy réwnanie postaci
(8.3.9) x>+ px+q=0.

Za pomoca podstawienia (8.3.3) otrzymaliémy réwnanie (8.3.4), w ktérym wspéi-
czynnik przy x> jest réwny zeru.
Wyrézinikiem réwnania (8.3.4) nazywamy wyraZenie

(8.3.5) 4=0(p*+Ga)’.
Wprowadzmy jeszcze dla wygody nastgpujace oznaczenia:
(8.3.6) U=-1¢—J4 oraz V= —1g+4.

Spos6b znajdowania pierwiastkéw réwnania (8.3.1), ktdre nie s3 liczbami wymiernymi,
zalezy od znaku wyréznika 4.

Przypadek 1: 4>0. W tym przypadku réwnanie (8.3.4) ma jeden pierwiastek x,
rzeczywisty, a dwa pozostale pierwiastki x, i x3 sa zespolone sprzgzone.

Oznaczmy (por. § 8.1):
(8.3.7) u=ReJU, v=ReVV.
Rozwazmy teraz rownanie
x*+x+1=0.

Latwo sprawdzié, ze jeden pierwiastek tego réwnania jest kwadratem drugiego — i nawza-
jem. WprowadZmy oznaczenia jego pierwiastkow:

e=1(—1-iy3), &=3(-1+iy3)
(lub odwrotnie). Wtedy wzory na pierwiastki rownania (8.3.4) sa nastepujace.
(8.3.8) x,=u+v, x;=eu+ev, x3=cutev.

Sa to tzw. wzory Cardano.
Przypadek 2: 4<0. W tym przypadku w réwnaniu (8.3.4) musi by¢ p<01i réwnanie
to ma trzy pierwiastki rzeczywiste rézne, ktdére znajdujemy ze wzoru

(8.3.9) Xpe1=2v—3pcosi(a+2kn) dla  k=0,1,2,
gdzie a wyznacza si¢ ze zwiazku:
3
(8.3.10) cos = —A—.
217\/—31’

Przypadek 3: 4=0. W tym przypadku réwnanie (8.3.4) ma trzy pierwiastki rzeczy-
wiste, z ktérych dwa sa réwne. Pierwiastki te znajdujemy ze WZOrow:

(8.3.11) x1=x2=i/;q, x3=—2x1=—22/'%_q_-

ZADANIE 8.58. ZnaleZé pierwiastki réwnania x*+12x+12=0.
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Rozwiazanie. Po stwierdzeniu, ze dane réwnanie nie ma pierwiastkéw wymiernych,
obliczamy wyréznik
A=(D)’+6D*=4*+62=100>0.
Dalej, obliczamy

=—6—-10=-16, V=-6+10=4,
u=V3 —16=_22/§, v=i/2,

x,=—2(\3/§—%3/2),
x2 =23+ B+, x=Q2-£H-i B2+,

ZADANIE 8.59. Znalezé pierwiastki réwnania x4 3x2— - ﬁ) =0.

skad

a wigc

Rozwiazanie. Nie wszystkie wspdlczynniki danego réwnania sa liczbami wymierny-
mi; odpada wigc metoda podana w § 8.2. Dokonujemy wigc podstawienia wedtug wzoru
(8.3.3):

(¢} x=y—1.

Po redukcji otrzymujemy réwnanie y3—3y+J§=0, w ktérym juz nie wystepuje niewia-
doma y w drugiej potedze. Obliczamy wyréznik

4=(-)*+EJ2)*= -1<o.
A wigc na podstawie wzoru (8.3.9) mamy
Yisr=2cosi(x+2kn) dla k=0,1,2,
gdzie a wyznaczamy ze zwiazku
C-6yT 2
Mamy wigc odpowiednio dla k=0, 1, 2:
y1=2cosin=/2,
y2=2608 3= —2cos sn=—1(/6+./2), y3=2cos Zn=2cosSn=1(,/6—/2).

3
cos skad o= " *.

Ostatecznie, na podstawie wzoru (1), mamy
Xy éﬁ—-l s
Xy==2c0s n—1=—1(/6+,/2+2), x3=2cosSn—1=3(/6—/2-2).
ZADANEE 8.60. Rozwiazaé réwnanie x*—6x-+4,/2=0.

(*) Gdyby$my przyjeli a=§1:, otrzymaliby§my te same wartosci y, tylko w innej kolejnosci.
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Rozwiazanie. Réwnanie, jak wida¢ z jego postaci, nie moze mie¢ pierwiastkow
wymiernych(*). Obliczamy wyrdznik 4=(-2D3+(Q ﬁ)2=o. Wobec tego obliczamy
pierwiastki wedlug wzoru (8.3.11):

x,=xz=ﬁ, x3=——2\/§.

ZADANIE 8.61. Do kuli o promieniu wewnetrznym r=10cm nalano % litra wody.
Obliczy¢ wysokos$¢ A poziomu wody.

Rozwiazanie. Objgtos¢ wody wynosi
=+rnh’(3r—h).
Po podstawieniu V=250, r=10 i uporzadkowaniu otrzymujemy réwnanie
h* —30h*+238,8=0.

Aby doprowadzi¢ réwnanie do postaci x3+px+9=0, podstawiamy h=x+10 i otrzy-
mujemy
x*—300x+1761,2=0.

Stosujac wzor (8.3.10) otrzymujemy
—~5283,6

- 600100

Wedlug wzoréw (8.3.9) otrzymujemy:

1) x,=20 cos 9°34"'=20(0,9865)= 19,73, co daje A>2r. Roz-
wigzanie to nie nadaje sie.

2) x, =20 cos 129°34' =20(—0,6369) = — 12,74, co daje h<O.
Rozwiazanie to réwniez nie nadaje sie.

3) x3=20 cos 249°34'=20(-0,3491) = — 6,98, skad h=3 cm.

Sprawdzamy wediug wzoru

V=3nh*(3r—h);

cosa= =0,8805, skad «a=28°42".

podstawiajac r=10 i A=3 otrzymujemy V=255 crh’, czyli okoto
4 litra.

Rys. 8.2

ZADANIE 8.62. Okrag wpisany w tréjkat réwnoramienny o polu S=12 cm? ma promien
r=1cm. Obliczyé dlugosci bokéw tréjkata (rys. 8.2).

Rozwiazanie. Oznaczmy podstawe tréjkata réwnoramiennego przez 2a, rami¢
przez b i obwdd przez 2p=2a+2b. Woéwczas wysokos¢ trojkata jest h=b*—a?. Stad

réwnanie
avb*—a*=S.

(") Dla x wymiernego wyrazenie x> —6x jest liczba wymierng, 8 wic 16ing od —4 V2.
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Z drugiej strony, latwo otrzymaé réwnanie
(a+b)r=S.

Mamy ukiad dwéch réwnan z niewiadomymi a i b. Podnoszac pierwsze réwnanie do
kwadratu: a*(b*—a*)=S?, i podstawiajac b=S/r—a, po uporzadkowaniu otrzymujemy
réwnanie stopnia trzeciego:
S Sr
3 2
a’——a"+—=0.
2r 2

Po podstawieniu S=12 i r=1 mamy réwnanie
a*—6a*>+6=0.
Po sprawdzeniu, Ze réwnanie to nie ma pierwiastkéw catkowitych, sprowadzamy je
do postaci x*+px+g=0 przez podstawienie a=x+2 i otrzymujemy réwnanie
' x*—12x—10=0.
Obliczamy wyréznik
A=(=)’+(-P*=-39.
Wzér (8.3.10) daje
cosa=0,625, skad a=51°18".

Ze wzoréw (8.3.9) obliczamy:

1) x;=4cos 17°06' =4(0,9557) = 3,823, skad a=5,823 i b=6,177.

2) x,=4cos 137°06' =4(—0,6032) = —2,413, skad wypada a<0.

3) x3=4 cos 257°06' =4(—0,2232) = — 0,893, skad a=1,107 i b= 10,893.
Zadanie ma dwa rozwigzania.

ZADANE 8.63. Obliczy¢, jak gleboko zanurza si¢ w wodzie drewniana kula o promieniu
r=12cm i cigzarze wlasciwym y=0,6 G/cm? (dla wody przyjaé cigzar wlasciwy 1 G/cm?).

Rozwiazanie. Zgodnie z prawem Archimedesa zanurzona cze§é plywajacej kuli
wypiera taka ilo§¢ wody, ktrej cigzar réwna si¢ cigzarowi catej kuli. Cigzar kuli wynosi
%nr’y i tylez ma wynosié cigzar wypartej wody.

Przypusémy, ze kula jest zanurzona na gleboko$é A, tzn. zanurzona czeSé kuli jest
odcinkiem kulistym o strzalce h. Objetosé takiego odcinka kuli wynosi 3 th2(3r—H), a po-
niewaz cig¢zar wlasciwy wody jest 1 G/cm?, przeto musi byé spelnione réwnanie

$nriy=L1nh®(3r—h),
gdzie A jest niewiadoma. Réwnanie to mozna napisa¢ w postaci
h®—3rh? +4r3y=0.

Otrzymali$my réwnanie stopnia trzeciego. Aby doprowadzié je do postaci x*+px+g=0,
dokonujemy podstawienia A=x+r i otrzymujemy réwnanie

x3—3r2x+2r3(2y—1)=0.
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Wyréznik jest réwny 4 =4yré(y—1), a poniewaz y=0,6, przeto 4= —0,36r®. Mamy przy-
padek, gdy 4<0.
Zastosujemy trygonometryczng metod¢ rozwiazania réwnania. Wedlug wzoru (8.3.10)
mamy
6r>-0,2

—6r2\/?__

Na podstawie wzoru (8.3.9) otrzymujemy

1) x, =2r cos 33°51'=1,6610r i h; =2,6610r; rozwiazanie to nie nadaje sig.

2) x,=2rcos 153°51'= —1,7952r, skad h,=—0,7952r; rozwigzanie to roéwniez nie
nadaje sie.

3) x3=3r cos 273°51'=0,1332, skad h;=1,1332r. Podstawiajac r=12cm otrzymujemy
glebokoéé zanurzenia h=13,6.

cosa= 0,2, skad a=101°32".

Zadania
Rozwigzaé réwnania (zad. 8.64 - 8.70):

8.64. x>—12x+8=0. 8.65. x> +3x—2=0.
8.66. x> —71x+219=0. 8.67. x>—9x—6/3=0.
8.68. x> +6x+4=0. 8.69. x> —588x—2744=0.

Wskazéwka. Zauwazmy, ze 588=3-142, 2744=143,
8.70. x*—5x +6./2=0.



Rozdzial IX

MACIERZE, WYZNACZNIKI, ROWNANIA LINIOWE

§ 9.1. MACIERZE. WYZNACZNIKI

Macierzq (prostokqtnq) A nazywamy prostokatna tablice liczb; ponizsza macierz A ma
n wierszy i m kolumn i oznacza sig

all alz e alm

a a ..o a
(911) A= 21 @22 2m
Ay Qpa ... Ay,

Tablic¢ prostokatna liczb 0znaczajaca macierz ujmujemy w nawias kwadratowy jak
w (9.1.1) albo w nawias péStokragly ( ). Zapis a;;, oznacza, Ze element ten znajduje sie
W i-tym wierszu i k-tej kolumnie macierzy, np. element a,; znajduje si¢ w drugim wierszu
(pierwszy wskaznik) i trzeciej kolumnie (drugi wskaznik); méwi si¢ réwniez, Ze element
a,3 lezy na przecigciu drugiego wiersza i trzeciej kolumny.

Moéwimy, ze macierz (9.1.1) jest wymiaru (typu) nxm (czytaj n na m albo n razy m)
i w skréconej postaci zapisujemy w postaci

[@idaxm lub  [au] (i=1,2,...,n, k=1,2,...,m).

Gdy n=m, tzn. gdy liczba wierszy réwna jest liczbie kolumn, macierz (9.1.1) nazywamy
macierzq kwadratowq stopnia n, a liczbe n — jej stopniem.
Kazdej macierzy kwadratowej

Ay Ay ... Ay,

Ayy A5y ... A
(9.1.2) Ww=| "2t T2z 2

Apy Apn2 A pp

przyporzadkowujemy liczbe zwana wyznacznikiem, ktéra oznaczamy jednym z nastepu-
Jjacych symboli: det W, |W|, W lub

a1 Q12 ... Ay

a a .. a
(9.1.3) 21 22 2n| :

Apy Apy ... app

zauwazmy, ze tablice kwadratowa liczb oznaczajaca wyznacznik — w odréznieniu od
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macierzy — ujmujemy dwiema réwnoleglymi kreskami po lewej i prawej stronie tablicy.
Méwimy, ze wyznacznik (9.1.3) jest stopnia n, podobnie jak macierz 9.1.2).
Wyznacznik jest wigc liczba okreslona przez tablice kwadratowa. Ogolna regule obli-
czania wyznacznika dowolnego stopnia n, ze wzglgdu na konieczno§¢ uprzedniego wpro-
wadzenia pewnych pojeé, podamy pdzniej. Obecnie podamy kolejno reguly obliczania
wyznacznikéw stopnia n=1, 2 i 3.
Gdy wyznacznik jest stopnia pierwszego, tzn. n=1, definiujemy wyznacznik wzorem

|a|=a M.

Gdy wyznacznik jest stopnia drugiego, tzn. n=2, obliczamy go z pomoca nastepujacego
wzoru:
ab

cd =ad— bc

Gdy wyznacznik jest stopnia trzeciego, tzn. n=3, do obliczenia wyznacznika czg¢sto sto-
suje si¢ tzw. regule (metodg) Sarrusa Polega ona na tym, Ze ponizej wyznacznika stopnia
trzeciego dopisujemy jego pierwszy wiersz, pod nim drugi wiersz, a nastepnie tworzymy
sze$é iloczynéw (po trzy czynniki w kazdym), z ktdrych trzy bierzemy nie zmieniajac
ich znakéw, a w trzech pozostatych iloczynach zmieniamy ich znaki (tak jak pokazuje
ponizszy schemat), a nastgpnie wszystkie sze$¢ iloczynow sumujemy:

a; by ¢

7

9.1.9) a, b, ¢, |=% bycys+azbscy+asbyc,—azb,c,—ay bse,—azbycs.
X X
ay by c¢;
/7 XX N
- ay by ¢ +
S/ NN\
- da, bz Ca +
/ N
- +

W dalszych rozwazaniach stowo wyznacznik bedzie oznaczalo czgsto okreslajaca go
tablice liczb.

Minorem (podwyznacznikiem) danej macierzy (danego wyznacznika) nazywamy kazdy
wyznacznik okre§lony tablica kwadratowa powstala z danej macierzy (wyznacznika)
przez skreSlenie pewnej liczby wierszy oraz kolumn.

Minorem odpowiadajgcym elementowi ay danej macierzy kwadratowej albo danego
wyznacznika nazywamy wyznacznik, ktéry powstaje przez skreSlenie (pominigcie) i-tego
wiersza i k-tej kolumny. Oznaczamy go symbolem M.

Dopetnieniem algebraicznym Ay, elementu ay nazywamy liczbe rowna iloczynowi mi-
nora M, odpowiadajgcego temu elementowi przez (=1)H+*:

(9.1.5) Ap=(=1" M,

(!) Nie myli¢ z wartoscia bezwzgledna liczby a.
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Bardzo wazne w zastosowaniach jest nastgpujace twierdzenie:

(9.1.6) Dla danego wyznacznika sumy iloczynéw elementéw dowolnego wiersza (lub
kolumny) wyznacznika przez ich dopelnienia algebraiczne majq te samq wartosé:

Y aydy=const (i=1,2,...,n).

Podamy obecnie ogdlna definicj¢ wyznacznika.

Przez wyznacznik stopnia n (n=2) rozumiemy sume iloczynéw elementow dowolnego
wiersza (kolumny) przez ich dopelnienia algebraiczne.

Niechaj dany bedzie wyznacznik stopnia n:

Ay Qg - Qg ... Qqy
dzq Q2 «.. Qo «.. Gy

©Ln e R

.............

Wypiszmy kilka rozwini¢é tego wyznacznika:
1) wedlug elementéw pierwszego wiersza:

n
A=a11A11 +a12A12+...+al,,A1k+...+a1,,A1,,= .Zl alelj;
j=
2) wedlug elementéw i-tego wiersza:

n
A=a,-1 Ail +a;2-4;2+... +a,-,‘A,k+...+a,-,,A,-,,= Z a,-jA,-j,
j=1

gdzie i moze byé réwne 1,2, ...,n
3) wedlug elementéw pierwszej kolumny:

A=011A11 +a;1 A21 +... +ak1 Akl +... +an1 A,,l = Zl a,q Arl 5
r=
4) wedlug elementéw k-tej kolumny:
n
A=a1,‘A1k+a2kA2k+...+a,-kA,-,‘+... +a,,,,A,,k= Zl arkArk’

gdzie k moze byé réwne 1,2, ...,n
Wszystkie te rozwinigcia prowadza do tego samego wyniku.

ZADANIE 9.1. Obliczyé warto$¢ wyznacznika

53 -1 2
20 4 3
W_—36 2 0
40 -5 -2
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Rozwiazanie. Najdogodniejsze rozwinigcie tego wyznacznika spo$réd o$miu mozli-
wych (wedtug kazdego z czterech wierszy i kazdej z czterech kolumn) bedzie wedtug ele-
mentéw drugiej kolumny, bo wystepuja tam dwa elementy réwne zeru:

2 4 3 5 -1 2
W=3-(=1)*2|=3 2 0[+0-A,,+6-(=1)°"?-]2 4 3|+0-A,,.
4 -5 =2 4 —5 -2

Oba wyznaczniki stopnia trzeciego obliczamy metoda Sarrusa (9.1.4); z pierwszego otrzy-
mujemy

—8+45+0-24—-0-24=-11,
a z drugiego

—40-20—-12-32+75—-4=-33.

Tak wiec W= —3-(—11)—6-(—33)=33+198=231.
Oczywiscie, ze wszystkie pozostale rozwinigcia tego wyznacznika doprowadza do
tego samego wyniku.

§ 9.2. WEASNOSCI WYZNACZNIKOW

Przy obliczaniu i stosowaniu wyznacznikéw przydatne sa nastgpujace twicrdzenia:
(9.2.1)  Przestawienie wszystkich wierszy wyznacznika na miejsce jego kolumn i odwrot-
nie, bez zmiany ich porzqdku, nie zmienia wartosci wyznacznika.

(9.2.2)  Przestawienie dwéch dowolnych wierszy (lub kolumn) zmienia warto$¢ wyznacznika
na przeciwng.

(9:2.3)  Jezeli wyznacznik ma dwa wiersze (lub kolumny) identyczne, to jego wartos¢
réwna sie zeru.

(9.2.4)  Jezeli wyznacznik ma jakis wiersz (lub kolumng) zloZony z samych zer, to jego
warto$¢ réwna sig zeru.

(9.2.5)  Jezeli wszystkie elementy dowolnego wiersza (lub kolumny) wyznacznika pomno-
Zymy przez pewnq liczbe, to warto$S¢ wyznacznika zostanie pomnozZona przez tg liczbe.
(9.2.6)  Jezeli do elementéw dowolnego wiersza (lub kolumny) dodamy albo odejmiemy:
1. elementy innego wiersza,
2. elementy innego wiersza pomnozone przez t¢ samq liczbe,
3. dowolng kombinacje liniowq(*) innych wierszy (lub kolumn),
to warto$¢ wyznacznika nie zmieni sig.

(9.2.7)  Suma iloczynéw elementéw dowolnego wiersza (lub kolumny) przez dopelnienia
algebraiczne odpowiednich elementéw innego wiersza (lub kolumny) réwna sie zeru.

(*) Kombinacjq liniowg wielkosci a, , az, ..., am (moga to by¢ np. state, zmienne, funkcje) nazywamy
wyrazenie postaci

A1a1+lzaz+ e +/'l,,,a,,,,
gdzie Ay, A2, ..., Aw sa liczbami nie réwnymi jednocze$nie zeru.
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Przypominamy, 2e suma iloczynéw elementéw dowolnego wiersza (lub kolumny) przez
ich dopelnienia algebraiczne réwna sie wartosci danego wyznacznika.
Tak wigc dla wyznacznika (9.1.7) bedzie

‘ A dla i=k,
ailAkl+ai2Ak2+-n+aillAlm={0 dla i#k
A dla .=19
alel'+a21Azg+...+aujAnl={0 dla j 1
ZADANIE 9.2, Obliczyé warto$é wyznacznika ‘
3 2-1-5 4
7 6 =3 =7 12
4 3 -2 -2 1
5-2 6 -3 4

Rozwiazanie. Bezposrednie rozwijanie wyznacznika wedlug elementéw pewnego
wiersza albo kolumny doprowadziloby do pieciu wyznacznikéw stopnia czwartego. Sta-
rajmy si¢ zastosowac te wlasnosci wyznacznikéw, ktére spowoduja powstanie zer w jakim§
wierszu lub kolumnie.

Mnozac elementy pierwszego wiersza przez 3 i odejmujac od elementéw drugiego
wiersza otrzymujemy

3 2-1-5 4
-2 0 0 8 O
A=|-9 -6 4 3 2.
4 3 -2-2 1
5-2 6 -3 4
Nastepnie do trzeciego wiersza dodajmy podwojony czwarty wiersz
3 2 -1 -54
=2 0 0 80
A={—-1 0 0 —-10|.
4 3 -2 -21
5-2 6 -34
Rozwinmy teraz otrzymany wyznacznik wedlug elementéw trzeciego wiersza; mamy
2 -1 -54 3 2-14
0O 0 80 -2 0 00
_ —1.(_1)3%+1, _ _1)3+4,
A=-1-(-1) 3 -2 —2 4 FEDED 4 321
-2 6 -34 5-2 64

Z kolei rozwijamy pierwszy i drugi wyznacznik wedlug elementéw drugiego wiersza:

2 —1
A=—1-8-(-1)**3| 3 -2
-2 6

4 2 —1 4
1|4+(=2)-(-1D**1-| 3 —21].
4 -2 64
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Wyznaczniki stopnia trzeciego obliczamy metoda Sarrusa. Pierwszy z nich jest réwny
—16+72+2—-16—12+12=42,
a drugi réwniez 42. Ostatecznie wigc

A=8-42+42-42=10-42=420.

§ 9.3. ROWNANIE LINIOWE. UKEAD DWOCH ROWNAN LINIOWYCH Z DWIEMA
NIEWIADOMYMI

Réwnanie postaci
9.3.1) a,x;+a;x, +...+a,x,=b (n=1,2,..)

nazywamy réwnaniem liniowym o n niewiadomych X, X3, ..., X,.
Réwnanie liniowe o dwéch niewiadomych zapisuje si¢ czesto w postaci réwnowaznej

9.3.2) Ax+By+C=0.

Gdy A4 i B nie sa jednoczesnie réwne zeru (tzn. A? 4+ B?>0), wykresem réwnania (9.3.2)
na plaszczyZnie jest linia prosta, wigc réwnanie (9.3.2) ma nieskoriczenie wiele rozwiazan,
ktérymi sa dowolne pary (x, y) wspéirzednych punktéw tej prostej. Gdy 4 =0 oraz B=0,
ale C#0, to réwnanie (9.3.2) nie ma rozwiazan (jest sprzeczne). Gdy 4=0, B=0, C=0
otrzymujemy 0-x+0-y=0, wigc rozwiazan jest nieskoficzenie wiele (kazda para liczb
spelnia réwnanie).
Uklad dwéch réwnan liniowych o dwéch niewiadomych ma postac
a;x+byy=cy,

(9.3.3) a2x+b2 y=c,.

Wyznacznik utworzony ze wspdiczynnikéw przy niewiadomych oznaczamy przez W,
zatem

a b
=W,
a, b,
Podobnie oznaczamy wyznaczniki
¢; by a ¢ —-W
x - yo
c; by a, ¢

a sposéb ich tworzenia objasnimy w zadaniu 9.3 (por. tez § 9.4).

Moga zaj$¢ trzy przypadki:

Przypadek 1: W#0. Wtedy istnieje jedyne rozwigzanie uktadu (9.3.3), ktére mozna
zapisaé w postaci (por. tez § 9.4):

(9.3.4) x=
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Méwimy wéwczas, ze uklad (9.3.3) jest oznaczony (por. zad. 9.3). Geometrycznie oznacza
to, ze proste o réwnaniach (9.3.3) maja dokladnie jeden punkt wspdlny (przecinaja sie
w jednym punkcie).

Przypadek 2: W=0, a W,, W, nie sa jednocze$nie réwne zeru. Wéwczas uklad 9.3.3)
jest sprzeczny (por. zad. 9.4, przypadek b). Geometrycznie oznacza to, e proste o réwna-
niach (9.3.3) sa réwnolegle.

Przypadek 3: W=0, W,=0, W,=0. Wéwczas uklad (9.3.3) jest réwnowazny jed-
nemu z réwnan ukladu, moze wigc by¢ sprzeczny albo nieoznaczony; w drugim przy-
padku ukiad ma nieskoriczenie wiele rozwiazan (interpretacja geometryczna jest taka,
2e proste o réwnaniach (9.3.3) pokrywaja si¢ (por. zad. 9.5)).

ZADANIE 9.3. Rozwiazaé za pomoca wyznacznikéw uklad réwnan
6)) 3x—-T7y=1, 2x+9y=28.

Rozwigzanie. Obliczamy wyznacznik utworzony ze wspélczynnikéw przy niewia-

domych:
3 -7
¢) 1

5 9|=3-9-(—7)-2=41.

Poniewaz wyznacznik ten jest rézny od zera, wigc uklad réwnar (1) jest oznaczony, tzn.
ma dokladnie jedno rozwiazanie, ktére znajdujemy ze wzoréw (9.3.4):

1 -7 |3 1|
28 9 |2 28
a0 YTa

Oba wyznaczniki (w licznikach) zostaly utworzone wedlug reguly (por. tez § 9.4):
(9.3.5)  Wyznacznik w liczniku tworzymy z wyznacznika ze wspdlczynnikéw przy nie-
wiadomych (wyznacznika (2)) zastgpujqc w nim kolumng wspotczynnikow przy tej niewia-
domej, ktdrq obliczamy, przez kolumne wyrazéw wolnych (stalych).
'Ostatecznie otrzymujemy
x_9+196 84-2

,y=—2 tm. x=5, y=2.
a1 T a ¥=3, ¥

Geometrycznie oznacza to, ze dwie proste o réwnaniach (1) przecinaja si¢ w punkcie
o wspotrzednych x=5, y=2.

ZADANIE 9.4. Rozwigzaé uklad réwnan
) 2x—6y=10, 5x—15y=k
i przeprowadzi¢ dyskusj¢ w zaleznosci od parametru k.

Rozwiazanie. Obliczmy wyznacznik utworzony ze wspdlczynnikéw przy niewia-
domych

2 -6
W=>s -lsl=?'('15)'(‘6)’5=-30—(—30)=o.
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Wyznacznik ten jest réwny zeru, wigc ukltad (1) na pewno nie ma jednoznacznego rozwia-
zania (proste o réwnaniach (1) nie przecinaja si¢). Teraz zajs¢ moga dwa przypadki.
Przypadek a. Oba wyznaczniki utworzone jak w zadaniu 9.3 sa réwne zeru:

210 10 -6

@ Wo=ls & k —15

=2k—-50=0, W,= '=—150+6k=0,

co zachodzi dla k=25. Wéwczas uklad (1) przyjmuje postaé
3) 2x—6y=10, 5x—15y=25

i widzimy, Ze ten uklad sprowadza si¢ do jednego réwnania (np. drugie réwnanie otrzy-
mujemy z pierwszego mnozac obie jego strony przez 2,5); kazda para liczb spelniajac
jedno z tych réwnan spelnia zarazem drugie (kazdy punkt lezacy na jednej z tych prostych
lezy jednocze$nie na drugiej, bo obie proste w tym przypadku pokrywaja sig). Zatem
gdy k=25, uktad réwnan jest nieoznaczony, tzn. ma nieskornczenie wiele rozwnqzan otrzy-
maé je mozemy podstawiajac za x dowolne liczby. Podstawiajac np. x=0, 1, 7, 11, \/2 b1
i obliczajac z ktoregokolwiek réwnania uktadu (3) odpowiadajace wartosci y, otrzymu-
jemy jako rozwiazania

N[UI

x=0, y=—3, x=1, y=-%,

O\IVI

, y=
x=11, y=2, x=.2, y=1(J/2-5, x=mn,y= g(zn 10) .

Przypadek b. Oba wymienione wyznaczniki (2) sa rézne od zera. Odpowiada to
przypadkowi k #25. Obierzmy na k dowolna inng liczbe, np. k=20; uklad przyjmie
wtedy postac

4) 2x—6y=10, 5x—15y=20.

Uktad réwnan (1) dla k#25 jest uktadem sprzecznym. Latwo to stwierdzimy mnozac
obie strony pierwszego réwnania ukladu (4) przez 5, a drugiego réwnania przez (—2)
i dodajac stronami, otrzymujemy wowczas sprzeczno$¢ 0=10. W tym przypadku dwie
proste o rownaniach (1) sa réwnolegle, nie maja wigc punktu wspdlnego.

ZADANIE 9.5. Rozwigzaé uklad réwnan
(1) 2kx—4ky=6, Skx—10ky=15
i przeprowadzi¢ dyskusj¢ w zaleZnosci od parametru k.

Rozwiazanie. Obliczamy wyznacznik utworzony ze wspoélczynnikéw przy niewia-
domych:
4k

2_(__ 2 =
W= ’5k ~10k’ — 20k —(—20k%)=0

oraz obliczamy wyznaczniki

6 —4k|
15 —10k|

2k 6

We= 5k 15

—60k—(—60k)=0, W,=

y

‘=30k—30k=0.
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Widzimy, Ze zar6wno W=0 jak i W,=0, W,=0. Uklad réwnan (1) jest w tym przypadku
réwnowazny jednemu z tych réwnan, gdyz np. drugie réwnanie otrzymuje si¢ przez pomno-
Zenie obu stron pierwszego réwnania przez 3. Tak wigc zamiast ukladu (1) wystarczy
rozwazy¢ jedno z nich np. pierwsze

2) 2kx —4ky=6.

Gdy k#0, rownanie to jest nieoznaczone, wéwczas bowiem
3
3) x=2y +—’-(-

i podstawiajac za y dowolne liczby rzeczywiste otrzymujemy nieskoriczenie wiele rozwia-
zan. Zatem tym samym uklad (1) jest nieoznaczony, a wzdr (3) podaje wszystkie jego
rozwigzania.

Gdy k=0, rownanie (2) przyjmuje postac

0:-x-0-y=6, tzn. 0=6,

a wigc jest to rownanie sprzeczne, czyli uklad (1) jest sprzeczny.

§ 9.4. UKEAD » ROWNAN LINIOWYCH O n NIEWIADOMYCH. WZORY CRAMERA

Uklad n réwnan liniowych o n niewiadomych ma postac
agy Xy +a12x2+... +al,,x,,=b1 N

(941) dxy Xy +a22x2+...+az,,x,,=b2,

...................

a,, X, +a,; x,+... +a,, x,=b, .

Wyznacznik utworzony ze wspdlczynnikéw przy niewiadomych x,, x,, ..., x, nazywamy
wyznacznikiem charakterystycznym (lub gléwnym) ukladu, lub krécej: wyznacznikiem
ukladu, i oznacza¢ bedziemy symbolem W, zatem

a1y Q12 ... Ay

a a .. a
(9'4.2) W= 21 %22 2n .

Qn1 Qn2 Apn

Utworzmy nastgpnie z wyznacznika W n wyznacznikow W, W,, ..., W, zastepujac
odpowiednio kolejno pierwsza, druga, ..., ostatnia jego kolumn¢ kolumng wyrazéw wol-
nych (stalych) (por. regule (9.3.5)):

by a3 ... ay, as, by ... aq, a;; a,; ... by
by, a3y ... a ay, by ... a ay, Az ... b
W1= 2 22 2n W2= 21 2 2n VV"= 21 2 .

Py ey

.................

b, a,, ... a,, a,y b, ... ay, a, a, ... b,
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Moga zachodzié trzy przypadki:

Przypadek 1: W#0. Wowczas stosujemy tzw. twierdzenie Cramera:
(9.43) Jezeli wyznacznik charakterystyczny W uktadu réwnan (9.4.1) nie jest réwny
zeru, to uklad n réwnan liniowych z tq samq liczbq niewiadomych ma doktadnie jedno rozwiq-

zanie
W W, W,
xy= W Xy= W =
‘Wzory te nazywamy wzorami Cramera.
Zatem w tym przypadku uklad jest oznaczony.
Przypadek 2: W=0, ale nie wszystkie wyznaczniki W,, W,, ..., W, jednoczeénie
sa rowne zeru. Wowczas uklad réwnan (9.4.1) jest sprzeczny.
Przypadek 3: W=0, W,=W,=...=W,=0. W tym przypadku przynajmniej jedno
z rownan ukladu (9.4.1) wynika z pozostatych rownan, czyli jest ich kombinacja liniowa
(por. notke na str. 149). Odrzucajac réwnanie (albo réwnania) bedace kombinacja liniowa
pozostatych réwnan otrzymujemy nowy uktad réwnan réwnowazny (tzn. majacy dokiad-
nie takie same rozwigzania) ukladowi pierwotnemu, ale zawierajagcy wéwczas mniej réwnan
niz niewiadomych (patrz zad. 9.7, przypadek gdy k=1). Omdwienie metody rozwiazy-
wania takiego ukladu znajdzie czytelnik w § 9.6 (uklad moze byé sprzeczny lub nieozna-
czony).

ZADANIE 9.6. Rozwiazaé uklad trzech réwnan z trzema niewiadomymi
5x+3y+4z=—18,
(1) 3x +z=-17,
6x+3y+6z=—27.

Rozwiazanié. Obliczamy warto$é wyznacmika charakterystycznego ukladu

534
W=|301/=36+4+18—15-54=-15.
636

Poniewaz W#0, wiec uklad ma dokladnie jedno rozwigzanie, ktdre otrzymamy sto-
sujac wzory Cramera; Oblichamy wartoSci wyznacznikow

—~183 4
W,=| =70 1|=—84—81454+126=15,
-273 6
5 -18 4
W,=|3 —7 1|=—210-324—-108 +168 +135+324=—15,
6 —27 6

53 —18
W,=[30 —7|=-162—126+105+243=60,
63 —27
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a nastepnie

w:

. W,
X=W’,Skqd x='—1, y=W,5de y=13 2=W’Skqd z=-—4.

Jedynym rozwigzaniem ukladu (1) jest x= —1, y=1, z= —4. Geometrycznie oznacza
to, ze trzy plaszczyzny dane réwnaniami (1) przecinaja si¢ w jednym punkcie (—1, 1, —4).
ZADANIE 9.7. Rozwiagzaé uklad réwnan
€)) 2x—y+3z=7, 3x+2y-5z=4, 4x+5y—13z=k
i przedyskutowac ze wzgledu na parametr k.

Rozwiazanie. Obliczamy wyznacznik charakterystyczny uktadu

2 -1 3 .
W=|3 2 —5|=-—52+45+20-24+50-39=0.
4 5 —13

Widzimy, ze uklad na pewno nie ma dokladnie jednego rozwiazania bez wzglgdu na to, jakie
wartosci przyjmowaé bedzie parametr k (trzy plaszczyzny dane réwnaniami (1) przy zadne;j
wartosci parametru k nie przetna si¢ w jednym punkcie). Obliczmy kolejno warto$ci wy-
znacznikéw W, W,, W,; mamy

7 -1 3
W,=4 2 —5|=-182+60+5k—6k+175—52=—k+1,
E 5 -13
27 3
W,=[3 4 —5/=-104+9 —140—48+10k+273=19k—19=19(k-1),
4 k —13
2 -17
W,=|3 2 4/=4k+105—16—56—40+3k=Tk—T=T(k—1).
4 S5k

Rozpatrzymy dwa przypadki:
Przypadek a: k=1. Wéwczas wszystkie trzy wyznaczniki W,, W,, W, sa réwne
zeru. Zgodnie z teoria, w ukladzie tym co najmniej jedno réwnanie mozna odrzuci¢.
Wynik ten wyjasnimy jeszcze inaczej. Latwo sprawdzi¢, Ze lewa strona trzeciego rowna-
nia powstaje z pomnozenia lewej strony drugiego réwnania przez 2 i odjecia od otrzy-
manego wyniku lewej strony pierwszego réwnania uktadu. Oznaczajac
L,=2x—y+3z, L,=3x+2y—5z, L3=4x+5y—13z
mamy
2L,—L;=2(3x+2y—52)—(2x—y+3z)=4x+5y—13z=L; .

Tak wiec L, jest kombinacja liniowa L, i L, i to jest wlasnie przyczyna, z powodu ktorej
wyznacznik charakterystyczny ukladu (1) jest réwny zeru.
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Zwréémy nastepnie uwage na prawe strony trzech réwnan ukladu: P,=7, P,=4,
P,=k, gdzie prawa strona trzeciego réwnania moZe przybiera¢ rézne wartosci. Jesli P;
byloby taka sama kombinacja liniowa P, i P, tzn. jesli

Py=2P,—Py,

tzn. jesli k=2-4—17, czyli k=1, to trzecie réwnanie nie wnosi nic nowego do dwéch pierw-
szych réwnan, gdyZ jest spetnione przez kazda tréjke liczb (x, y, z), ktora speinia dwa
pierwsze réwnania, i dlatego moze by¢ odrzucone (skreslone). Przy k=1 uklad (1) trzech
réwnan z trzema niewiadomymi jest réwnowazny dwom pierwszym réwnaniom.

Podobnie mozna obliczyé, ze L, =2L,—L; , P, =2P,— P5, z czego wynika, ze uktad (1)
jest réwnowazny takze ukladowi réwnan drugiego i trzeciego.

Przypadek ten w postaci ogdlnej (uklad m réwnan liniowych z n niewiadomymi) omo-
wiony jest w § 9.6.

Przypadek b: k#1. Wowczas wszystkie trzy wyznaczniki W,, W,, W, sa rozne
od zera, a uklad jest sprzeczny.

W $wietle rozwazan przy rozpatrywaniu poprzedniego przypadku rozumiemy teraz,
ze tylko przy k=1 trzecie réwnanie nie przeczy dwom pierwszym. Jedli wigc k#1, to
uktad (1) nie posiada Zzadnych rozwigzan.

§ 9.5. ROWNANIE LINIOWE JEDNORODNE. UKEAD ROWNAN LINIOWYCH JEDNO-
RODNYCH

Réwnanie liniowe postaci
9.5.1) a;x;+e,x, +... +a,x,=0 (n=1,2,..)
nazywamy réwnaniem liniowym jednorodnym lub w skrécie réwnaniem jednorodnym.
Skrét ten nie jest dokladny, poniewaz sa réwnania jednorodne stopnia wyZszego
niz jeden, ale takimi réwnaniami w niniejszej ksigzce nie bedziemy si¢ zajmowali.
Oczywiscie kazde rownanie jednorodne o dowolnej liczbie niewiadomych ma tzw. rozwig-
zanie zerowe

(9.5.2) x,=0, x,=0, .., x,=0
oraz przy n>1 ma nieskoriczenie wiele rozwiqzan niezerowych, tzn. takich, w ktdrych
co najmniej jedna niewiadoma nie rowna si¢ zeru.
ZADANIE 9.8. Rozwiaza¢ réwnanie
O] 2x- 6y +3z=0.
Rozwiazanie. Oczywiscie, Ze réwnanie to, jako jednorodne, ma rozwiazanie zerowe

x=0, y=0, z=0. Ale réwnanie to ma réwniez rozwigzania niezerowe. Latwo je znajdzie-
my, wyznaczajac jedna z niewiadomych, np.

x=3y—-1,5z;
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podstawiajac na y i z zupelnie dowolne i niezalezne od siebie liczby otrzymujemy nieskon-
czenie wiele rozwiazan réwnania jednorodnego (1). A oto przyklady kilku rozwiazan:

y 0 0| =3 2 | -1 1
z 0 4 of 4 3 2
x 0| —=6]| —9| o |=75] =2

Podobnie postgpujemy, gdy liczba niewiadomych jest wigksza. Interpretacja geometrycz-
na tego faktu jest niezmiernie prosta: réwnanie (1) jest réwnaniem plaszczyzny przecho-
dzacej przez poczatek uktadu (stad rozwiazanie zerowe), inne rozwiazania za$ tego réwna-
nia sa wspéirzednymi x, y, z dowolnego punktu tej plaszczyzny.

Uklad réwnan liniowych nazywamy ukfadem liniowym jednorodnym, lub po prostu:
ukiadem jednorodnym, jesli kazde réwnanie ukladu jest liniowe jednorodne, tzn. jest posta-
ci (9.5.1). W przypadku przeciwnym uklad réwnan liniowych nazywamy ukfadem linio-
wym niejednorodnym.

Kazdy uktad liniowy jednorodny z n niewiadomymi x,, x5, ..., x, bez wzgledu na
liczbg réwnan i na liczbg niewiadomych ma rozwigzanie zerowe, tzn. skladajace si¢ z sa-
mych zer:

(9.5.3) x;=0, x,=0, .., x,=0.

Ukfady liniowe jednorodne moga oprocz rozwigzania zerowego mie¢ réwniez rozwiazania
niezerowe.
Rozpatrzmy uktad liniowy jednorodny n réwnan z n niewiadomymi

ay x,tagx,+...+a,,x,=0,

A2 X1+ %, +... +a3,%,=0,
9.54) T

A, Xy +a’n2 X2+"‘ +ann X,‘=0 .

Zgodnie z powiedzianym przedtem, uktad ten ma rozwiazanie zerowe (9.5.3). Nasuwa
si¢ jednak pytanie, czy jest to jedyne rozwiazanie uktadu (9.5.4), tzn. czy uklad taki moze
mie¢ réwniez rozwiazania niezerowe. Sprawe te rozstrzygaja twierdzenia (9.5.5) i (9.5.6).

(9.5.5)  Jezeli wyznacznik charakterystyczny W uktadu réwnar (9.5.4) jest réiny od
zera, to uktad ten ma tylko rozwiqzanie zerowe (9.5.3).

ZADANIE 9.9. Rozwiaza¢ uklad réwnan liniowych jednorodnych
3x —y+2z=0,
(1) 4% +2y — 5z=0,
2x—=Ty+11z=0.
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Rozwiazanie. Obliczamy wyznacznik charakterystyczny W ukladu:

3 -1 2
W=14 2 —5/=66—564+10—8—-105—(—44)=—49+0.
2 -7 11

Z twierdzenia (9.5.5) wynika, Ze jedynym rozwiazaniem uktadu (1) jest rozwiazanie zerowe,
tzn. x=0, y=0, z=0. Interpretacja geometryczna tego wyniku jest nastepujaca: w ukladzie
wspotrzegdnych Oxyz kazde z réwnan ukladu (1) przedstawia plaszczyzne przechodzaca
przez poczatek uktadu wspétrzednych (0, 0, 0) i poczatek ukfadu jest jedynym punktem
wspdlnym wszystkich trzech plaszczyzn.

(9.5.6) Jezeli wyznacznik charakterystyczny W ukiladu (9.5.4) n réwnan liniowych jednoro-
dnych z n niewiadomymi jest rowny zeru, tzn. W=0, to uklad ten ma nieskoriczenie wiele
rozwiqzari w tym réwniez rozwiqzanie zerowe (9.5.3).

ZADANIE 9. 10. Rozwiazaé uklad réwnan liniowych jednorodnych
3x+2y — z=0,
a x+3y—4z=0,
x—4y+7z=0.

Rozwigzanie. Obliczamy wyznacznik charakterystyczny W tego ukladu:

3 2 -1
W=|1 3 —4.
1 -4 7

Wartos¢ jego réwna si¢ zeru (co mozna wykazaé stosujac metode Sarrusa albo zwrécic
uwage na to, ze dodajac do elementéw trzeciego wiersza elementy drugiego wiersza po-
mnozonego przez 2 otrzymamy wyznacznik, ktdrego trzeci wiersz jest identyczny z pier-
wszym wierszem). Poniewaz W=0, wigc na podstawie twierdzenia (9.5.6) wnioskujemy,
ze uklad (1) oprécz rozwiazania zerowego ma nieskonczenie wiele rozwigzan niezerowych.
Wyznaczymy te rozwigzania.

Zbadajmy, czy istnieje chociaz jeden minor wyznacznika W stopnia drugiego rézny
od zera. Taki minor istnieje, gdyz np. minor utworzony ze wspolczynnikéw przy x i y
w dwdch pierwszych réwnaniach
32

13 =9-2=T+#0.

Zatem trzecie réwnanie (tj. nie zawierajgce elementéw tego minora), mozemy pominaé
a niewiadoma z (przy ktérej wspdlczynniki nie weszty do minora) przenie$¢ na prawa
strong i traktowac jako parametr, tzn. jako wielko$¢ wiadoma, ktdérej warto$é moze
by¢ réznie ustalona. Otrzymujemy nastepujacy uklad dwéch réwnan:

3x+2y= z,
x+3y=4z,
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ktdérego rozwiazaniami sa

c3 3 a2 5z 11z
4z 3 1 4z
X=—, y= skad X=——, y=——0-!.
7 y 7 q , 7 y
Podstawiajac za z dowolne wartodci otrzymujemy nieskonficzenie wiele rozwiazan, w tym

oczywiécie rozwiazanie zerowe. Oto przykladowo kilka rozwiazar:

z 1 -2 V2 7
X —-% 1—70 —%\/5 -5
1 22 11_ /7
y -17— - —7-\/2 11

W tym przypadku trzy plaszczyzny, ktérych réwnania tworza uklad (1) nie tylko prze-
chodza przez poczatek ukladu, ale przecinaja si¢ (wszystkie trzy) wzdluz pewnej prostej.

§ 9.6. UKLAD m ROWNAN LINIOWYCH O n NIEWIADOMYCH. TWIERDZENIE KRONE-
CKERA-CAPELLI'EGO

Rozpatrzmy teraz uklad m réwnan liniowych o n niewiadomych:
ayy X +a,%X+... +a, X, =by,

(9.6.1) 31Xy +0a3:%X,+... 4+, X,=b> ,

Ami X1+ AmaXs+ ... +AppX,=by

przy czym réwnania moga by¢ jednorodne albo niejednorodne (wszystkie albo niektore),
liczba réwnan moze by¢ mniejsza od liczby niewiadomych (m <n), moze byé réwna liczbie
niewiadomych (m =n) i moze byé wieksza od liczby niewiadomych (m>n).

Utwérzmy macierz powstala ze wspdlczynnikéw przy niewiadomych ukladu (9.6.1):

all alz e al,,

(9.6.2) we |21 a2

Ay A - Gy
Rzedem r(W) macierzy W nazywamy najwigkszy stopien wyjetego z niej réznego od zera
minora, przy czym jezeli wszystkie elementy macierzy sa rowne zero, to przyjmujemy, ze
rzad jej jest rowny zero. Macierzq uzupeiniong U macierzy W nazywamy macierz powstala
przez dopisanie do macierzy W kolumny utworzonej z wyrazéw wolnych ukiadu (9.6.1):

ayq ayp -.. Ay, by

_ Ajzy Azz ... Ay b2
(9.6.3) U=y oo .
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Sformulujemy teraz twierdzenie Kroneckera-Capelliego, ktére méwi o rozwigzalnosci
uktadu réwnan (9.6.1):
(9.6.4)  Warunkiem koniecznym i wystarczajgcym rozwiqzalnoSci ogélnego ukladu réw-
nan liniowych (9.6.1) jest réwnos¢ rzedu macierzy W wspélczynnikéw ukladu i rzedu macierzy
uzupelnionej U:

r=r(W)=r(U).

Gdy wspéiny rzqd r tych macierzy réwna sie liczbie niewiadomych n, to uklad réwnan
ma dokladnie jedno rozwiqzanie, gdy zas wspdlny rzqd r jest mniejszy od liczby niewia-
domych n, to uklad ma nieskoriczenie wiele rozwiqzan, ktore zaleiq od n—r dowolnych para-
metréw.

Zauwazmy, ze zawsze jest r(W)<n.

ZADANIE 9.11. Rozwigza¢ uklad réwnan

x+3y—4z=4,
)] 3x4+2y—z=1,
x—4y+7z=5.

Rozwiazanie. Budujemy macierz wspdlczynnikéw W i macierz uzupetniong U:

1 3 -4 1 3 -44
WwW=|3 2 -1|, U=|3 2 -11
1 -4 7 1 -4 75

Latwo obliczamy, ze det W=0, czyli nie mozemy stosowa¢ twierdzenia Cramera.
Rzad macierzy W jest nizszy niZz 3, ale poniewaz minor stopnia drugiego utworzony
ze wspodlczynnikéw przy x i y w dwéch pierwszych réwnaniach
Il 3

3 2l=2-9=—7;e0,

wigc rzad r(W)=2.

Zbadajmy nastgpnie rzad macierzy uzupelnionej U, obliczajac wartosci wyznacznikow,
ktére mozemy utworzyé z macierzy U, zaczynajac od wyznacznikéw mozliwie najwyzszego
stopnia, tj. od stopnia 3. Skreslajac trzecia kolumne¢ otrzymujemy wyznacznik

1 34
3 2 1|=10-48+3-8+4-45+#0,
1 -45

zatem r(U)=3.
Poniewaz rzedy macierzy W i U sa rézne, czyli r(W)#r(U), wigc nie jest spelniony
warunek rozwiazalnoéci ukladu, tzn. uklad ten nie ma rozwiazania, czyli jest sprzeczny.
W interpretacji geometrycznej plaszczyzny o réwnaniach (1) nie maja zadnego punktu
wspolnego, chociaz przecinaja si¢ kazda z kazda.
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ZADANIE 9.12. Rozwiazaé uklad réwnan

2x— 4y+ 8z—6u=17,
5x—10y +20z =12,5.

O]

Rozwiazanie. Rzad macierzy wspotczynnikow

2 -4 8 -6
W= [5 ~1020 0
wynosi r(W)=2, gdyz np. minor utworzony ze wspélczynnikéw przy x i u

lz -6 =30+£0,

5 0

oraz rzad macierzy uzupetnionej U wynosi r(U)=2, gdyZ ten sam minor wystepuje w ma-
cierzy U. Zatem r(W)=r(U).

Uktad jest wigc rozwiazalny. Przenosimy niewiadome nie objete obliczonym minorem,
tzn. niewiadome y, z, na prawg strong:

2x—6u=7 + 4y— 8z,
5x =12,5+10y—20z

(2

i rozwiazujemy ten uklad traktujac y i z jako parametry. Z twierdzenia Kroneckera-
-Capelliego wiemy, Z2e rozwiazania beda zaleine od n—r=4—-2=2 parametrow y i z.

Uklad (2) mozna rozwiaza¢ prosciej bez pomocy wzoréw Cramera. Mianowicie z dru-
giego rownania obliczamy

3) x=25+2y—4z,
a nastepnie z pierwszego réwnania obliczamy
u=-—1%.

Tak wiec w naszym ukladzie y, z moga przybierac wartosci zupetnie dowolne niezaleznie
od siebie, u przyjmuje tylko jedng wartos¢ — 4, a wartosci x sa $cisle uzaleznione wzorem (3)
od nadanych wartosci zmiennym y, z.

ZADANIE 9.13. Rozwiaza¢ uklad czterech réwnan z trzema niewiadomymi:
Sx+3y— z=3,
2x+ y— z=1,
3x—2y+4+2z=-4,

X— y+2z=-2.



9.6. Og6lny uktad réwnani liniowych 163

Rozwiazanie. Macierz wspélczynnikéw

5 3 -1
2 1 -1
w_3_2 2
1 -1 2

moze by¢ co najwyzej rzedu 3, natomiast macierz uzupelniona

5 3-1 3
2 1 -1 1
U=l3 2 24
1 -1 2 =2

moze by¢ rzedu co najwyzej 4. Gdyby okazalo si¢, ze r(U)=4, od razu wnioskowaliby$my,

~ wobec r(W)#r(U), ze uklad jest sprzeczny. Ustalmy wigc najpierw rzad macierzy U.
Aby obliczyé warto§¢ wyznacznika det U, do wyrazéw drugiej kolumny dodajmy wy-
razy trzeciej kolumny:

52-1 3
20 -1 1
detU=30 2 4"
11 2-2

a nastepnie do wyrazow czwartej kolumny dodajmy wyrazy trzeciej kolumny:

52 -1 2
20-1 0
detU=30 R
11 2 0

Nastepnie rozwinmy otrzymany wyznacznik wedlug elementéw drugiej kolumny:

2-1 0 5-1 2
detU=(—1)'*2-2(3 2 —2[+(=D**?-1-2 -1 0|=
1 2 0 3 2 =2

=-2-(=1**3-(-2) ﬁ _;.+(—1)H3'2,§ _;’+(—'l)3+3'(—2) I; :i|=

— 4441 +2-(4+3)—=2(=5+2)=—20+14+6=0.

A wiec rzad r(U)<4.

Badamy dalej rzedy macierzy W i U. Celowe jest badanie rzgdu macierzy W, gdyz
jesli okazatoby sig, ze r(W)=3, to réwniez r(U)=3, poniewaz kazdy minor macierzy W
jest jednocze$nie minorem macierzy U.
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Obliczamy warto$¢ jednego z minoréw macierzy W, np. utworzonego z trzech pierw-
szych wierszy; mamy

5 3115 32
2 1 —1=2 10|=(-1'*3-2-

l21
3-2 20 3-20

3 _2'=2-(—4-3)=—14¢0.

Zatem r(W)=3, a tym samym r(U)=3, wigc uklad jest rozwiazalny. Pomijamy wigc row-
nanie nie objgte obliczonym minorem, tzn. czwarte i rozwiazujemy réwnowazny uklad
trzech pierwszych réwnan ukladu pierwotnego:

Sx+3y— z=3,
2x+ y— z=1,
3x—2y+2z=-—4.

Poniewaz wyznacznik utworzony ze wspdiczynnikéw ma wartosé — 14 rézna od zera,
wigc uklad ten, a wigc i ukfad pierwotny, ma jedno rozwiazanie, ktére znajdujemy, sto-
sujac wzory Cramera. Otrzymujemy

X=—

80N

s Z2=—

_10
y_'To

Q=
.

Geometrycznie oznacza to, Ze cztery plaszczyzny dane réwnaniami pierwotnego

ukladu przecinaja si¢ w punkcie (-2, 12, —1),

ZADANIE 9.14. Rozwiazaé uklad réwnan

4x— y= 17,
6)) 3x+ y=14,
2x+3y= 0.

Rozwiazanie. Wypiszmy macierze wspélczynnikéw W i macierz uzupetniona U:

4 —1 4 -1 7
w=[3 1], U=|3 114
2 3 2 30

W tym przypadku rzad macierzy wspétczynnikéw W moze byé co najwyzej réwny 2 (bo zad-
nego wyznacznika stopnia wyZszego niz 2 nie mozemy utworzy¢), gdy tymczasem rzad
macierzy U moze byé co najwyzej réwny 3. Ustalmy wiec jej rzad. Rozwinmy w tym celu
wyznacznik wedtug elementéw trzeciego wiersza:

M -1 7 ¥ 47
detU=[3 1 14 =(—1)3“-2l |+(—1) -3 ’=—42-105¢0.
b 3 0 1 14 3 14
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A wiec r(U)=3, a poniewaz r(W)<3, wiec warunek rozwiazalnosci ukladu nie jest spel-
niony, tzn. uklad (1) nie ma rozwiazan (jest sprzeczny).

Geometrycznie oznacza to, e trzy proste dane réwnaniami (1) nie maja wspodlnego
punktu (w tym przypadku przecinaja si¢ parami).

§ 9.7. MACIERZE

Definicjg macierzy podalismy w § 9.1. Dwie macierze A={[a;], B=[b;,] tego samego
wymiaru (typu) nx m nazywamy réwnymi, jesli wszystkie odpowiednie elementy obu ma-
cierzy polozone na tych samych miejscach sa rowne, tzn.

ay=by dla i=1,2,..,n,k=1,2,....m

Relacja réwnosci macierzy jest

a) zwrotna, tzn. A=A,

b) symetryczna, tzn. jezeli A=B, to B=A.

¢) przechodnia, tzn. jezeli A=B i B=C, to A=C.

Dwie macierze réznych wymiaréw nie moga wigc by¢ réwne.

Macierzq przestawiong (lub transponowanq) nazywamy macierz, ktéra powstaje z danej
macierzy przez zamiang wierszy na kolumny, nie zmieniajac ich kolejnosci. Macierz prze-
stawiona wzgledem macierzy A oznacza si¢ symbolem AT albo A’. Jezeli wigc A=[ay]nxm>
to AT=[by]mxn gdzie by =a,;. Na przyklad jezeli

_abc-
_def_
a d]

AT=1b e].
c f

Macierzq zerowq nazywamy dowolnego wymiaru macierz, ktérej wszystkie elementy
sa réwne zeru, tzn. a;=0 dla i=1,2,...,n,k=1,2,...,m. Magcierz zerowa wymiaru
nxm oznacza si¢ symbolem O,x,, lub jezeli nie prowadzi to do nieporozumient wprost
symbolem O. Na przyklad mamy

-

to

0

000 00
03x1= 0f, 02x4'—[ 000 o]s 02x2=[0 0]-
0

Wsréd macierzy prostokatnych (tzn. takich, ze liczba wierszy jest rézna od liczby
kolumn, por. § 9.1) wyrdzniamy w szczegdlnosci tzw. macierz wierszowq (o jednym wierszu):

[al az; ... a,,]
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oraz macierz kolumnowq (o jednej kolumnie)
b,
b,

b

Wsréd macierzy kwadratowych rozrézniamy pewne ich rodzaje:

Macierzq symetryczng nazywamy macierz kwadratowa, ktdrej elementy potozone sy-
metrycznie wzgledem przekatnej gtéwnej sa réwne, czyli a;.=ay; (i, k=1, 2, ..., n). Na przy-
klad

X//
/X
//\’

Macierzq diagonaing (lub przekqtng) nazywamy macierz kwadratowa, ktorej wszystkie
elementy potozone poza przekatna gléwna sa réwne zeru, czyli a;, =0 przy i#k (i, k=1,

2, ..., n). Na przyklad
k0O
01 0].
00m

W szczegblnosci, macierzq jednostkowq nazywamy macierz diagonalng, ktdrej elementy
poloZone na przekatnej gldwnej sa réwne 1, czyli

o= 1 dla i=k,
Sl 0 dia ik

@i, k=1, 2, ..., n), Macierz jednostkowa stopnia n oznacza si¢ symbolem I,, lub po prostu I.
Na przyklad

1000
p_|otoo
““loo10
0001

Macierz jednostkowa oznacza si¢ tez czgsto [d;], (lub [J.])), gdzie tzw. symbol Kro-
neckera oy jest zdefiniowany wzorem

P 1 dla i=k,
=)0 dla i#k.
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Macierzq osobliwg nazywamy macierz kwadratowa, ktorej wyznacznik réwna si¢ zeru.
Na przykiad macierze

12 s
A=[_i _2], B=| 24 10|,
~10 6

53 osobliwe, gdyz det A=0 i det B=0.

Natomiast macierzq nieosobling nazywamy macierz kwadratowa, ktdérej wyznacznik
jest r6zny od zera.

Dodawanie macierzy okresla si¢ tylko dla macierzy tego samego wymiaru. Sume dwéch
macierzy A=[ay] i B=[b;] tego samego wymiaru zn x m tworzymy w ten sposéb, Ze do-
dajemy do siebie elementy o tych samych wskaznikach wiersza i kolumny, tzn.

9.7.1) [@icdnxm+[biadnxm =[ai+buJaxm-
Dodawanie macierzy tego samego wymiaru ma wlasnosc¢ lqcznosci, tzn.
A+B+C)=(A+B)+C,
oraz wlasnos¢é przemiennosci, tzn.

A+B=B+A.

Odejmowanie macierzy jest wykonalne réwniez tylko dla macierzy tego samego wy-
miaru. Réznice dwéch macierzy A=[ay] i B=[b;] okresla sie za pomoca wzoru

(9.72) [aik]n xm [bik]n xm= [aik - bl“]’l xm*

Iloczyn liczby o przez macierz A=[ay] okre§lamy jako macierz [aa;], ktéra otrzymu-
jemy z macierzy A przez pomnozenie kazdego jej elementu przez liczbg «, tzn.

9.7.3) afay]=[0au].

Na przyktad
-2 1 -6 3
3-1 4 —-1|=| 12 -3}.
5 0 15 0

Mnozenie macierzy przez macierz okresla si¢ tylko wtedy, gdy liczba kolumn pierw-
szej macierzy jest réwna liczbie wierszy drugiej macierzy. Tloczynem macierzy A=[ay)
wymiaru n x r przez macierz B=[by] wymiaru r x m nazywamy macierz C=[c;] wymiaru
nxm, w ktérej element c; polozony w i-tym wierszu i k-tej kolumnie réwny jest sumie
iloczynéw odpowiednich elementéw i-tego wiersza pierwszej macierzy przez elementy
k-tej kolumny drugiej macierzy, tzn.

r
(9.74) Cix=0;y blk +a‘2 b2k+ cos +a,, b,k=jzlau b]k .

Uwaga. Przy mnoZeniu macierzy wygodnie jest stosowag tzw. schemat Falka:



168 IX. Macierze, wyznaczniki, réwnania liniowe

m kolumn
r A N
]
£
. 1 \3.
r wierszy B E S
R
i<
9.7.5) ( ;
-_— |
i
I
1
n wierszy- !
!
e I. _
i-ty wiersz :C‘-,,

r kolumn

Zwréémy uwage na miejsca, w ktérych zapisujemy pierwszy czynnik A iloczynu i drugi
czynnik B iloczynu. Wyraz c;, iloczynu polozony w i-tym wierszu i k-tej kolumnie obli-
czamy tworzac sume iloczynéw elementéw whasnie tego i-tego wiersza i tej k-tej kolumny
jak to przejrzy$cie widaé na schemacie.

ZADANEE 9.15. Obliczy¢ iloczyn macierzy

23
3-120
A=—14,B=[, .
[51] ~2 -314

Rozwiazanie. Pierwsza macierz jest wymiaru 3 x 2, a druga wymiaru 2 x 4, mnozenie
Jest wiec wykonalne. Wypisujemy macierze zgodnie ze schematem Falka, a nastgpnie
obliczamy poszczegdlne wyrazy iloczynu:

l 3 -1 20
-2 -3 1 4

23 0 —11 712
—14]—-11 —11 216
51 13 —-811 4
a wiec
0 —11 7 12
AB=|-11 —11 2 16].
13 -8 11 4
Na przykiad

€11=2-343(=2)=0, ¢;,=2+(=1)43(=3)=-11,

Natomiast iloczyn BA nie istnieje, gdyz pierwszy czynnik ma 4 kolumny, a drugi czyn-
nik ma 3 wiersze.
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ZADANIE 9.16. Obliczy¢ iloczyn macierzy
A=[2 -3], B=[ﬂ.

Rozwiazanie. Mnozenie AB jest wykonalne, bo A jest wymiaru 1x2, a B wymiaru
2x 1. Mamy
1 4
1

2 3|5
a wiec AB=[5].

Zauwazmy, ze¢ W tym przypadku mnozenie BA jest réwniez wykonalne, bo liczba
kolumn pierwszego czynnika jest 1 i réwna jest liczbie wierszy drugiego czynnika. Schemat
Falka daje

l| 2 -3

4 ‘ 8 —12

1{2 -3
a wigc AL 8 —12

2 =3

Widzimy wiec, 2e AB#BA.

Z powyzszych przykladéw wnioskujemy, Ze mnoZenie macierzy nie jest przemienne,
przy czym jesli iloczyn AB istnieje, to iloczyn BA moze nie istnie¢, a jesli istnieje, to na ogét
BA#AB.

ZADANIE 9.17. Obliczy¢ iloczyn macierzy A i macierzy jednostkowej I, gdzie

ab
A=|c d|.
e f

Rozwiazanie. Macierz A jest wymiaru 3 x 2, wigc aby iloczyn Al istnial, musimy jako
macierz jednostkowa wziaé macierz stopnia drugiego, tzn. wymiaru 2 x 2. Mamy

o3

e——
ab

ab
cd

cd
eflef

a wicc AI=A.
Obliczmy jeszcze TA. Zauwazmy, ze aby ten iloczyn byl wykonalny, jako macierz

jednostkowa musimy teraz wziaé macierz stopnia trzeciego, tzn. wymiaru 3x 3. Stosujac
~ schemat Falka otrzymujemy

—

ab
cd
e f
ab
cd
ef

100
010
001

a wigc JA=A.
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Mozna wykazaé¢ ogdlnie, ze dla dowolnej macierzy A zachodzq zwigzki
(9.7.6) AlI=A oraz TA=A.

W obu réwnosciach I oznacza macierz jednostkowa, ale w kazdej z tych dwéch réw-
no$ci I moze byé macierza innego stopnia.

Uwaga. Macierz jednostkowa przy mnozeniu macierzy spetnia wigc analogiczna role
jak liczba jeden przy mnozeniu liczb:

a*l=a oraz 1l-a=a.

ZADANIE 9.18. ZnaleZ¢ iloczyn macierzy

12
2 -4 3
A=[_; T¢ _3]*0. B=|5 10]20.

6 12

Rozwiazanie. Macierz A jest wymiaru 2 x 3, a macierz B wymiaru 3 x 2, wigc iloczyn
jest wykonalny; w wyniku otrzymamy macierz typu 2x2, tzn. macierz kwadratowa.
Stosujemy schemat Falka

12
1510
Y612
2 -4 3|00
-12 6-3|0 0

a wigc AB=0.
Otrzymali$my interesujacy wynik, mianowicie, ze iloczyn dwéch macierzy niezerowych
moze byé réwny macierzy zerowe;j.

Uwaga. Analogiczna wlasno§é dla iloczynu dwdch liczb nie zachodzi, mianowicie
iloczyn dwéch liczb, z ktérych zadna nie jest zerem, nie moze si¢ réwnaé zeru.

Natomiast inng wlasno§¢ analogiczna do wlasnosci iloczynu liczb ma iloczyn dwéch
macierzy:

(9.7.7)  Iloczyn dwdéch macierzy, z ktérych przynajmniej jedna jest macierzq zerowa,
réwna sie macierzy zerowej:

AO=0 oraz OA=0.

Zwroémy uwage na fakt, ze kazdy z czterech symboli O macierzy zerowej moze ozna-
czaé inna macierz zerowa.

ZADANIE 9.19. Pomnozyé macierz A przez macierz zerowa O, gdzie

abc
A_[def'

Rozwigzanie. Poniewaz macierz A jest wymiaru 2x 3, wigc aby mnozenie bylo
wykonalne, jako macierz zerowa trzeba przyja¢ macierz wymiaru 3 x k, gdzie k (liczba
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kolumn) moze byé dowolna: k=1, 2, ... Mamy

k kolumn
00..0
00..0
00..0
abc|00..0
def|00..0

a wiec AO =0, ale macierz O z lewej strony tej réwnosci jest typu 3x k, a macierz O z pra-

wej strony jest typu 2 x k.
Tloczyn macierzy przez macierz, przy zatozeniu, ze wszystkie dzialania ponizej uzyte
sa wykonalne, ma wlasnos¢ #qcznosci, tzn.

9.7.8) (AB)C=A(BC)=ABC,
oraz wlasno$¢ rozdzielnosci (zaréwno wzgledem dodawania jak i odejmowania), tzn.
9.7.9) (A+B)C=AC+BC, C(A+B)=CA+CB.

Wezmy macierz kwadratowa A= [ax] G, k=1, 2, ..., n); jesli dopelnieniem alge-
braicznym elementu ay, (patrz § 9.1) jest Ay (i, k=1, 2, ..., n) i zamiast kazdego elementu
macierzy A umiescimy jego dopetnienie algebraiczne A, , a nast¢pnie z powstatej macierzy
utworzymy macierz przestawiona (transponowang), to otrzymana macierz nazywamy
macierzq dofqczonq. Krdcej: macierz dotqczona jest to przestawiona macierz dopehnien
algebraicznych. Macierz dolaczona oznaczamy symbolem AP, tzn.

All A21 e A"l
_ A12 A22 eee All2

..........

Macierzq odwrotng A™' macierzy kwadratowej A nazywamy macierz, ktéra spelnia
réwnosci

(9.7.10) AA"!=I, A7'A=I,

gdzie I oznacza macierz jednostkowa odpowiedniego wymiaru.
1

Uwaga. Jak wiemy, odwrotnoscia réznej od zera liczby a nazywamy liczbe lla=a™"';
spelnia ona warunek a-a”'=1. Widzimy, Ze macierz odwrotna spelnia podobna role.

Nastepujace twierdzenie podaje warunek wystarczajacy istnienia macierzy odwrotnej:

Jeseli macierz kwadratowa A=[ay] jest macierzq nieosobliwg, tzn. det A#0, to istnieje
do niej dokladnie jedna macierz odwrotna A1, ktéra jest réwna macierzy dolqczonej po-
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mnozonej przez odwrotno$é wyznacznika danej macierzy, tzn.

A A A

A 4 A

1 Ay, A A
9.7.11) A= AP | 112 722 nZ
A A A A

..........

Natomiast wyznacznik macierzy odwrotnej jest réwny odwrotnosci wyznacznika macierzy
danej, tzn.

1
(9.7.12) detA™'=——

detA’

ZADANIE 9.20. Wyznaczyé macierz odwrotng macierzy
273
A=1]39 4].
153
Rozwigzanie. Obliczmy najpierw warto$é¢ wyznacznika macierzy A, aby przekonaé

si¢ czy macierz odwrotna A~ istnieje. Otrzymujemy

2
detA=|3
1

wn O

3
4)=54+45+28—-27—-40-63=—-3.
3

Poniewaz det A= —3+0, wigc macierz A jest macierza nieosobliwa, a wiec macierz od-
wrotna istnieje.

Tworzymy wigc macierz minoréw [My] danej macierzy A, wpisujac na miejsce kazdego
elementu odpowiadajacy mu minor:

94 |34 |39

53 (13 (15
7 5 6

7 3 123 127
[Mik]= =16 3 3
S3 |13 |15 1 -1 —3

7 3 123 27

(194 34 |39

Stad otrzymujemy macierz dopelniefi algebraicznych [4;], mnozac wszystkie minory
przez (—1)"**, gdzie i jest wskaznikiem wiersza, a k jest wskaZnikiem kolumny. Otrzy-
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mujemy macierz

7 -5 6
1 1 -3

Transponujac t¢ macierz otrzymujemy macierz dotaczona AP macierzy A:

7 -6 1
AD=[AI'1]T= —5 3 1
6 -3 -3

Macierz odwrotnag A~! macierzy A otrzymujemy mnoZac macierz dolaczona przez od-
wrotno$é wyznacznika macierzy A, tj. przez —%, czyli mnozac kazdy jej element przez
—1. Ostatecznie wigc

2
-1 -
1

— W]

Jako éwiczenie zaleca si¢ czytelnikowi sprawdzenie iloczynu

273 [-3 2 -3 100
394 $ -1 =i|=|010].
153 -2 1 1] |oo01

Uwaga. Wezmy teraz pod uwagg zbidér wszystkich macierzy pewnego ustalonego wy-
miaru mxn. W zbiorze tym okreslilismy operacj¢ dodawania za pomocg wzoru 9.7.1)
oraz operacje mnozenia przez liczbe za pomoca wzoru (9.7.3). Przy tak okre$lonych dzia-
laniach zbi6r macierzy jest zbiorem liniowym. Podamy ogdlnie definicje przestrzeni liniowej
(inna nazwa zbioru liniowego), ktéra w nowoczesnej matematyce odgrywa coraz to wigksza
role.

Przestrzenig liniowq nad cialem liczb rzeczywistych R nazywamy zbiér X, w ktérym
okreslone sa dwie operacje:

a) dodawanie elementéw zbioru X,

b) mnoienie elementu zbioru X przez liczbe rzeczywistq W taki sposob, ze s3 spelnione
nastepujace aksjomaty:

1° (a+b)+c=a+(b+c), czyli dodawanie jest iaczne,

2° g+b=b+a, czyli dodawanie jest przemienne,

3° (a+b=a+c)=(b=c), czyli zachodzi tzw. prawo redukcji,

4° «(pa)=(ap)a,

5° a(a+b)=aa+fb,

6° (¢ +pB)a=waa+pa,

7° 1-a=a;
przy zapisie tych siedmiu aksjomatéw litery lacifiskie oznaczaja elementy przestrzeni
liniowej X, a litery greckie — liczby rzeczywiste.
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Nietrudno jest wyprowadzi¢ nastepujace wnioski z podanych aksjomatéw:

1. Jakiekolwiek weZzmiemy dwa elementy przestrzeni liniowej a i b, to zawsze 0-a=
=0-b. Ten element przestrzeni liniowej X réwny 0-a, gdzie a jest dowolnym elementem
przestrzeni X, nazywamy elementem zerowym przestrzeni X (lub krétko: zerem przestrzeni
X) i oznaczamy symbolem 6. Latwo wykazaé, ze dla kazdego elementu b przestrzeni X
zachodzi réwno$é b+0=5b.

2. Jakikolwiek wezmiemy element a przestrzeni X, to mamy a+(—1)a=0. Element
(—1Na nazywamy elementem przeciwnym do elementu a i oznaczamy symbolem —aq.

3. Réwnanie a+x=5, gdzie a i b oznaczajg dane elementy przestrzeni X, natomiast
x oznacza taki poszukiwany element przestrzeni X, dla ktdrego zachodzi podana réwnos¢,
ma zawsze dokladnie jedno rozwiazanie: x=5b+(—1)a. Stad wynika, ze w przestrzeni
liniowej mozna zawsze okresli¢é w sposSb Jjednoznaczny operacje odwrotna do operacji
dodawania, ktéra nazywamy operacjq odejmowania, a ktdra okreSlamy w nastepujacy
sposob: a—b=a+(~1)b.

W analogiczny sposéb jak przestrzen liniowa nad ciatem liczb rzeczywistych definiuje
si¢ przestrzen liniowq nad ciatem liczb zespolonych. .

Czytelnik moze sam latwo udowodnié, Ze zbidr wszystkich macierzy ustalonego wy-
miaru mxn przy dziataniach okreslonych wzorami (9.7.1) i (9.7.3) jest przestrzenia li-
niowa nad cialem liczb zespolonych.

Wezmy teraz z kolei pod uwage zbiér wszystkich macierzy kwadratowych pewnego
ustalonego stopnia n. W zbiorze tym oprécz dziatann dodawania elementéw i mnozenia
elementu przez liczbg mozemy wykonywa¢ dzialanie mnozenia elementéw tego zbioru
przy uzyciu wzoru (9.7.4). Przy tak okreslonych dzialaniach zbiér wszystkich macierzy
kwadratowych ustalonego stopnia n jest pierscieniem liniowym. Podajmy ogélnie definicje
pierscienia liniowego.

Pierscieniem liniowym nad ciatem liczb rzeczywistych (zespolonych) nazywamy zbiér P,
ktéry jest przestrzenia liniowa nad ciatem liczb rzeczywistych (zespolonych) i w ktérym
jest okreslona dodatkowo ’

¢) operacja mnozenia elementéw zbioru P w ten Sposob, ze oprdcz siedmiu aksjomatow
przestrzeni liniowej sa spelnione nastepujace dodatkowe aksjomaty:

8° (ab)c=a(bc), czyli mnozenie elementéw jest laczne,

9° a(b+¢)=ab +ac, czyli mnozenie Jest rozdzielne wzgledem dodawania lewostronnie,

10° (a+b)c=ac +bc, czyli mnozenie jest rozdzielne wzgledem dodawania prawostronnie.

Natomiast mnozenie elementéw piericienia jest na ogét nieprzemienne, tzn. na ogét
jest ab#ba.

Jednosciq pierScienia nazywamy taki element pierécienia e, Ze dla dowolnego elementu
pierscienia a zachodzi réwno$¢ ae=eq=a. Pier$cien liniowy moze (ale nie musi) posiadaé
jednosé.

Czytelnik sam udowodni, ze zbiér wszystkich macierzy kwadratowych ustalonego
stopnia » przy dzialaniach okre§lonych za pomoca wzoréw (9.7.1), (9.7.3) i (9.7.4) jest
pierécieniem liniowym nad cialem liczb zespolonych z jednoscia, ktéra jest macierz jednost-
kowa I, (patrz str. 166).
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§ 9.8. ZAPIS MACIERZOWY UKLADU ROWNAN LINIOWYCH

Wykorzystamy obecnie nasze wiadomosci o macierzach do ukladéw réwnan linio-
wych. Zauwazmy, Ze uklad n réwnan liniowych (jednorodnych albo niejednorodnych)
z n niewiadomymi

g X +a;%X;+... +a1,X,=by,
Az1 %y +822 X3 +... +a2, %, =b3,
(08.1) e e e
Qpy X1 Ay X5+ ... + gy Xy=Db,,

moze by¢ zapisany w tzw. postaci macierzowej

;1 Q32 - Qqp X3 by
a,, Gz3 ... @ X b
9.8.2) 2 =172 =1
Ay Gpz2 .- Qpp Xn bn

Oznaczajac macierz wspétczynnikéw przez W, macierz kolumnowa niewiadomych przez X,
a macierz kolumnowa wyrazéw wolnych przez B, mozemy zapis ukladu (9.8.1) lub réw-
nowazny mu zapis macierzowy (9.8.2) uja¢ krétko:

(9.8.3) WX=B.

Pomnézmy réwnanie (9.8.3) lewostronnie przez macierz W~! (przy zalozeniu, 2¢ ma-
cierz W jest nieosobliwa, tzn. det W#0), tzn. przez macierz odwrotna wzgledem macierzy
wspétczynnikéw W, obie strony tego réwnania macierzowego; otrzymujemy

(9.8.4) W lwX=W!B.
Ale wedlug (9.7.10) W™!W=I, a wedlug (9.7.6) IX=X, wiec
9.8.5) X=W~'B.

Jest to rozwiazanie ukladu (9.8.1) (przy zalozeniu, Zze wyznacznik wspolczynnikow
det W#0) w postaci macierzowe;.

Otrzymane rozwiazanie (9.8.5) jest oczywiscie identyczne z rozwigzaniem za pomoca
wzoréw Cramera (9.4.3), ale w znacznie prostszej postaci.

§ 9.9. PRZEKSZTALCENIA LINIOWE

Powréémy do ukladu n réwnan liniowych (9.8.1) z n niewiadomymi z ta réznica,
ze prawe strony tych réwnan bedziemy traktowali jako zmienne, dlatego oznaczmy je przez
) Yas e yn:

aj x1+a;x,+...+ax, =y,

(991) alel+022X2+...+02,.x,,=y2,

...................

Apy Xy +an2 X2 +... +annxn=yn .
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Gdy zmienia¢ si¢ beda wartosci x,, x,, ..., x,, wowczas w zaleznosci od nich zmieniaé
si¢ beda wartosci y,, y,, ..., V.

Przeksztalcenie postaci (9.9.1) wyrazajace zmienne Yis Y25 +-., Yo Z4 pPOMOC3 zmien-
nych x;, x,, ..., x, nazywamy przeksztalceniem liniowym punktéw o wspétrzednych
(X1, X2, ..., X,) (tzw. przestrzeni n-wymiarowej) w punkty o wspétrzednych (y1,¥,,..., ¥a)
(tejze przestrzeni).

Przeksztalcenie to da si¢ zapisaé w postaci jednej réwnosci macierzowej

Ay Q12 -.. Ay, X1 Y1
azy Q32 ... Az, | X2 172
. A I
anl (22 App Xp Yn
albo jeszcze krécej:
WwWX=Y,

gdzie W jest macierza wspolezynnikéw, X jest macierzag kolumnowg zmiennych x,, x,,
-+ Xp, @ Y — macierza kolumnowa zmiennych y,, y,, ..., Y-

Zalézmy teraz, ze przeksztalcenie liniowe (9.9.1) jest nieosobliwe, tzn. ze macierz W
tego przeksztalcenia jest nieosobliwa, i pomnézmy lewostronnie obie strony ostatniej
réwnosci macierzowej przez macierz odwrotng W™ 1; wéwczas otrzymamy po zastosowaniu
wlasnosci (9.7.10) i (9.7.6):

X=W"ly.

Poniewaz macierz W™ jest wymiaru n x n, a macierz Y wymiaru n x 1, wigc prawa strona
jest macierza wymiaru nx 1, tzn. kolumnowa. Ostatnia réwnogé po zastosowaniu wzoru
(9.7.11) i pomnozeniu macierzy przyjmie postaé

R Wy -~
— 1ty

X1 W Y1 W V2 W Yn
W, W, W,

X2 |= —ul,zh +'—W2)’2+-~-+ W Yn
Wln W2n nn

X, + ...+ ,

w2 w o

Ale z réwnosci dwoch macierzy wynika n nastepujacych réwnoscei:

Wiy W, W,
xl="W1J’1+Wl)’z+---+Wl}’m
4 W; W2
(9.9.2) xz=_ul,2)’1+—u2,2."2+---+w‘ym
W'l W nn
K=Y Ly ey
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Przeksztalcenie to nazywamy przeksztalceniem liniowym odwrotnym wzgledem prze-
ksztalcenia liniowego (9.9.1).

Z postaci (9.9.2) wnioskujemy, ze macierz przeksztalcenia liniowego odwrotnego
jest macierza odwrotna wzgledem macierzy danego przeksztalcenia liniowego.

9.10. MACIERZ ORTOGONALNA

Zacznijmy od przykladu. Z geometrii analitycznej plaskiej wiemy, Ze wspotrzedne
punktu (x, y) po obrdceniu go dookola poczatku uktadu wsp6irzednych o kat « w dodat-
nim zwrocie zmienia si¢ na (x,, ¥,), przy czym

x,=xcosa—ysina,
yi=Xxsina+ycosa.

Jest to przeksztalcenie liniowe punktéw plaszczyzny (x, y) na punkty tejze plaszczyzny
o wspétrzednych (xy, y) (por. § 9.9). Macierz tego przeksztaicenia liniowego

9.10.1) w=[cosoc —sina]

sine  cosa
jest macierza nieosobliwa, gdyz

cosa —sina .
detW=| . =cos?a+sinZa=1#0.
sinoe  cosa

Tworzac macierz dopelnieri algebraicznych macierzy W, a nastgpnie z niej mélcierz
przestawiona, otrzymujemy macierz dolaczona WP, a poniewaz mnozenie jej przez
1/det W=1 nie dokona w niej zmian, wigc macierza odwrotng W™ ! bedzie macierz

-1_| cosa sina
(9.10.2) w —[—sina COSOC]'

Ale macierz ta jest jednocze$nie macierza przestawiona (transponowana) macierzy W:
(9.10.3) W l=WT,

Jest to prosty przyklad tzw. macierzy ortogonalnej.
Przejdziemy do rozwazan ogdlnych. Rozpatrzmy macierz

ayy gz ... Q4
a a . a

A= 21 22 2n ;
apy Gn2 Aun

macierz A nazywamy macierzq ortogonaing, jesli odwrotna do niej macierz A™* réwna si¢
macierzy przestawionej AT, tzn. gdy

(9.10.4) A7'=AT,
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Gdy macierz A jest macierza ortogonalna, wéwczas
(9.10.5) AAT=AA"'=1 oraz ATA=I.
Z tych réwnosci wynikaja nastgpujace wlasnosci macierzy ortogonalnej:

(9.10.6)  Suma kwadratow wszystkich elementéw dowolnego wiersza oraz dowolnej kolumny
macierzy ortogonalnej réwna sie 1, tzn.

al +ah+...+ak=1 dia i=1,2,..,n
oraz
ale+ad+...+ai=1 dla k=1,2,..,n.

(9.10.7)  Suma iloczynéw wszystkich odpowiednich elementéw dwéch réZnych wierszy
oraz dwdch réznych kolumn macierzy ortogonalnej réwna sie zeru, tzn.

a1 dj+app a5 +...+a,a;,=0 dla i#j,i,j=1,2,..,n

oraz
ayaytazyay+..+a,a,=0 dla k#l, k,1=1,2,...,n.

Czytelnik zechce sprawdzi¢ te wlasnosci na przykladzie macierzy ortogonalnej W
okreslonej wzorem (9.10.1).
Na koniec zauwazmy, ze z réwnosci (9.10.5) wynika réwnos¢ dotyczaca wyznacznikSw:

det A-det AT =detI,
ale det AT=det A, det I=1, wigc (det A)2=1, skad
(9.10.8) detA=+1.

WykazaliSmy wiec, ze wyznacznik macierzy ortogonainej moze byé¢ tylko réwny +1
albo —1.

§ 9.11. ROWNANIE CHARAKTERYSTYCZNE (WIEKOWE) MACIERZY

Z danej macierzy kwadratowej A stopnia » o elementach a,, (i, k=1, 2, ..., n) utwoérzmy
nowa macierz, odejmujac zmienng A od wszystkich wyrazéw polozonych na przekatnej
gléwnej, a pozostale wyrazy pozostawiajac bez zmiany; otrzymujemy nowa macierz.
Przyréwnujac do zera wyznacznik tej macierzy

ay—4 ag as,
(9.11.1) Az a;,—A ... a,, -0
alll anz a,m A.

otrzymujemy réwnanie stopnia n wzgledem A, ktére nazywamy réwnaniem charakterys-
tycznym (lub wiekowym) macierzy A. Pierwiastki tego réwnania, rézne od zera dla ma-
cierzy nieosobliwej, nazywamy wartosciami wlasnymi macierzy A.
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ZADANIE 9.21. Znalezé wartosci wlasne macierzy

21
A-_[l 5

Rozwiazanie. Tworzymy réwnanie charakterystyczne tej macierzy

2-21
1 5-4

-o.

skad
2-2)(5-4)—1=0, czyli A*-72+9=0.

Poniewaz A=49—36=13>0, wigc réwnanie charakterystyczne ma dwa pierwiastki
rzeczywiste

a=10-V13), AL=10+J13).
93 to wartosci wlasne macierzy A.

ZADANIE 9.22. Sprawdzi¢, ze macierz A z poprzedniego zadania jest pierwiastkiem
macierzowym swojego réwnania charakterystycznego.
Rozwiazanie. Mamy wykazaé, Ze spetnione jest réwnanie macierzowe

A’—7A+91=0,

gdzie I oznacza macierz jednostkowa, a O — macierz zerowa. Wykonajmy dzialania na ma-
cierzach po lewej stronie ostatniego wyrazenia:

2 2 1] [21]_,.121 J10]_
A—7A+9l—|:15 15 7 15+9 01l"
[2-2+41-1 2-1+1-5|_ 14 7 + 90| (00 -0
{12451 1-1+5-5 7351709 oo
zgodnie z trescia zadania. Nie jest to bynajmniej przypadek, zachodzi bowiem nastepujace

twierdzenie Cayley-Hamiltona:

(9.11.2) Dowolna macierz kwadratowa jest pierwiastkiem swego réwnania charakterys-
tycznego.

Zadania

Obliczyé wyznaczniki (zad. 9.23 - 9.28):

1345 0502 0abc
3002 8345 1x00
9.23.5127. 9.24.7214 9.25.10y0
2003 0401 100:z
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214353 765442

568742 978933

897600 749700
9.26.235400. 9'27'536100' 9.28.

430000 005600

6 50000 0068 00

IX. Macierze, wyznaczniki, réwnania liniowe

W= W H ON
N = 00 W AW
OO W= OO

OO N= OO0

SO AN WM

=1 e

Nie rozwijajac wyznacznikéw wykazaé, ze przy dowolnych wartoéciach liczbowych
a, b, c, m, n, p, r, s, t zZachodza réwnosci (zad. 9.29 - 9.30):

a—b m—n r—s a b+c m
929, [b—¢c n—p s—t[=0. 930. |b c+a m|=0.
c—a p—m t—r c at+b m
Obliczy¢ wyznaczniki (zad. 9.31 - 9.34):
2 1 2 3 2 3 4 -3 -1 2
3 -2 7 S5 -1 -5 6 5 2 3
931. 3 —1 -5 -3 -2{. 932. | 4 -9 -3 7 -5|.
5 —6 4 2 —4 -1 -4 1 1 =2
2 -3 3 1 -2 -3 7 5 2 3
11 1 0 0
12 3 0 0
933. 01 1 1 1
0 x; X3 X3 X4
0 x? x32 x3 x2
a1 Gx2 a3 cee Q4,2n-2 ai, 2n—-1 Q1,2
0 az; ass e G3,2n-2 az,2n-1 0
0 0 Qs cee a3,2,,_2 0 0
934 | . . . i e e e e e e e e e .
0 0 An-2,3 -+ @2p-2,20-2 0 0
0 An—1,2 O2n-1,3 -+ 2n-1,2n-2 G2n-1,20-1 O
Q2n,1 G2n,2  Q2n,3 oo+ Q2p,2n-2  G2p,22-1 Q2n, 2n
Rozwigzaé nastepujace uklady réwnan (zad. 9.35 - 9.38):
9.35. 2x—3y=3, x+2y=5. 9.36, 6x—4y=5, 9x — 6y=2.

9.37. 3x+5y=5, x—2y=9.

9.38. 2x—4y=10, 5x—10y=25.

Rozwiazaé i przedyskutowaé w zaleznosci od parametru &k nast¢pujace uklady réwnath

(zad. 9.39 - 9.40):

9.39. (k—2)x+(2—k)y=3k—6, (2k* —8)x—(3k—6) y=10—5k.
9.40. kx+4y=2k, 9x+ky=18.



Zadania 181

Rozwiazaé nastepujace uklady réwnan (zad 9.41 - 9.44):

941. x+2y+3z=14, 3x+y+2z=11, 2x+3y+z=11.

942 2x—y+z=1, 3x+y—2z=0, x—3y—z=2.

9.43. 5x—3y+2z=3, 4x+5y—3z=21, 5x-2y—3z=—-12.

9.44. 3x+12y+5z+43=0, 5x—3y—10z+76=0, 4x—17y+2z—-23=0.
Rozwiazaé nastepujace réwnania jednorodne (zad. 9.45 - 9.46):

9.45. 4x—-3y=0. 9.46. 2x+5y—4z=0.

Rozwigzaé i przedyskutowaé w zaleznosci od parametru k réwnania jednorodne
(zad. 9.47 - 9.48):

9.47. (k—2)x+(12—-3k?) y=0. 9.48. (k—S5)x—3y=0.
Rozwigza¢ nastepujace uklady réwnan jednorodnych (zad. 9.49 - 9.56):
9.49. 4x—6y=0, 6x—9y=0. 9.50. 2x+3y=0, 3x—5y=0.
9.51. kx+9y=0, 4x+ky=0. 9.52. 2x—ky=0, kx+4y=0.
9.53. 2x—12y +62z=0, 5x—30y +15z=0.

9.54. 4x—6y+10z=0, 6x—9y—152=0.

9.55. 2x—4y=0, 5x—10y=0, 3x+5y=0.

9.56. 4x—6y=0, 6x—9y=0, 2x—3y=0.

Rozwiazaé nastgpujace uktady réwnan (zad. 9.57 - 9.66):

9.57. 2x+5y—8z=8, 4x+3y—9z=9, 2x+3y—5z=7, x+8y—Tz=12.

4x—6y+ 2z+ 3t=2, 3x—5y+2z+4t=2,
9.58. {2x—3y+ 5z+75t=1, 9.59. { Tx—4y+ z+3t=S5,
2x—3y—11z—15t=1. 5x+7y—4z—6t=3.
x+ y+3z—-2t+3u=1, x+2y+3z-2t+ u=4,
9.60. 2x42y+4z— t+3u=2, 9.61 ‘3x+6y+52—4t+3u=5,
3x4+3y+5z—2t+3u=1, T x4+2y+7z—4t+ u=11,
2x+2y+8z—3t+9%u=2. 2x +4y +2z~3t+3u=6.
3x4+2y+2z+42t=2, 8x +6y+5z+2t=21,
2x+3y+2z+5t=3, 3x+3y+2z+ t=10,
9.62. {9x+ y+4z—-5t=1, 9.63. {4x+2y+3z+ t= 8,
2x+2y+3z+4t=5, 3x+5y+ z+ t=15,
Tx+ y+6z— t=7. Tx+4y+5z+2t=18.
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2x+ 3y+ z+42t=4,
4x+ 3y+ z+ t=5,
9.64. ! Sx+11y+3z+42t=2,
2x+ Sy+ z+ t=1,
x— Ty— z+42t=T7.

3x—2y+5z+4t—-2=0, 6x+4y+5z+2t+3u=1,
9.65. { 6x -4y +4z+3t—-3=0, 9.66 3x+2y+4z4 t4+2u=3,
9x—6y+3z+2t—4=0. T 3x4+2y—-22+ ¢ =-7,

IxX+6y+ z+3t+2u=2.

Przedyskutowa¢ w zaleznosci od parametru k rozwiazalno$é nastepujacych réwnan
(zad. 9.67 - 9.68):

9.67. (k—1)x+(1—k¥)y=k>—1. 9.68. (2—k)x—(k*—4) y=8.

Obliczy¢ iloczyny macierzy (zad. 9.69 - 9.73):

3—2]34 abilap
9.69. [5 4 [2 5]. 9.70. [c d:l [7’ 5].
[1 0 0] [a b ] 100 ab c
9.71. |0 « O Xy z 972. |01 0f-|x y =z
00 1] |uv w 0 al uuvw
[1 0 0] [a b c]
973. |01 & xy z
00 1] juv w]

9.74. Czy iloczyn dwéch macierzy niekwadratowych moze by¢ macierza kwadratowa?

9.75. Jakie warunki powinny by¢ spetnione, aby iloczyn dwéch macierzy byt tego
samego wymiaru co a) jeden z czynnikéw, b) oba czynniki?

Obliczy¢ iloczyn macierzy (zad. 9.76 - 9.80):

52 231 [ 2 22 2
64 =35 . |-1-53 11
976- 19 2 _34|i| 16 248 -3
76 —47] | 8 160 —16

—
o

(=

) 37 Xy X,
9.71. [ f il7s]. 9.78. |y, v, i[Z‘ z‘].
- 2] Z, 2z, 2 "2

150].157 431 [-28 93] [7 3
9.79. [3 2 1] ! [2 3]‘ 9-80. [7 5] [ 38 —-126] [2 1]'

9.81. Czy kazde dwie macierze jednostkowe sa réwne?
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9.82. Czy przez pomnoZenie macierzy przez macierz jednostkowa Zmienia si¢ wymiar
macierzy?

9.83. Czy z réwnosci macierzowej AI=IA wynika, Ze macierze jednostkowe wyste-
pujace po lewej stronie i po prawej stronie réwnosci sa réwne?

9.84. Obliczyé iloczyn BA macierzy z zadania 9.18. Czy otrzymany iloczyn jest macierza
zerowa? Czy wiec z réwnosci macierzowej AB=0, przy zalozeniu, Ze iloczyn BA jest
wykonalny, wynika rowno$¢ BA=0?

9.85. Czy z réwnosci macierzowej A-Op =0p wynika, ze O =0, gdzic O oznacza
macierz zerowa z lewej strony réwnosci, a Op 0znacza macierz zerowa z. prawej strony
réwnosci.

9.86. Czy w iloczynie macierzowym OA =0 obie macierze zerowe moga by¢ tego
samego wymiaru?

9.87. Co otrzymamy, jesli przestawimy macierz przestawiong? Czemu si¢ réwna (ADT?

9.88. Co mozna powiedzieé o wyznacznikach danej macierzy kwadratowej A i macierzy
przestawionej AT?

9.89. Jaka jest macierz A, jesli A=AT?

9.90. Czemu si¢ réwna przestawiona macierz jednostkowa | 4

9.91. Je§li mnozenie macierzy A i B jest wykonalne, to czy wykonalne jest réwniez
mnozenie AT przez BT? Czy wykonalne jest mnozenie BT-AT? X

9.92. Co stanie sie z wyznacznikiem, je$li zamiast elementow pierwszego wiersza wpisze-
my elementy tego wiersza pomnozone przez 3 mniej elementy drugiego wiersza pomnozo-
ne przez 2?

Obliczy¢ potegi macierzy (zad. 9.93 - 9.94):

3 Qi n
003 |1 ~2[. 9.94, | 05 TRXY
3 -4 sina  cosa
9.95. Obliczy¢ potege macierzy diagonalnej (zera oznaczaja, ze wszystkie elementy
poza gléwna przekatna sa réwne 0):

Ay ol
VoS
0 An_|

Obliczyé macierze odwrotne macierzy (zad. 9.96 - 9.100):

9.96. | b]. 9.97. | ¢ s"‘“].
[ c d | —sina cosa
101 11 111..1
11 -1 -1 o111 ..1

9.98. 1 -1 1 -1 999. |00 1 ... 1
1 -1 -1 1 000 1
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1234 n—-1 n
0123 n—-2 n-1
9.100. 0012 n-3 n-2
0000 .. 1 2
0000 .. 0 1

Rozwiazaé réwnania macierzowe (zad. 9.101 - 9.103):
3 -2] [-12] 46|, 11
9.101. X [5 _4]=[_5 6 9.102. [6 9] X—[l l]'
36 2 4
9.103. X [4 8]=[9 18]'




Rozdzial X
BADANIE PRZEBIEGU ZMIENNOSCI FUNKCIJI

§ 10.1. TWIERDZENIA ROLLE’A I LAGRANGE’A

(10.1.1) TwWIERDZENIE ROLLE’A. Jezeli funkcja f(x) jest ciqgla w przedziale a<x<b
i jest rézniczkowalna wewngtrz tego przedzialu, przy czym f(a)=0, f(b)=0, to istnieje
co najmniej jeden punkt wewnetrzny tego przedzialu x=c taki, e pochodna w tym punkcie
[f(c) jest rowna zeru:
f'(©)=0 (a<c<b).
Geometrycznie oznacza to, Ze istnieje co najmniej jeden punkt wewnetrzny taki, Ze stycz-
na w tym punkcie krzywej jest réwnolegla do osi Ox (rys. 10.1).

4
Yy

b

N

Rys. 10.1
(10.1.2) TWIERDZENIE LAGRANGE’A O WARTOSCI SREDNIEJ (O PRZYROSTACH SKONCZO-
NYCH). Jezeli funkcja f (x) jest ciqgla w przedziale a<x<b i rézniczkowalna wewnqtrz tego
przedzialu, to istnieje co najmniej jeden punkt x = ¢ wewnqtrz tego przedzialu taki, ze

f(b)—f(a)_

b—a

Geometrycznie oznacza to, ze na luku 4B, ktdry jest wykresem linii y =/ (x), znajduje

si¢ co najmniej jeden punkt C, w ktérym styczna jest réwnolegla do cieciwy laczacej korice
A i B tego huku (rys. 10.2 na str. 186).

ok

f'(c) (a<c<b).

Zadania
10.1. Zastosowaé twierdzenie Rolle’a do funkcji y=x%—3x—4 w odpowiednim prze-
dziale. Sporzadzié¢ szkic.

10.2. Funkcja f(x)=1 —{/}2 ma dwa miejsca zerowe: x=—1 i x=1. Czy moZna za-
stosowaé twierdzenie Rolle’a do tej funkcji w przedziale —1<x<1? Wyjasni¢ graficznie.
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10.3. Funkcja f(x)=|x|—2 ma dwa miejsca zerowe: x=—2 i x=2. Czy mozna za-
stosowaé twierdzenie Rolle’a do tej funkcji w przedziale —2<x<2? Sporzadzi¢ wykres
1 wyjaénic.

10.4. Zastosowaé twierdzenie o wartoéci $redniej do funkcji f (x)=\/3—c, przyjmujac
a=1, b=9 i znalezé warto$¢ x=c, o ktérej mowa w twierdzeniu. Sporzadzi¢ szkic.

10.5. Czy mozna zastosowac twierdzenie Lagrange’a, do funkcji f (x) = 1/x w przedziale
—1<x<4? Podac¢ interpretacj¢ geometryczna.

10.6. Zastosowac twierdzenie Lagrange’a do funkcji f (x)=x*> w przedziale a<x<b
i znalez¢ warto$é x =c¢, o ktérej mowa w twierdzeniu.

10.7. Twierdzenie Lagrange’a moze byé napisane w postaci
fx+h)—f(x)=hf'(x+6h), gdzie 0<0<1.

Zastosowac tg posta¢ do funkcji a) f(x) =x2, b) f(x)=x3 i wykazaé, ze w przypadku:
a) 0 nie zalezy ani od wartosci x, ani od wartosci 4, b) 0 zalezy zaréwno od x, jak i od A.

§ 10.2. BADANIE PRZEBIEGU ZMIENNOSCI FUNKCJI. EKSTREMA FUNKCJI
Badanie przebiegu zmiennosci funkcji opiera si¢ na nastepujacych twierdzeniach
podstawowych (bedacych wnioskami z twierdzenia Lagrange’a):

(10.2.1)  Jezeli pochodna funkcji jest w pewnym przedziale dodatnia, to funkcja jest w tym
przedziale rosnqca.

(10.2.2)  Jezeli pochodna funkcji jest w pewnym przedziale ujemna, to funkcja jest w tym
przedziale malejgca.

(10.2.3)  Jezeli pochodna funkcji jest w kazdym punkcie pewnego przedziatu réwna zeru,
to funkcja ma w tym przedziale wartos¢ stalg.

Méwimy, ze funkcja y=f(x) ma w punkcie x, maksimum lokalne (minimum lokaline),
jezeli istnieje takie otoczenie punktu x,, ze dla wszystkich punktéw tego otoczenia za-
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chodzi nieréwnos¢
fx)<f(x0) (f(x)>f(x0)-

Maksima i minima funkcji nosza wspélna nazwe ekstremow funkcji.
Wyznaczenie ekstremum funkcji (maksimum lub minimum) opiera si¢ na nast¢pujacych

twierdzeniach:

A
(10.2.4) TwierDZENIE FERMATA. JezZeli funkcja rézniczkowalna y

w przedziale osiqgga w pewnym punkcie wewngtrznym x=Xx, tego
przedzialu ekstremum lokalne, to pochodna w tym punkcie f'(x,)
réwna si¢ zeru.

Twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe. Na przyklad 0 x
funkcja y=x> ma pochodng y'=3x? ktéra jest réwna zeru
dla x=0; w punkcie tym funkcja nie posiada ekstremum

(rys 10.3).
(10.2.5)  Jezeli pierwsza pochodna f'(x) dla x<x, jest ujemna
(dodatnia), dla x=x, jest réwna zeru, a dla x>x, jest do- Rys. 10.3

datnia (ujemna), co wyrazamy czesto krocej, méwiac: pochodna

przy przejsciu zmiennej x przez punkt x, zmienia znak z ujemnego na dodatni
(z dodatniego na ujemny), to funkcja y=f(x) osiqga ekstremum (minimum w pierwszym,
a maksimum w drugim przypadku).

§ 10.3. PUNKTY PRZEGIECIA

Punktem przegigcia wykresu funkcji y=1(x), gdy funkcja f(x) ma druga pochodna
ciagla, nazywamy taki jej punkt, w ktérym styczna do krzywej przechodzi z jednej strony
krzywej na druga.

Na przyklad poczatek uktadu wspSirzednych jest punktem przegiecia krzywej y=x3;
0§ Ox jest styczna do krzywej w punkcie (0, 0) i jednoczesnie przecina krzywa w punkcie
stycznosci (rys. 10.3).

Punkty przegiecia wyznaczamy za pomoca nast¢pujacych twierdzen:

(10.3.1)  Jezieli funkcja y=f(x) ma drugq pochodnq ciqgla, to w punktach przegiecia
wykresu funkcji druga pochodna f''(x) jest réwna zeru.

Twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe. Na przyktad druga pochodna dla funkcji
y=x*jest réwna zeru dla x =0, a wykres funkcji nie ma jednak punktu przegi¢cia (ma w tym
punkcie minimum).

(10.3.2)  Jezeli druga pochodna f''(x) dla x<x, jest ujemna (dodatnia), dla x=x, jest
réwna zeru, a dla x> x, jest dodatnia (ujemna), co wyrazamy krécej, méwiac: druga po-
chodna przy przejsciu przez punkt x, zmienia znak z ujemnego na dodatni (z dodatniego
na ujemny), to wykres funkcji y=f(x) ma punkt przegigcia w punkcie x,.
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§ 10.4. WYPUKEOSC 1 WKLESEOSC FUNKCJI

Niech beda dane dwie liczby x, <x,. Wypuklq kombinacjq (por. str. 149) tych liczb
nazywamy kazda liczbe postaci

(104.1) x,=ax; +(1—a)x,, gdzie 0<axl.
Czytelnik tatwo udowodni, ze kazda liczba postaci (10.4.1) spelnia nieréwnosé
(10.4.2) X1 < xa<X2

to znaczy, Ze kazda wypukla kombinacja dwéch liczb lezy na odcinku, ktérego koricami sa
te liczby.

Mdéwimy, Ze funkcja f(x) okre§lona w przedziale <b, ¢ jest wypukla w tym przedziale,
jezeli dla kazdej liczby x, postaci (10.4.1) przy dowolnych x, i x, z przedziatu b, ¢) za-
chodzi nieréwnos¢

(10.4.3) f(x)<ya, gdzie y,=af(x,)+(1—a)f(x,).

Na podstawie geometrii analitycznej wiemy, ze punkt (x,, y,), gdzie x, okre§lone wzorem
(10.4.1), a y, wzorem (10.4.3), lezy na odcinku, ktérego koricami sa punkty o wspéirzed-
nych M,(x;, y,) i My(x,,y,). Warunek (10.4.3) wypuklosci funkcji f(x) oznacza wiec
geometrycznie, ze tuk wykresu funkcji y=f(x) o koficach M, i M, znajduje si¢ catkowicie
ponizej cigciwy M, M, jakiekolwiek obierzemy punkty M, i M, wykresu funkcji wypuklej
(rys. 10.4a).

a) b)

Zachodza nastepujace twierdzenia:
(10.4.4)  Jezeli funkcja f(x) jest w przedziale {b, c) rézniczkowalna, a jej pochodna jest
w tym przedziale funkcjq rosnqcq, to funkcja f(x) jest w przedziale (b, c) funkcjq wypukiq.
(10.4.5)  Jezeli funkcja f(x) jest w przedziale (b, c) dwukrotnie rézniczkowalna, a Jjej
druga pochodna przyjmuje w tym przedziale stale wartosci dodatnie, to Sfunkcja f(x) jest
w przedziale {b, c) funkcjq wypuklq.

Aby udowodni¢ (10.4.4) wystarczy zauwazy¢, e nieréwnosé (10.4.3) jest rownowazna
nieréwnosci
(10.4.6) J(x)—=f(x,) sf (x2)—f (x2) ,

Xg— Xy X2—Xg

ktora, jezeli do obu stron zastosujemy wzor Lagrange’a, wynika z zalozenia, Ze pochodna
J'(x) jest funkcja rosnaca.
Twierdzenie (10.4.5) wynika z twierdzenia (10.4.4), poniewaz na podstawie wniosku
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z twierdzenia Lagrange’a, jezeli druga pochodna f"(x) jest w pewnym przedziale stale
dodatnia, to pierwsza pochodna f'(x) jest w tym przedziale funkcja rosnaca.

Méwimy, ze funkcja f(x) okreslona w przedziale <b, c) jest wklesla w tym przedziale,
jezeli dla kazdej liczby x, postaci (10.4.1) przy dowolnych x, i x, z przedziatu {c, d)»
zachodzi nieréwnosdé

(10.4.7) f(x)=y., gdzie  y,=af(x)+(1—a) f(x,).

Jezeli funkcja jest wklgsta, to tuk wykresu funkcji znajduje si¢ zawsze ponad cieciwa,
taczaca konce tuku (rys. 10.4b).

Jezeli funkcja f(x) posiada w przedziale {c, d) pierwszq pochodnq malejgcq lub drugq
pochodnq ujemnaq, to jest w tym przedziale funkcjq wkleslq.

Mozna wykaza¢, ze jezeli funkcja f (x) jest w przedziale (b, ¢) wypukla (wklesla) i dwu-
krotnie rézniczkowalna, to w kazdym punkcie wykresu funkcji styczna do wykresu znajduje
sie pod (nad) wykresem (patrz rys. 10.5).

Przy podanych definicjach wypuklosci i wklgstosci ksztalty wykresu odpowiadaja

naszemu wyobraZeniu wypuklosci i wklgstosci, jezeli patrzymy na wykres z kierunku, od-
powiadajacego ujemnemu zwrotowi osi rzednych.

A

Y Yy
ol x 0 x>

Rys. 10.5

ZADANIE 10.8. Zbada¢ przebieg zmiennosci tréjmianu kwadratowego y=ax2+bx +c.
Rozwiazanie. Obliczmy pochodne y'=2ax+b, y”=2a. Widzimy, ze y’'=0, gdy
=—b/2a. Wtedy mamy
=a i—b £+c_4ac—b2 -i
RV R P PE

gdzie 4 =b*—4ac (wyréznik tréjmianu kwadratowego).
Pochodna y” ma natomiast staly znak — taki, jak znak wspéiczynnika a. Rozréz-
niamy wigc dwa przypadki:

Przypadek 1: a>0. Wéwczas tabelka przebiegu zmiennoéci tréjmianu ma postaé

b
x — o0 _E + o
»’ +o + + + +o
¥ — - 0 + + o
y + N _4% A + o
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Krzywa jest wszedzie wypukla (bo y”’>0) i osiaga minimum przy x= —b/2a, miano-
WiCi€ Ymin= —Ad[4a. Jezeli 4<0, to minimum jest dodatnie i (jak wida¢ z tabelki) krzywa
nie przecina osi Ox. Jezeli 4>0, minimum jest ujemne i krzywa przecina o§ Ox w dwdéch
punktach. Wreszcie, jezeli 4=0, krzywa jest styczna do osi Ox w punkcie x= —b/2a.

Odpowiednie wykresy przedstawiaja si¢, jak na rysunku 10.6. Zauwazmy, ze we wszyst-
kich trzech przypadkach wierzchotek krzywej (najniZzej potozony punkt krzywej) ma
wspétrzedne (—b/2a, —A[4a).

|
(S5
S
>

=
x

Rys. 10.6

Zauwazmy jeszcze, ze tréjmian rozpatrywany mozna przedstawi¢ w postaci

(10.4.8) L bY _bi—dac
.q. =da X+—]) — .
4 2a 4q*

Jest to tzw. postac kanoniczna tréjmianu kwadratowego. Wynika z niej symetria krzywej
wzgledem prostej x= —b[2a, gdyz dla wartoéci x=—bf2a+k i x=—bf2a—k rzgdne y
sa réwne.

Przypadek 2: a<0. Wéwczas tabelka przebiegu zmiennosci tréjmianu ma postaé

x — © —il—:; + 0

y’ — 0 — — — —

y + + 0 - —®
A4

y © 7 %a X ©

Krzywa jest wklesla (y'<0) i osiaga maksimum dla x= —b[2a, mianowicie Ym.x=
= —A[4a. Mamy tutaj, podobnie jak poprzednio, trzy mozliwosci w zaleznosci od znaku
wyréznika 4 (rys. 10.7).

Wierzchotek (tutaj najwyzszy punkt krzywej) ma wspotrzedne (—b[2a, —4/4a) i krzy-
wa jest symetryczna wzgledem prostej x= —b/2a.
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ZADANEE 10.9. Zbadaé przebieg zmiennosci funkcji
(1) y=x>+3x*-9x—-2.
Rozwiazanie. Funkcja jest okreslona dla wszystkich wartosci x. Obliczmy po-

chodna y =3x*+6x—9=3(x>+2x—3). Szukamy miejsc zerowych pochodnej rozwia-
zujac réwnanie
x*+2x—3=0.

Pierwiastkami' tego réwnania sa x=—3 oraz x=1. Otrzymujemy w ten sposdb wszystkie
wartodci x, przy ktorych funkcja moze osiagnaé ekstremum.

|
S
(S

]
ol
Q

Rys. 10.7

Zbadajmy znaki pochodnej. Pochodna y’ jest tréjmianem kwadratowym; przy war-
tosciach x zawartych poza pierwiastkami, tzn. dla x< —3 albo x>1, pochodna y’ ma
znak dodatni (zgodny ze znakiem wspélczynnika przy x2), a migdzy pierwiastkami, tzn.
dla —3<x<1, pochodna y’ ma znak ujemny.

Jezeli oznaczymy wyraZenie stojace po prawej stronie réwnosci (1) przez f(x), to

f(=3)==27427+27-2=25, f(1)=1+3-9-2=—7.

Cheac znalezé ewentualne punkty przegiecia, szukamy miejsc zerowych drugiej po-
chodnej

y'=6x+6=6(x+1).

Widzimy, Ze y"' =0, gdy x= —1. W punkcie x= —1 druga pochodna zmienia znak, a wiec

krzywa y=f(x) ma punkt przegiecia. Dla x < —1 druga pochodna jest ujemna, a wigc

krzywa jest wklgsta; dla x> — 1 druga pochodna jest dodatnia, a wigc krzywa jest wypukia.
Ukiadamy tabelke przebiegu zmiennosci danej funkcji:

x — -3 —1 1 + o0
v — - - - 0 + + + +©
¥ 4 + 0 - — - 0 + +o
y — A 25 N 9 N -7 A + o
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Wykreslamy krzywa y=x?+3x2—9x—2 (rys. 10.8, na rysunku tym na osi Oy przyjeto
skale mniejsza). Jest to parabola stopnia trzeciego.

Uwaga. Z wykresu mozemy odczytaé ilo§¢ pierwiastkéw réwnania f (x) =0. Widzimy,
Ze réwnanie to ma trzy pierwiastki x;, x,, x5 spelniajace nieréwnosci x, < —3, —3<x,<1,
x3>1.

Rys. 10.8

Pierwiastkéw catkowitych wielomianu f(x) szukaé nalezy wéréd podzielnikéw wyrazu
wolnego —2. Znajdziemy pierwiastek x=2, bo istotnie f(2)=0. Stosujemy twierdze-
nie Bézout (por. str. 139).

Dzielimy wobec tego wielomian f(x) przez x—2 i otrzymujemy

x*+3x2—9x —2=(x—2)(x® +5x +1).

Pozostale pierwiastki obliczymy z réwnania x2+5x+41=0. Stad

-5-421 —5+4/21
x1=-——2—\/——-N~— ,8, x2=——'2\/—z—0,20

Ostatecznie mozemy badana funkcj¢ napisaé w postaci
y=(x=2)(x—x;)(x—x,).
ZADANIE 10.10. Zbada¢ przebieg zmiennosci funkcji
y=x(x—-1)(x—2)

Rozwigzanie. Obliczamy pochodna, stosujac wzér na pochodna iloczynu trzech
czynnikow:

(10.4.9) (uow)' =u'vow +uv'w +uvw'.
Otrzymujemy wiec
¥ =3x"(x—1)(x=2)* +x3(x —2)? +2x3(x = 1) (x —2) =
=x}(x—2)(3(x—1)(x—2) +x(x—2) +2x (x—1)).
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Po redukcji otrzymujemy
Y =x*(x=2)(6x>—13x+6), czyli y =6x*(x—2)(x—3)(x—3).

Punktami zerowymi pochodnej sa: x=0 (pierwiastek podwdjny), x=2, x=%, x=3.
Obliczamy wartosci funkcji y=f(x) dla wartosci x réwnych pierwiastkom pochodne;j:

2’ 33
f@=0, f@=0, [O=-% (D=3

Rys. 10.9

Jezeli idzie o znak pochodnej f'(x), to zauwazmy, Ze czynnik x? jest dodatni lub réwny
zeru. Na znak wigc wplywaja tylko czynniki x—2, x —4, x —4. Ukladamy tabelke¢ znakéw
pochodne;j.

x — o0 . 0 % % 2 + 00

x? + + o + | + |+ + |+ |+ ]|+ +
x—3 - - - | - ol + | + |+ | + | + +
x—3 - - - =1 -1 - o + | + | + +
x—2 - - -] -] =-]1-1-1- o | + +

y - - 0 - 0 + 0 - 0 + . +
Ukladamy tabelk¢ przebiegu zmiennosci danej funkcji:

x — 0 e 0 % % 2 + o

y — 00 — 0 — 0 + 1] - 0 + + o0

y to [N | 0N | =Rl AR N ]| 0| +o
Zauwazmy, Ze

lim f(x)=+00 i lim f(x)=+c0,

x—+— o x-++
a to dlatego, Ze f(x) jest wiclomianem stopnia parzystego (szdstego) i wspdiczynnik przy
x® jest dodatni (patrz zad. 5.11).
Wykres funkcji y=x3(x—1) (x—2)> podany jest na rysunku 10.9.
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ZADANIE 10.11. Zbadaé przebieg zmiennosci funkcji
_2x-3
x4l

Rozwigzanie. Jest to tzw. funkcja homograficzna (iloraz dwoch funkeyj liniowych).
Funkcja jest okreslona, gdy x+ 10, tzn. gdy x#—1.

Zbadajmy zachowanie si¢ funkcji w otoczeniu punktux=—1. Gdy x—»—1-0 (szukamy
granicy lewostronnej), to y—+ 0, a gdy x——1+0 (szukamy granicy prawostronne;),
t0 y——oo; w takim przypadku méwimy, ze prosta x= —1 Jest asymptota pionowa
krzywej y=f(x). Zauwazmy bowiem, ze gdy x=—1-0, to odlegtoéé punktu (x, y) wy-
kresu funkcji y= f(x) od prostej x=— 1 dazy do zera.

Zbadajmy granice funkcji, gdy x wzrasta nieograniczenie:

. 2x-3 . . 2x-3
lim =2 i lim
x=—w X+ x>+ X+

=2,

a wigc prosta y=2 jest dwustronna asymptota pozioma krzywej. Zauwazmy bowiem, ze
zarowno gdy x— o0, jak i gdy x— — o0 odleglo$¢ punktu (x, y) wykresu funkcji y=f (x)
od prostej y=2 dazy do zera.
Obliczamy pochodna
,_2(x+1)-(2x-3) S
x+1)*  (x+1)F

4
Dla x3 —1 pochodna y'=f"(x) Jest stale dodatnia, ¢
a wige funkcja y=f£(x) jest stale rosngca. w kazdym 2
przedziatéw (- oo, —1) oraz (=1,+00). 2
Ukladamy tabelke przebiegu zmiennosci danej funkgji: ", /—:

-1 c X
X — —1 + o ]

¥y 0 + +o | +o + 0

y 2 | | to| —0 | g 2 Rys. 10.10

Wykres funkcji przedstawia rysunek 10.10.

ZADANIE 10.12. Zbadaé przebieg zmiennosci funkc;ji
_ 1
y_l +x%

Rozwiazanie. Funkcja jest okreslona dla wszystkich wartosci x.
Obliczmy pochodna ’

_ —-2x

_(l +x%)?

Pochodna przybiera warto$é zerowa, gdy x=0. Dla x<0 Jest dodatnia, a dla x>0 jest

’

y
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ujemna. Obliczamy druga pochodna
_2(1 +x%)?-x-2(1 +x2)-2x=2(3x2—1).
1 +x?* (1+x%)?
Miano_wnik jest dodatni, a wigc znak y” jest zgodny ze znakiem 3x2—1. Gdy —4 \/3 <x<
<%} /3, druga pochodna f"'(x) jest ujemna, wiec krzywa y=f(x) jest wklesta, a dla

x<—1%./3 albo x>1./3 jest f"(x)>0, wiec krzywa y=f(x) jest wypukia.
Poza tym zauwazmy, Ze

’I——

1 1
lim ——=0 i lim

=0
x-'—ool +x x-o+ao1 +x2 ’

co dowodzi, ze 0§ Ox jest dwustronna asymptota pozioma krzywe;j.
Ukladamy tabelk¢ przebiegu zmienno$ci danej funkcji:

x — e | =3 L 0 W3 +o0
' 0 + 0 - - - 0 + 0
Y 0 + + + 0 - - - 0
y 0 A 3 A 1 N 3 N 0

Wykres funkcji podany jest na rysunku 10.11.
)

! X

Rys. 10.11

ZADANIE 10.13. Zbadaé przebieg zmiennosci funkcji

x2

=x2—4.
Rozwiazanie. Funkcja jest okre$lona, gdy x2—4#0, tzn. gdy x# —2 i x#2.
Obliczajac pochodna otrzymujemy

y

, —8x
Ve

Podobnie jak w poprzednim zadaniu: dla x <0 mamy y'>0 i funkcja f(x) jest rosnaca,
dla x=0 mamy y'=0 i funkcja f(x) osiaga maksimum, dla x>0 mamy y' <0 i funkcja
f(x) jest malejaca.

Zbadajmy zachowanie si¢ funkcji f(x) w otoczeniu punktéw x=-—2 i x=2. Gdy
x—-—2-0, to f(x)>+00, a gdy x—»—2+0, to f(x)—>—o0, a wigc prosta x=—2 jest
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asymptota pionowa krzywej y=f(x); natomiast gdy x—2—0, to f(x)=»—oc0, a gdy x—
-2+0, to f(x)—»+o0, a wigc prosta x=2 jest tez asymptota pionowa krzywe;j
y=f(x).

Nastgpnie badamy zachowanie sie funkcji /(x) w nieskoriczonosci:

lim y=1 i

X=* =00

lim y=1,
x=+ o
co dowodzi, ze prosta y=1 jest dwustronng asymptota pozioma krzywej.
Ukiadamy tabelkg¢ przebiegu zmiennoéci danej funkcji:

x — -2 0 e 2 .. +
y 0 + + + + 0 - —c0 —o0 -
y 1 |~ + o0 - | A 0|\ - +o | N\ 1
Wykres funkcji przedstawia rysunek 10.12.
Yy
7
!
-2 0] '\ 2 X
Rys. 10.12

ZADANIE 10.14. Zbadaé przebieg zmienno$ci funkcji

x2-3
y= x=2

Rozwiazanie. Funkcja jest okre§lona dla x#2.

Po podzieleniu licznika przez mianownik mozemy przedstawi¢ funkcje w postaci

1
( 1) =x+2+ x—z .
Obliczmy pochodng

, 1

x2—4x+3 (x—1)(x=23)
y=1 =

T(x=2? (=27  (x—2y

Pochodna jest réwna zeru przy x=1 oraz x=3 i wéwczas badana funkcja f(x) przybiera
wartosci f(1)=2, f(3)=6.
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Widzimy dalej, 2e
lim f(x)=—-o i lim f(x)=+o0,

x=+2-0 x=2+0
a wigc prosta x=2 jest asymptotg pionowa krzywej (1).
Moéwimy, e prosta y=ax+ b, a0, jest jednostronnq (dwustronnq) asymptotq ukosng
krzywej, jezeli zachodzi jedna (zachodza obie) z nastepujacych réwnosci:
lim (f(x)—ax—b)=0 1lub lim (f(x)—ax—b)=0.
x=+ 00 X——o0
(10.4.10)  Jezeli funkcja y=f(x) daje si¢ przedstawi¢ w postaci y=ax+b+g(x), przy
czym spelniony jest przynajmniej jeden z warunkow:

lim g(x)=0, lim g(x)=9,

x+—- x=+00

to prosta y=ax+b jest asymptotq ukosnq krzywej y=f(x) (por. tez str. 204).

A
Y

C

/0N
7

Rys. 10.13

[ SR

W tym przypadku dwustronng asymptota uko$na jest prosta y=x+2, gdyz

1
lim =0 i lim ——=0.

x—+ - X — x—+0 X—

Ukladamy tabelke zmiennosci danej funkcji:

x -—c0 1 2 3 4

Y 1 + 0 - — — 00 - 0 + 1

y —® A 2 N\ - + o N 6 A + o

Wykres funkcji przedstawia rysunek 10.13.
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ZADANIE 10.15. Zbadaé przebieg zmiennosci funkcji

B 2x2—5x+2
y-3x2—10x +3

Rozwiazanie. Oznaczamy prawa strong przez f (x) i rozkladamy licznik i mianownik
ulamka na czynniki:

2(x=3)(x-2)
3(x=H(x=3)
Zatem funkcja f(x) jest okreslona, gdy x#14 i x#3.
Po zrézniczkowaniu i redukcji otrzymujemy
, —S5(x+1) (x-1)
y = .,
9(x—D2x—3)

Punktami zerowymi pochodnej sa x=—1i x=1; w punktach tych funkcja f(x) przybiera
wartosci:

S(x)=

f(=D=5 i f()=;.

Dla —l<x<1 jest >0, dla x<—1 albo x>1 jest y'<0.

y‘}

Rys. 10.14

Asymptotami pionowymi sa proste x=%, x=3. Dwustronna asymptota pozioma
Jjest prosta y=%, gdyz
lim f(x)=3 i lim f(x)=%.

x—+ = x>+

Ukladamy tabelke przebiegu zmiennosci danej funkcji:

x [ | | -1 3 1 3 +o
y 0 — 0 + +o | + + 0 — —© | —» - 0
20 I IR B IO R N I I RV ey ey BN

Wykres funkcji podany jest na rysunku 10.14.
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ZADANIE 10.16. Zbadaé przebieg zmiennosci funkcji
4
1 y=x——-
X

Rozwiazanie. Funkcja jest okre§lona dla x#0.
Obliczamy pochodna

Pochodna jest réwna zeru dla x= —2. Gdy x< —2, licznik i mianownik sa ujemne, wigc
¥’ >0; dla x>0 licznik i mianownik sa dodatnie, wigc y'>0; natomiast dla —2<x<0
licznik jest dodatni, a mianownik ujemny, wigc y'<O.

Krzywa y=f(x) ma asymptotg¢ pionowa x=0 (0§ Oy) oraz dwustronna asymptote
ukos$na y=x, co widoczne jest z réwnania (1), gdyz

lim =0 i lim —=0
x=+—aw X x—++o X

Rys. 10.15

Punkty zerowe funkcji
4 x*—4

y=x——=
x2 x2

znajdziemy przyréwnujac licznik do zera; wowczas otrzymamy x=i/z.
Ukladamy tabelke przebiegu zmiennoséci danej funkcji:

x — U ) 0 | Ya v | o
Y + + 0 — | = | 4 + + + +
y —© A -3 N | - - A 0 / +

Wykres funkcji przedstawia rysunek 10.15.
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ZADANIE 10.17. Zbadaé przebieg zmiennosci funkcji

1) Y=

Rozwiazanie. Oznaczamy prawa stron¢ przez f (x) i rozkladamy mianownik na

czynniki:
x3

x+D)(x-2)
Funkcja f(x) jest okreslona, gdy x# —1 i x#2.

1IN

L

fx)=

~)

Rys. 10.16

Obliczamy pochodna y'=f'(x); po zredukowaniu otrzymujemy
. xX(x*—2x—6)
Y= a0 x—27

Punktami zerowymi pochodnej sa: x, =l—\/7: x2=l+ﬁ oraz x=0 (pierwiastek po-
dwdjny).

Krzywa ma dwie asymptoty pionowe o réwnaniach x=-—11 x=2.

Poniewaz licznik funkcji (1) jest stopnia wyzszego niz mianownik, dzielimy licznik

przez mianownik:
3

3x+2
x2—x—2=x+1 +x2—x—2’
a wiec
J(x)=x+1+ _i—t—_Z_
(x+1)(x-2)

Z réwnosci tej wnioskujemy, ze prosta y=x+ 1 jest dwustronna asymptota uko$na krzywej
y=/(x).

Poniewaz x=0 jest podwdjnym pierwiastkiem pochodnej, wigc x=0 jest rOwniez
pierwiastkiem (pojedynczym) drugiej pochodnej i tatwo wywnioskowac, ze jest to punkt
przegiecia; w punkcie tym jest y'=0, a wigc krzywa jest styczna do osi odcigtych.
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Ukladamy tabelke przebiegu zmiennosci danej funkcji:
x | = | . 1=V -1 o] 2 VI | o
y | 1 |+ 0 |-|—»o|—-—®0 | —| 0] -} —0| - o+ 1
y | —mo |2 | max [N | —oo |+ [N | 0N | —e | +@ min | 7 | +o©

Wykres funkcji przedstawia rysunek 10.16.
ZADANIE 10.18. Zbadaé przebieg zmiennosci funkcji

/1—x
y= 14x

Rozwiazanie. Funkcja jest okreslona tylko dla tych wartosci, dla ktorych wyrazenie

pod pierwiastkiem jest nieujemne, a wigc dla —1<x<I1.
Po zrézniczkowaniu i redukcji otrzymujemy

, -1
y = .
A 4x)V1-x?

W przedziale —1<x<1 jest zawsze y' <0, czyli funkcja y
jest malejaca.

Obliczamy druga pochodna. Po obliczeniu drugiej po-
chodnej otrzymujemy

" 1-2x

T YT g

.‘:/A

-1

0
Rys. 10.17

Dla x=14 jest y'=0, dla x<}% jest y">0, a dla x>1% jest ¥y’ <0, a wigc x=% jest to

punkt przegiecia krzywej y=f(x); W punkcie tym y=%./3.

Prosta x=—1 jest asymptota pionowa, gdyz lim y=+oo. Zauwazmy, Ze

x-+-1+0
lim y=—o0 i lim y'=-—o.
x—=-1+0 x=++1-0

To dowodzi, ze w punkcie x =1 styczna do krzywej y=f (x) jest réwnolegta do osi rzgdnych,
pochodna bowiem, tj. wspélezynnik katowy tga stycznej, dazy do —oo, a wowczas

a—in+0.
Ukladamy tabelke przebiegu zmiennosci danej funkcji:
x —1 . 1 1
"’ + o + 0 - —
% —® - - - —
y | 4o | N V3N 0

Wykres funkcji podaje rysunek 10.17.
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ZADANIE 10.19. Zbada¢ przebieg zmiennosci funkcji y=sin? x+cos x.

Rozwiazanie. Funkcja jest okreslona dla wszystkich wartosci x. Funkcja ma okres
2m. Wystarczy wigc zbadaé nasza funkcje w przedziale 0<x<2r.
Obliczmy pochodna

y'=2sinxcos x —sin x=2sin x (cos x —3).

<

L

i
Bl
(=Y ~
Gl e
N
Winy
Bl
-—-—-34

I

Rys. 10.18

Pochodna przybiera warto$c 0, gdy sin x=0, a wiec dla x=0, x, 2m, a takze gdy cos x =14,
a wigc dla x=4{n oraz x=3n. Wartosci funkcji y=f (x) w tych punktach sa:

JO=1, fm=-1, fem=1, [fGm=3 [En=3.

Ukladamy tabelke przebiegu zmiennosci danej funkcji (w przedziale 0<x<2n):

1 5
x 0 =N T U 2n
Y 0 + 0 - 0 + 0 - 0
y | .. 1| N =t 2] 2]\ 1

Wykres funkcji podany jest na rysunku 10.18.

ZADANIE 10.20. Zbada¢ przebieg zmiennosci funkcji y=x+cos x.
Rozwiazanie. Funkcja jest okreslona dla wszelkich wartosci x. Funkcja cosx
czyni zado$¢ nieréwnosci —1<cos x< +1, bedzie wiec
x—1<x+4cosx<x+1,

tzn. badana krzywa lezy w pasie ograniczonym prostymi y=x—11i y=x+1.
Obliczmy pochodng
y'=1-sinx.
Przy wszelkich wartosciach x mamy y'>0, a wigc funkcja jest stale rosnaca. Pochodna

Y’ przybiera wartos¢ 0, gdy sinx=1, czyli gdy x=4n+2kn, gdzie k oznacza dowolng
liczbe catkowita.

Druga pochodna y" = —cos x jest réwna zeru dla wartosci x=%n+kn, gdzie k oznacza
dowolna liczbe calkowita.

W punktach x=0 oraz x=2r krzywa y =1 (x) dosigga prostej y=x+1 i jest do niej
styczna (te same wspolczynniki katowe, oba réwne 1). W punkcie x=r krzywa dotyka
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prostej y=x—1 i jest do niej styczna z tych samych wzgledéw, co poprzednio. W punkcie
x=14n jest punkt przegiecia krzywej, przy czym styczna jest réwnolegla do osi odcigtych.
W punkcie x=3n mamy réwniez punkt przegi¢cia. Funkcja nie ma ekstreméw, ma na-
tomiast punkty przegiccia.

Ukladamy tabelk¢ przebiegu zmiennosci danej funkcji:

x 0 ;ﬂ: T ;‘N 2n
| | =1l =] o] + |+ |+ o] =]
yl oo v+ o+ v+ 2|+ | 1
vyl ol A | A =1 2| 3m | 2 |2n41

Wykres funkcji przedstawia rysunek 10.19.

|
Y

Rys. 10.19

ZADANIE 10.21. Zbadaé przebieg zmiennosci funkcji y=\/ x2—4x+3.
Rozwigzanie. Réwnanie funkcji mozna przedstawi¢ w postaci

y=v(x—1)(x-3).
Funkcja jest okreSlona dla x<1 i dla x>3.
Obliczamy pochodng
, x—2
Y=g
Jx?—4x+3
Licznik jest, réwny zeru dla x=2, ale wtedy funkcja y=f(x) nie jest okreslona, a wigc
funkcja nie ma ekstremum lokalnego, bo dla wszystkich tych wartosci x, dla ktérych
funkcja jest okre§lona, zachodzi nieréwnos$¢ y’#0.
Zbadajmy teraz, czy linia ma tzw. kierunki asymptotyczne, tzn. czy istnieja granice

LY. .y
Iim — 1 lim —.
x—++00 X x=+—a X
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Obliczmy pierwsza granice

oy VX —dx+3 > 4 3
lim ~= lim ——~— |im l-—+—)=1.
x++0X x-+w X x=+o x X

Przy obliczaniu drugiej granicy, tzn. dla X——00, wygodniej bedzie wprowadzi¢ nowa

zmienng u taka, Ze x= —u; wowczas
Vu?+4u+3

. y .
lim —= lim
x=+-0X ur+o —u

Poniewaz linia ma kierunki asymptotyczne, wigc moze mie¢ asymptoty ukosne: (por. str. 197)
y=ax+b (jedna przy x—oo, wtedy a=1, oraz druga przy x——oo, wtedy a=— 1.
Zbadajmy wigc istnienie granicy

b= lim (y—mx) i b= lim (y—mx).

X +eco X =0

Dla a=1 otrzymujemy
. . > . xP—4x+3—x? -4
b= lim (y—x)= lim (Vx> —4x+3—x)= lim -2.

x=+ o0 x> +c x~+c\fx2—4x+3+x—\/j_+]_

4
Y

\\

7

0

Rys. 10.20

Istnieje wiec jednostronna asymptota ukosna y=x—2. Analogicznie obliczamy granice
w przypadku, gdy a=—1:
b= lim (y+x)=2.
X9 -
Istnieje wiec druga uko$na asymptota o rownaniu y= —x+2,
Uktadamy tabelke przebiegu zmiennosci funkcji (*):

x —0 | 3 + o
y -1 - — + o0 + 1
y +o | N 0 0 7 | 4+

Wykres funkcji podaje rysunek 10.20. Otrzymana linia jest gérng polowa hiperboli
rownoosiowej (x—2)>—j)?=1.

(') Kreska | oznacea, ze w przedziale 1<x<3 funkcja i pochodna nie s3 okreslone.
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ZADANIE 10.22. Zbadaé przebieg zmiennosci pola prostokata o stalym obwodzie 2p
w zalezno$ci od boku prostokata.

Rozwiazanie. Oznaczmy jeden z bokéw przez x; wéwczas drugi bok prostokata
jest réwny p—x. Oznaczajac pole prostokata przez y otrzymujemy réwnanie y=x(p —x),
czyli
) y=—x2+px.

Bok prostokata moze si¢ zmieniaé w granicach od x=0 do x=p, tj. do polowy obwodu
prostokata; mamy wigc przedziat 0<x<p.

Obliczamy pochodna funkcji (1):

y'=-=2x+p.
Pochodna réwna sig zeru dla x=4p i jest dodatnia dla x<4p, a ujemna dla x>4p. Dla
x=14p otrzymujemy maksimum pola réwne }p?.
Ukladamy tabelke przebiegu zmiennosci funkcji y=x(p—x):

1

x 0 3P P

y | + + 0 - -

y o | # @ |~ |o

Na koniec zauwazmy, Zze dla x=13p prostokat jest kwadratem. Na podstawie tego
widzimy, Ze ze wszystkich prostokqtéw o stalym obwodzie najwieksze pole ma kwadrat.

ZADANIE 10.23. Zbadaé przebieg zmiennoéci objgtosci sto- N
zka obrotowego wpisanego w kul¢ o promieniu R.

Rozwiazanie. W przekroju przez §rodek kuli otrzymamy
tréjkat réwnoramienny wpisany w koto (rys. 10.21). Jako
zmienng niezalezna obierzmy wysokos¢ stozkah=SC=x. Wow- 0
czas objetosé stozka jest y=31n-AC2-SC, czyli

) y=3nx-AC%. AwB

Aby obliczyé AC?, zauwazmy, Ze AO=0S=R, a wigc R
otrzymujemy OC=SC—SO=x—R. Z tréjkata AOC otrzy- ys. 10.21
mujemy AC?=A0%—-0C?, czyli AC?=R?-—(x— R)>. Po redukcji mamy AC?=2Rx—x2.
Podstawiajac wartos¢ AC? do wzoru (1) otrzymujemy
#)) y=3inx’R~-x).
W taki sposéb wyraza si¢ objeto$¢ stozka y jako funkcja jego wysokosci x, gdy x zmienia
si¢ w granicach 0<x<2R.

Obliczamy pochodna funkcji (2):

y'=3mx(4R-3x).
Poniewaz x>0, wiec znak pochodne;j jest taki sam, jak znak wyrazenia 4R—3x, tzn.

dla x<%R mamy y'>0, dla x=%R mamy y'=0, a dla x>%R mamy )’ <0. Funkcja (2)
osiaga wigc maksimum, gdy x=%R.




206 X. Badanie przebiegu zmiennosci funkcji

Dla x=0 z réwnosci (2) otrzymujemy y=0; réwniez dla x=2R jest y=0.
Ukladamy tabelke przebiegu zmiennosci funkcji (2):

x 0 ;R 2R

y + + 0 - -

y 0 A |mrR| N\ (]

Objetosé kuli wynosi —‘;-nR3. Dzielac maksymalna objetosé stozka przez objetosé kuli
otrzymujemy £, co oznacza, ze stozek obrotowy o najwigkszej objetosci wpisany
W kulg zajmuje 55 (a wiec mniej niz 1) objetosci kuli.

ZADANIE 10.24. Jakie wymiary powinno mieé naczynie ksztaltu otwartego walca obro-
towego o danej pojemnosci V, gdy przy danej grubosci scianek a chcemy zuzyé jak naj-
mniej materiatu?

Rozwigzanie. Niech y oznacza ilo$é materiatu zuzytego na budowg walca (wyrazong
w takich samych jednostkach, oczywiscie szeSciennych, w jakich wyrazone sa wielkosci
Vi a).

Pojemno$¢ naczynia (rys. 10.22) wynosi V'=mnr2h. Iloié mate-
rialu y jest réznica migdzy objetoscia walca o promieniu podstawy r +a
i wysokosci h+a a dang objetoscia ¥, a wiec

1) y=n(r+a)*(h+a)—nrh.

Ze zwiazku V=mnr?h wyznaczamy h=V/nr? i podstawiamy do (1).
Otrzymujemy ,

m

vV
y=n(r+a)? (n__z"'a)_V’ Rys. 10.22
r

gdzie y jest funkcja zmiennego promienia r (wielkosci a i V s3 dane).
Aby wyznaczyé ekstremum tej funkcji, obliczamy pochodna i przyréwnujemy ja do
zera:

, 14 =2V
y=n-2(r+a)| —+a)+n(r+a) 3 )]=0.
nr Tr
Nastepnie dzielimy przez 2n(r+a) i po wykonaniu mnozenia i redukcji mamy réwnanie
V
@ a—2 =0,
r

. . . . 3
skad z tatwoscia otrzymujemy, ze pochodna réwna si¢ zeru, gdy r=v V/r. Latwo spraw-
dzamy, ze wysoko$¢ walca h jest woéwczas réwna promieniowi r:

h=r=311/- .
n
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Poniewaz znak )’ jest taki sam, jak znak wyraZenia stojacego po lewej stronie réw-
noéci (2), wiec jest widoczne, Ze dla r<3\/ V/n pochodna jest ujemna, a dla r>3~/V/1t po-
chodna jest dodatnia, czyli dla r=3\/V/1t funkcja osiagga minimum.

ZADANEE 10.25. Droga przebyta przez cialo swobodnie spadajace (przy pominigciu
oporu powietrza) wyraza si¢ wzorem

}
s=vot+38t%, §
gdzie v, oznacza predko$¢ poczatkowa (w momencie ¢=0),
g oznacza przy$pieszenie grawitacyjne, a ¢ — czas. Wyzna-
czyé predkosé ruchu ds/dr i sporzadzi¢é wykres funkcji
s=f(2). b
Rozwiazanie. Obliczamy predko§é ruchu jako po-
chodna L >
ds . 0 ! ¢
—=0, .
di o T§ Rys. 10.23

Wykres funkcji s=f(t) dla 1>0 jest to galaz paraboli (rys. 10.23), do ktdrej styczna
w punkcie t=0 ma wspélczynnik katowy v,.

ZADANEE 10.26. Pole elektryczne wytworzone jest przez dwa ladunki punktowe +e
i —2e, ktore sa od siebie oddalone o odcinek d. Sporzadzi¢ wykres natgZenia K pola
elektrycznego wzdluz prostej przechodzacej przez te ladunki.

+e X +2e
0 X
—d
Rys. 10.24

Rozwiazanie. Obierzmy uklad wspétrzednych jak na rysunku 10.24. Zgodnie z pra-
wem Coulomba natgZenie K wyraza si¢ wzorem

1 2
K(X)=ke(x—z'—(dT—x)2)’

gdzie k jest to wspdlczynnik zalezny od wyboru jednostek. Funkcja ta jest okreSlona przy
wszystkich wartosciach x z wyjatkiem 0 i d. Granice funkcji w punktach nieciagloSci
wynosza:

lim K(x)=+o0, lim K(x)=+o0, lim K(x)=+o0, lim K(x)=+o00,

x=+-0 x-++0 x—+d-0 x=+d+0
a wiec proste x=0 i x=d sa asymptotami pionowymi. Ponadto zauwazmy, Ze
lim K(x)= lim K(x)=0,

X=»—00 x—>+

a wiec prosta K=0 jest dwustronna asymptota poziomg.
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dK B 2 4
—_—=Kll| —— —— .
dx x3 +(d -x)?
Przyréwnujac pochodna do zera otrzymujemy x=d/(1 + i/f). Pochodna jest ujemna, gdy

0<x<d/(1+3/2) albo gdy x>d, a dodatnia, gdy x<0 albo gdy d/(1+3/2)<x<d. Zatem

1+3Y2)% k
UHvDke 11,585,
d d

Obliczamy pochodna

Knin=

Ukladamy tabelk¢ przebiegu zmiennosci funkcji K(x):

d
X - 00 0 —3 = cee d oo -+ 00
1+3/2
dK[dx 0 + | +0 | =0 | — 0 4+ | 40 | —o - 0
K(x) 0 |+ +o | X Kmin A |40 40| 0

Sporzadzamy wykres funkcji K(x) przyjmujac ke=10, d=10 (rys. 10.25).

A

oy 7 a=10 x

Rys. 10.25

ZADANIE 10.27. Pole elektryczne wytworzone jest przez dwa ladunki punktowe +e
i +2e, ktére sa wzajemnie oddalone o odcinek d. Sporzadzi¢ wykres natgzenia K pola
elektrycznego wzdtuz prostej przechodzacej przez dane tadunki.

Rozwiazanie. Obierzmy uklad wspotrzednych jak na rysunku 10.26.

+e X . +2e
| E—
' d
Rys. 10.26

Zgodnie z prawem Coulomba natgzenie K wyraza sie wzorem

1 2
K(X)-ke(;i +(d—-x)")’
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gdzie k jest to wspolczynnik zalezny od wyboru jednostek. Funkcja ta jest okreslona
przy wszystkich wartosciach x z wyjatkiem 0 i d. Granice funkcji w punktach nieciagtosci

Wynosza:

lim K(x)=+o, lim K(x)=+o0, lim K(x)=—o0, lim K(x)=-o0,
x—=+—-0 x=+0 x—=+d—0 x—=+d—0

a wiec proste x=0 i x=d sa asymptotami pionowymi. Ponadto zauwazmy, ze

lim K(x)= lim K(x)=0,

b nda ] x>+ o0
a wiec prosta K=0 jest asymptota pozioma.
Obliczamy pochodna
dK X 2 4
dx ¢ x* (d-x)? '

Przyréwnujac pochodna do zera otrzymujemy x=d/(1—3/2).
Ukladamy tabelke¢ przebiegu zmiennosci funkcji K(x):

d
x — 0 = 0 d +
1-3/2
dK/dx 0 — 0 + 4+ | —© — —» | + + 0
K(x) 0 Y Knin v +o [+ [ N -0 | —o | A 0

Sporzadzamy wykres funkcji K(x) przyjmujac ke=1, d=0,4 (rys. 10.27).

Yy
I .
—® 0 ‘4 7 X
Rys. 10.27

ZADANIE 10.28. Natezenie pradu i ptynacego w obwodzie przedstawionym na rysunku
10.28 jest okre$lone wzorem

(1) i=§<1—e’f‘),

gdzie E oznacza silg elektromotoryczna zrédta pradu statego, R — opornosé obwodu,
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L — indukcyjnos¢, t — czas liczony od chwili zamkniecia obwodu. Sporzadzié¢ wykres
funkcji i=f(t).
Rozwiazanie. Funkcja (1) jest okreslona i ciagla dla wszystkich wartosci ¢.
Obliczamy pierwsza pochodna

di_E -2 £

a-L° A

Pochodna ta jest zawsze dodatnia, a wiec funkcja i= f(t) jest stale

rosnaca.
Obliczamy granice funkcji przy t— + oo: 4 A
E “T\_E . 10.2
lim —-(l—e L')-:_. Rys. 10.28
1=+ 00 R

Uktadamy tabelke przebiegu zmiennosci funkcji i(r):

t 0 + o0

dijdt + + +

i(t) 0 V.4 E/R

Krzywa ma asymptote pozioma i=E/R (rys. 10.29).
1

o~

o1 1 Ny
ol 71 t
Rys. 10.29

ZADANIE 10.29. Kamient rzucony pionowo do gory z pewna predkoscia poczatkowa
To Wznosi si¢ w ciagu czasu ¢ na wysoko$¢ h, dana réwnaniem

h=—5t*+50¢.

Znalez¢: a) predkos¢ w chwili =0, b) czas wznoszenia si¢ kamienia, c) najwicksze wznie-
sienie.
Rozwigzanie. a) Predkos¢ poczatkowa (przy t=0):

dh
=— =50-10¢ 0)=50.
v dt » (0
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b) Kamien osiaga punkt najwyzszy, gdy
dh
v=—=0, czyli t=5.
dt i
c) Najwigksze wzniesienie:
h(5)=50-5-55*=125.
ZADANIE 10.30. Przy rzucie ukoénym cialo zakreSla tor o réwnaniu

—y 152
y=X—%00%

(pomijamy opdr powietrza). Znalezé maksymalne wzniesienie ciala.

Rozwiazanie. Obliczamy pochodna

Ciato osiaga wzniesienie maksymalne, gdy dy/dx=0, czyli x=200. Maksymalne wznie-
sienie wynosi
Ymax =200 — o=+ 200> =100.

ZADANIE 10.31. Dla pewnej turbiny dana jest zalezno$¢ mocy od jej obrotéw:
N=—0,0010344 n> +0,45543 n,

gdzie n oznacza ilo§¢ obrotéw na minut¢, N — moc W koniach mechanicznych. Przy
jakich obrotach moc turbiny osiaga warto$¢ maksymalna i ile ona wynosi?

Rozwiazanie. Obliczamy pochodna

dN
P 2-0,0010344n +0,45543 .
n

Obliczamy, przy jakiej wartosci funkcja N(n) osiaga ekstremum:

dN _ 0,45543

—=0 s d = e—
dn 84y "= 50020688

Poniewaz d?N/dn? <0, wigc przy n=220 turbina osiagga moc maksymalng, ktéra wynosi
N =50,13 KM.

ZADANIE 10.32. Pomiedzy cieptem wiasciwym wody przy temperaturze  a ta tempera-
turg zostala ustalona zaleznos$¢

¢=1,0060562 —0,000599201 ¢+0,0000105884 ¢ 2,

Obliczy¢ temperature, przy ktorej ciepto wilasciwe wody ¢ osiaga warto$¢ najmniejsza
i ile ona wynosi.
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Rozwiazanie. Obliczamy pochodna

% =2-0,0000105884: —0,000599201 .

Obliczamy, przy jakich wartoéciach ¢ funkcja c(¢) osiaga ekstremum:

d 59,9201
L _

t= —28,3°.
dt gy 211768

Poniewaz d>c/dt?>>0, wigc przy temperaturze r=28,3° funkcja c(¢) osiaga minimum,
ktére wynosi ¢=0,99813.

ZADANIE 10.33. Statek plynacy na potudnie z predkoscia 10 wezldéw przecina w punkcie
A kurs drugiego statku, ktéry plynie na wschdd z predkoscia 15 weztéw (). Gdy pierwszy
statek byt w punkcie 4, drugi znajdowatl si¢ w odlegloéci 30 mil morskich przed tym
punktem. W ktérym momencie odleglo§¢ miedzy statkami jest najmniejsza?

Rozwiazanie. Zaczynamy obliczanie czasu w chwili, gdy pierwszy statek znalazt
si¢ w punkcie 4. Droga przebyta przez pierwszy statek wynosi y=10¢, a droga drugiego
statku y=15(r—2). Kwadrat odlegloéci migdzy statkami wynosi

s2=15%(t—2)> +10%1%.
Rézniczkujac obie strony tej réwnosci wzgledem czasu:
ds
25— =450(t—2) +200¢
dt
i przyréwnujac pochodng do zera otrzymujemy t=x1 godz 23 min.

ZADANIE 10.34. Pewna sila dziatajaca wzdtuz drogi x wykonuje pracg okreslona wzorem
L=1—e"?", Wyznaczy¢, w ktérym miejscu drogi (x>0) warto$¢ sity F=dL|dx osiaga
maksimum. :

Rozwiazanie. Obliczamy
F=——=4xe™ .
dx

Aby znaleZ¢ maksimum tej funkcji, obliczamy jej pochodna

dF

——=4e” ¥ _16x’e” " =4 (1—4x) e,

dx
Przy dodatnich warto§ciach x pochodna przechodzi przez 0 w punkcie x=4, przy czym
zmienia znak z dodatniego na ujemny. A wigc w punkcie x=14 sila F osiagga maksimum,
ktére wynosi F=2¢~*=0,765.

(*) Mila morska jest to dlugo$é jednej minuty potudnika ziemskiego i wynosi 1852 m. Wezel jest to
Jjednostka predkosci réwna jednej mili morskiej na godzine, czyli 1,852 km/h.
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ZADANIE 10.35. Sila F, skierowana pod katem 6 do poziomu (rys. 10.30), potrzebna
do poruszenia z miejsca ciala o cigzarze G wynosi

G
P2
cos@+pusinf

gdzie u jest wspolczynnikiem tarcia. Obliczyé kat 6, przy ktorym sila F potrzebna do
przesunigcia ciata jest najmniejsza.

Rys. 10.30

Rozwiazanie. Warto§¢ F jest najmniejsza przy takiej wartosci kata 6, przy ktorej
funkcja f(0)=cos 0+ pusin 0 jest najwigksza.
Obliczamy pochodng mianownika
f'(@)=—sin@+pucosf.
Pochodna ta przybiera wartoéé 0, gdy tg 8=y, czyli 6=arc tg u.
Obliczamy druga pochodna
f"(@)= —cos8—psinf.
Przy §=arc tg u mamy f''(6) <0, wigc funkcja f () osiaga maksimum, a sita F minimum.
Kat 6,, spelniajacy réwnanie tg 6,=pu, nazywamy kqtem tarcia. Gdy sita dzialajaca
na cialo jest nachylona do poziomu pod katem 6,, wéwczas mamy
" cos 8, +pusin Go_coseo +tg By sin b, ’

co po przeksztalceniu daje F=G sin §,.

. —— Y
\\
Rys. 10.31

ZADANIE 10.36. Ugiecie y belki zamocowanej z jednej strony (rys. 10.31), wyrazone
w centymetrach, oblicza si¢ wedlug wzoru

P
J’=E'—J(%x3— 31x%),
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gdzie x jest to odlegto$¢ danego punktu belki od punktu jej umocowania (w cm), P — sifa
obcigzajaca belke (w kg), / — dtugos$¢ belki (w cm), E, J — wielkosci stale dla danej belki.
ZnaleZ¢ maksymalne ugiecie belki, gdy /=20 cm, P=600 kg.

Rozwiazanie. Badamy funkcje y w- przedziale 0<x</. Obliczamy pochodna

dy

ax- EJ( ~ ).

Warto$¢ pochodnej réwna si¢ zeru dla x=0 i x=2/, a zatem poza przedzialem O<x</.
W badanym przez nas przedziale pochodna jest stale ujemna. Funkcja maleje od 0 do
wartosci

— P 173 3 P 3
y...a..—EJ(sl P)= EJI
Maksymalne ugiecie w tym przypadku wynosi
600 1600000
1..8000= .
3Ry 000= EJ

ZADANEE 10.37. WskaZnik wytrzymatosci W belki prostokatnej, poziomo lezacej, wy-
raza si¢ wzorem W=§xy2, gdzie x jest szerokoscia, y — wysokoscia przekroju belki.
Jak wyciaé z pnia majacego ksztalt walca, ktérego podstawa ma $rednice réwna a, belke
prostokatna o najwiekszym wskazniku wytrzymatosci (rys. 10.32).

Rozwigzanie. Z twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy
y*=a*—x?, wigc

W=1%(a’>x—x%), gdzie O<x<a.

Obliczamy, przy jakich wartoSciach funkcja moze osiagaé +  — — — — —}—
ekstremum. Mamy

e ————

skad :
W—O d x=
dx =0, gay "\/3' Rys. 10.32

Przy tej wartoSci x mamy d2W/dx? <0, a wiec funkcja W(x) osiaga maksimum,
ZADANEE 10.38. Wydajno$¢ tlenku azotu NO z mieszaniny a % tlenu i (100—a) %
azotu w temperaturze 1600°C i pod ciénieniem normalnym okresla wzér
x=vKa(100—a)—25K,

gdzie K jest stala réwnowagi reakcji dla danej temperatury i danego ci$nienia. Obliczyé,
przy jakiej procentowej zawartosci tlenu a 9, w mieszaninic wydajno$¢ tlenku azotu
NO bedzie maksymalna.
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Rozwiazanie. Obliczamy pochodnag

dx  K(100—2a)

da 2 Ka(100—a)

Przyréwnujac pochodna do zera otrzymujemy a=50Y%,.

ZADANIE 10.39. Jasno$¢ I w punkcie odleglym o r od zZrédia $wiatla wyraza si¢ wzorem
I=k|r?, gdzie k jest parametrem zaleznym od wysylanego strumienia $wiatta. W punk-
tach 4 i B znajduja si¢ dwie rézne zaréwki, odlegle od siebie o odcinek d (rys. 10.33).
Zaréwka A daje w punkcie B jasno§¢ a, a zaréwka B daje w punkcie 4 jasno$é 5. Wy-
kazaé, ze jezeli M jest punktem odcinka AB o jasnosci minimalnej, to AM : MB=3/ a: 3/75.

\\\ A /y M \\\ B///

= e - = =

7 \\\ /// \\\
b a >

Rys. 10.33

Rozwigzanie. Wyznaczamy parametry k Zaréwek:
k k
a=-‘—i—;, wiec k,=ad?, oraz b=-c-l—§, wiec k,=bd?.

Niech AM=x; wéwczas MB=d—x. Jasno§¢ w punkcie M wynosi
ad2+ bd?
X (d-x)?
Wyznaczamy punkt o minimalnej jasnosci:

dl 2ad2+2 bd?
dx  ~x*  T(d-x)*

skad
dI x a

——-=0, d =3 —
dx BY TV

Stad otrzymujemy AM : MB=«/3 alb.

ZADANIE 10.40. Odcinki MA=a i NB=b (rys. 10.34) przedstawiaja odpowiednio
wysokosci latarin wznoszacych si¢ nad jeziorem. Odlegtos¢ migdzy latarniami wynosi d.
Promieri z latarni 4 odbija sie od gtadkiej powierzchni jeziora w punkcie L i dobiega
do punktu B tak, Ze jego droga AL+ LB jest najmniejsza. Wykazac, ze kat XALM =}
jest rowny katowi X BLN=a.
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Rozwiazanie. Oznaczmy AL+LB=4J; stosujac twierdzenie Pitagorasa otrzymu-
jemy

s=va® +x*+Vb> +(d—x)*.
Obliczamy pochodna
do x d—x

-‘a—\/a2+x2 \/b2+(d—x)2.

Przyréwnujac pochodna do zera otrzymujemy

x d—x
Jai+x* Jb*+(d—x)? ’

gdzie, jak wiemy,
x d—x
=Ccosa,

_—_ =COSﬂ.
a* +x° Vb2 +(d—x)?

Wykazali$my wigc, Zze a=p.

. /_L
) i d Y
B 8’
" C A
X
a
b b %
B @ J[
Mo .t N
a B
Rys. 10.34 Rys. 10.35

ZADANIE 10.41. Znane jest prawo zalamania §wiatla przy przejéciu z jednego o$rodka
do drugiego:

M

sin ¢; vy

sin ¢, —vz ’

gdzie ¢, oznacza kat padania $wiatta (czyli kat migdzy promieniami $wiatla i normalna
do powierzchni oddzielajacej oérodki), ¢, — kat zalamania (réwniez wzgledem normal-
nej), a v, i v, sa to predkosci rozchodzenia si¢ $wiatta w danych osrodkach (rys. 10.35).
Wykazaé, Ze powyzszy wzér mozna wyprowadzi¢ z nastgpujacej zasady:

Jezeli promien §wiatla przebiega z punktu 4 w jednym osrodku do punktu B w dru-
gim oérodku, przy czym predkosci rozchodzenia si¢ $wiatla w tych osrodkach sa réine,
to promien wybiera taka droge, Zeby czas przebiegu z punktu 4 do punktu B byl mozliwie
najmniejszy.

Rozwiazanie. Przypuéémy, ze promiefi wychodzacy z punktu A przebija plaszczyzne
rozdzielajaca oérodki w punkcie C i po zatamaniu dochodzi do punktu B. Z zasady mini-
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malnego czasu wynika, ze kazdy z odcinkéw AC i CB musi by¢ prostoliniowy, poniewaz
w kazdym z o$rodkéw predko$C jest stala.

Niechaj A’ i B’ oznaczaja rzuty punktéw 4 i B na plaszczyzne rozdzielajaca oSrodki.
Przez rzuty A’ i B’ przechodzi plaszczyzna prostopadia do plaszczyzny rozdzielajacej
o$rodki. Punkt zatamania C musi leze¢ w tej plaszczyzZnie na linii prostej A’B’, gdyz jezeliby
punkt C nie lezat na prostej A'B’, to jego rzut C’ na t¢ prosta dawatby w kazdym osrodku
krétsza droge (gdyz AC’<AC i BC' < BC). Widzimy wigc, ze punkty 4 i B oraz normalna
do plaszczyzny rozdzielajacej osrodki w punkcie zatamania C leza w jednej plaszczyznie.
Rysunek 10.35 przedstawia t¢ plaszczyzng.

Wprowadzmy oznaczenia AA’'=a, BB'=b, A'B'=d i A'C=x. Obliczamy

AC=va*+x*, BC=Vb>+(d—x)*.
Czas t przebiegu drogi od 4 do C i od C do B wyraza si¢ wzorem
Jai+x* Jb*+(d—x)
t + .
vy v

Trzeba znalezé taka warto$¢ x, dla ktdrej czas ¢ jest najmniejszy.
Wyznaczymy teraz najkrétszy czas przebycia drogi od 4 do B. Obliczmy pochodna

dt x d—x
dx p Jai+x2 vy,Vb?+(d—x)
Pochodna dt/dx przybiera warto$é 0, gdy

X . d—x _
JaZ+x2 JbE+(d—x)?

a poniewaz x/a®+x*=sin ¢,, (d—x)/x/b2+(d—x)2=sin 9., Wiec

v Uy,

sing; v,

Sin @2 Uy
Udowodniliémy wigc, Ze z prawa o przebywaniu drogi przez promieni $wietlny w mini-
malnym czasie wynika wzor (1).

ZADANIE 10.42. Puszka do konserw w postaci walca o pojemnosci 54 © ma by¢ tak wy-
konana, by zostala zuzyta minimalna ilo§¢ blachy (minimum powierzchni). Wyznaczy¢
promien r podstawy i wysoko$¢ h puszki.

Rozwiazanie. Objeto$é puszki nr2h=>54n; stad

54

¢Y) h=‘,§°

Pole powierzchni puszki obliczone wedlug wzoru S=2nr?+2nrh wynosi

S=2nr*+ 108
= —-
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Obliczamy pochodna
ds 4 108~
&
Pochodna dS/dr réwna si¢ zeru, gdy r®=27, czyli r=3. Dla obliczonej wartosci r
powierzchnia S jest najmniejsza, poniewaz pochodna dS/dr przechodzi przez zero od
wartosci ujemnych do dodatnich.
Podstawiajac do réwnania (1) r=3 otrzymujemy h=6. Zatem puszka o danej po-
jemnoéci ma minimalng powierzchnig, gdy $rednica dna jest réwna wysokosci.

ZADANIE 10.43. W kul¢ o promieniu R wpisany jest walec obrotowy. Obliczyé, przy
jakiej wartosci promienia r podstawy walca pole jego powierzchni bocznej S osiaga
maksimum.

Rozwiazanie. Obliczmy wysoko$¢ h walca; mamy h=2+/R>—r2, Zatem pole po-
wierzchni bocznej walca wynosi
S=4nr</R*—r2.

Obliczmy pochodna

s r 4
— =4nl| S pz_2_ - 2_52
dr n( R Rz_rz) Rz_rz(R 2r).

Przyréwnujac pochoglnq do zera otrzymujemy r=%R \/5. Gdy promien r zmienia sig
od wartosci r<4R /2 do wartosci r>4R /2, pochodna dS/dr zmienia znak z dodatniego
na ujemny, a wiec przy wartosci r=4R \/2 funkcja S osiagga maksimum, ktére wynosi

S=4n-iR2VRP—IR*=2nR>.

Uwaga. Gdy r=%R /2, wéwczas 2r=R /2 i h=R /2, a wigc przekrdj osiowy walca
o maksymalnej powierzchni bocznej, wpisanego w kulg, jest kwadratem.

ZADANIE 10.44. W kule o promieniu R jest wpisany prostopadloscian, ktérego podsta-
wa ma pole S. Obliczy¢é wymiary prostopadloscianu o najwigkszej objetosci.

Rozwiazanie. Oznaczmy boki podstawy prostopadloscianu przez x i y, a jego wyso-
ko$§¢ przez h (rys. 10.36). Mamy zwiazki

xy=S, x*+y*+h®>=4R%.
Objetos¢ prostopadioScianu wynosi V'=Sh. Poniewaz pole podstawy S jest stale,

wigc objetosé V' bedzie maksymalna, gdy wysokoéé h bedzie mozliwie najwicksza.
Wyrazmy wysoko$¢ A w zalezno$ci od x; otrzymujemy

2
h= /4R2—x2—s—2
X

2

S
pod warunkiem, ze 4R*>—x?>—— >0, czyli
x

6)) —x*+4R*x*—-8§2>0.
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Warto§é h bedzie najwigksza, gdy funkcja

S2
f(X)=4R2 —xz—'x—2

osiagnie maksimum.

Badamy pochodna
2

28
f(x)=—2x +x—3-

Przy dodatnich wartosciach x pochodna f’'(x) staje si¢ réwna zeru, gdy x=J S. Zau-
wazmy, Ze wowczas dla spelnienia warunku (1) potrzebne jest zastrzeZenie, ze S<2R2.
Badamy druga pochodna

6>
fﬂl(x)_____ _2_—-‘—.
X

Poniewaz druga pochodna jest ujemna, wiec przy x=J§ funkcja f (x) osiaga maksimum,
a zarazem wysoko$é prostopadioscianu h i jego objeto$¢ V osiaga maksimum.
Podstawa maksymalnego prostopadioscianu jest kwadrat o polu S, a jego wysokoéé

wynosi h=+/2(2R%-S).

w
I 7/
| /
| //
A
[}
L
LG A
o h
R): 2a| 2a
S
iy N
Rys. 10.36 Rys. 10.37

ZADANIE 10.45. W kule o promieniu R wpisany jest stozek. Obliczy¢, przy jakiej wartoSci
kata rozwarcia 2a stozek ma najwigksza objetosc.

Rozwiazanie. Oznaczmy promien podstawy stozka przez r, a wysokos$é przez h
(rys. 10.37). Mamy

r=Rsin2a, h=rctga=Rsin2actga=2Rcos’a.
Objetos¢ stozka wynosi V=4nr2h, czyli

V=2%nR*sin’acos*a.
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av
Obliczmy pochodna o =3nR32 sin « cos® a—4 sin® & cos® @), czyli

v
o =157R?sin & cos® a(cos® a—2sina).
o

W przedziale 0<a<3}n pochodna dV/dx przybiera wartos¢ 0, gdy
tga=1.2, czyli «=35°16".

Gdy kat o zmienia si¢ od wartosci a<35°16’ do wartosci &> 35°16’, pochodna dV/do
zmienia znak z dodatniego na ujemny (poniewaz w pierwszej ¢wiartce cosinus maleje,
a sinus rosnie), a wiec objetos¢ V¥ osiaga maksimum.

A wiec stozek wpisany w kule ma najwicksza objetos¢, gdy kat rozwarcia jest 70°32'.

Latwo obliczy¢, Ze jezeli tg a=a}\/i, to cos a=+/ %i sin~a=\/¥, a wowczas

r=2%R2, h=%R.

ZADANIE 10.46. W stozek obrotowy o promieniu podstawy R i wysokosci H jest wpisany
prostopadloécian. Stosunek bokéw podstawy prostopadfoscianu wynosi 2. Obliczyé wy-
miary prostopadto$cianu o maksymalnej objgtosci. s

Rozwiazanie. Oznaczmy boki podstawy prostopadio-
$cianu odpowiednio przez 2x i 4x, a wysoko$¢ przez h
(rys. 10.38). Przekatna podstawy prostopadioscianu wynosi
2xﬁ. Wysoko$é prostopadioscianu wyznaczmy z pro-
porcji:

h R-— x5

H R

R—x./5
, skad h=H g

Objetosé prostopadioscianu wynosi V'=2x-4x-h, czyli

R—x./5
V =8Hx> __1/_ .
Rys. 10.38
. dv 24Hx*/5
Obliczmy pochodna — =16Hx— ————, czyli
dx R

dv 8H

e 2R—-3x./5

dx x( *f3)-

2R
Pochodna dV/dx jest réwna zeru, gdy x=0 albo gdy x=3—\-/§.

Obliczmy druga pochodna

d*v 16H
EF__—(R 3x./5).

2

vV
Gdy x= mamy — <0, wigc funkcja V' osiaga maksimum.
dx?

375
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Przy tej wartosci x promieri kola opisanego na podstawie prostopadtoscianu wynosi
x/5=3R, a wysokoé¢ prostopadloscianu jest h=} H.

ZADANIE 10.47. Przy pomiarze natgZenia pradu za pomocg busoli stycznych (rodzaj
galwanometru) blad procentowy pomiaru jest proporcjonalny do wielkosci tg x +ctg x,
gdzie x jest katem wychylenia wskazéwki galwanometru. Przy jakim wychyleniu x blad
procentowy bedzie najmniejszy?

Rozwiazanie. Obliczmy pochodna

d(tgx+ctgx) sinx—cos’x  4cos2x

dx " cosixsin’x  sin’2x
Przyréwnujac pochodna do zera i badajac druga pochodna, otrzymujemy x;,=45°

ZADANIE 10.48. Pole S przekroju pewnej cz¢sci przewodzacej prad i o natgzeniu 5 ampe-
réw zmienia si¢ wedlug wzoru
23 +1

5 mm?,
x“+1

gdzie x jest wspdlrzgdna punktu, w ktérym badany jest przekrdj S. Obliczy¢, ile wynosi
maksymalna gestos¢ natezenia pradu, ktéra wyraza si¢ wzorem j=i/S.

Rozwigzanie. Wyznaczamy gestos¢ natgzenia pradu dla dowolnego punktu x prze-
wodnika:

i 5 x*+1
J = —= 3 = 5 3 .
S 2x°+1  2x*+1
x2+1
Obliczamy pochodng
dj _52x(2x2+1)-—4x(x2+1)_ 2x
dx (2x%+1)? TR

Pochodna dj/dx réwna sig zeru, gdy x=0. Gdy x przechodzi od wartosci x <0 do wartosci
x>0, pochodna dj/dx zmienia znak z dodatniego na ujemny, a wiec w punkcie x =0 funkcja
J osiaga maksimum, ktére wynosi 5 A/mm?2.

ZADANIE 10.49. Natezenie pradu I w obwodzie zawierajacym opornosé¢ czynna R,
indukeyjno$¢ L i pojemnosé C polaczone w szereg wyraza sie wzorem

U

Jres(en-e)
R+ wL——
wC

gdzie U jest napigciem pradu zmiennego przylozonego do obwodu. Obliczy¢, dla jakiej
wartosci pulsacji w natgzenie pradu / w danym obwodzie osigga maksimum,

0)) I=
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Rozwigzanie. Obliczamy pochodna nateZenia pradu I wzgledem pulsacji w:

oL ——
[

ar_ i 2for-L)(z+-
do 1 \2 PP oC w’C)’
ECel
Poniewaz U, R, L, C, o sa dodatnie, wigc pochodna dl/dw staje si¢ réwna zeru, gdy
wL 1 0 skad
-—=0, O=——"
wC JLC
1 2
Zauwazmy, Ze przy tej wartoéci pulsacji w wyraZenie R2+(a)L—-a-—)E) we wzorze (1)
przybiera warto$¢ najmniejsza, a wigc natgzenie pradu I osigga wowczas maksimum réwne

I=U/R. Gdyby$my fakt ten zauwazyli od razu, to moglibysmy si¢ oby¢ bez obliczania
pochodne;j.

ZADANIE 10.50. Pradnica o napigciu 110 V przesyla energi¢ elektryczna linia o oporze
22 Q. Przy natgzeniu pradu i moc dostarczana odbiornikowi (w watach) wynosi P=110i—
—22i2. Wyznaczyé maksymalna moc, jaka moze by¢ przesylana ta linia.

Rozwiazanie. Obliczamy pochodna

dP

—=110-44i.

di
Przyréwnujac pochodna do zera otrzymujemy i=12=2,5. Przy nat¢zeniu pradu i=2,5 A
przesylana moc jest najwigksza:

P =110-2,5-22-2,5=275—-137,5=137,5 W.

ZADANIE 10.51. Zrédto pradu o sile elektromotorycznej e=30 V i oporze wewngtrznym
r.,=2Q zasila odbiornik energii elektrycznej. Gdy natezenie pradu pobieranego wynosi i,
wtedy moc dostarczana odbiornikowi wynosi P=30i—2i2. Wyznaczy¢ natgZenie pradu i,
przy ktérym pobierana przez odbiornik moc bedzie najwigksza.

Rozwiazanie. Obliczmy pochodna

P 04
di '

Pochodna dP/di jest réwna zeru, gdy i=7,5 A. Przy takim nat¢zeniu pradu pobie-
rana moc odbiornika jest najwigksza:
Prmax=30-7,5-2-7,5=112,5 W.

ZADANIE 10.52. Obliczy¢, przy jakiej opornosci R odbiornik moze pobiera¢ najwigksza
moc elektryczna z ogniwa galwanicznego o sile elektromotorycznej e i oporze wewngtrznym
r (rys. 10.39).
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Rozwiazanie Natgzenie pobieranego pradu wynosi

e
0 “IIR

Moc odbiornika jest P=I?R. Po uwzglednieniu wzoru (1) otrzymujemy

Ré? '
P=—.
(r+R) el -
. rT+ R
Obliczamy pochodng T
dP  ,(r+R*-2R(r+R) , r—R 1
— =e .
dR r+R)* (r+R)® Rys. 10.39

Przyréwnujac pochodna do zera otrzymujemy R=r. Poniewaz przy R=r pochodna
zmienia znak z dodatniego na ujemny, wiec przy R=r funkcja P osigga maksimum:
Re* ¢
™ (2R)? 4R
ZapANIE 10.53. Natgzenie pola magnetycznego na osi symetrii pojedynczego zwoju
0 promieniu r zmienia si¢ wedlug wzoru
H irt
C2( X
gdzie x jest to odlegtosé od plaszczyzny zwoju, i — natgZenie pradu. Jaki promien r po-
winna mie¢ zwojnica, azeby przy danym nateZeniu pradu i w odlegtosci x=0,03 m od
plaszczyzny zwojnicy bylo (mozliwie) najwigksze natezenie pola H.
Rozwigzanie. Obliczamy pochodna
dH i 2r(r2+x2)3’2— % (r? +x%)"2 23 i(rz +.)c’)'/2 r(2x*-r?

dr 2 (r* +x%)3 2(r* +x%)3

Przyrownujac pochodna do zera i rozwigzujac to réwnanie wzgledem r otrzymujemy
r=0 oraz r=|x]ﬁ . Zbadajmy znak pierwszej pochodnej dH/dr, by wykazaé, dla
ktdrej z dwoch wartoéci na r istnieje maksimum; w celu zbadania znaku pochodnej dH/dr
wystarczy zbada¢ znak wyrazenia r(2x%—r?). Mamy

H
%ﬂ>0 dla 0<r<|x| /2 oraz %r-<0 dla r>|x| /2.
.

Zatem dla r=|x| ﬁ mamy maksimum funkcji H, a wigc zwojnica powinna mie¢ promien
r=1Ix /2=0,03 /2~0,042 m.

ZADANIE 10.54. Mamy n ogniw galwanicznych, kazde o sile elektromotorycznej e i opo-
rze wewngtrznym r. Ogniwa te s3 ustawione szeregowo, w liniach polaczonych réwnolegle
po x ogniw w kazde;j linii i daja prad, ktéry przeplywa przez odbiornik o oporze R. Nate-
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zenie pradu w tych warunkach wyraza si¢ wzorem

xe
6)) I=—
xr
—+R
n

Zbadad, przy jakiej wartosci x (gdy n jest dane) natgZenie pradu w obwodzie bedzie naj-
wieksze.

Rozwiazanie. Z sensu zadania wynika, ze n i x s3 liczbami naturalnymi, przy czym x
jest dzielnikiem liczby n. Zatézmy jednak, ze x zmienia si¢ W sposéb ciagly i zbadajmy
przebieg funkcji I=f(x) wyrazonej wzorem (1).

Obliczamy pochodna
R xr
dl n

7x=<——xf)z-
R+—
n

Pochodna réwna si¢ zeru, gdy x=+/nR/r. Gdy x przechodzi przez t¢ warto$¢ rosnac od
mniejszych wartosci do wigkszych, pochodna dl/dx zmienia znak z dodatniego na ujemny,

a wiec w punkcie x=+/nR/r funkcja I=f(x) osiaga maksimum.

W praktyce dobiera si¢ dang ilo$¢ ogniw n w taki sposéb, zeby obliczona warto$§¢
x=\/ nR|r byla bliska jednego z dzielnikéw liczby n. Jezeli x, <x<x,, gdzie x, ix,sa
dzielnikami liczby n, to podstawiamy wartosci x, , x, do wzoru (1) i wybieramy t¢ z nich,
ktéra daje wigksze natgzenie pradu.

ZADANIE 10.55. Dane jest réwnanie ruchu drgajacego tlumionego w postaci
s=ae *sin wt,
gdzie a=2 cm jest pierwotng amplituda drgafd, w=0,01s"" jest pﬁlsacja, a A=0,01s""
jest wspélczynnikiem thimienia. Sporzadzi¢ wykres odchylenia s jako funkcji czasu .

Rozwiazanie. Dana funkcja jest okreslona i ciagla przy wszystkich wartociach ¢.
Obliczamy pochodna
ds —a .
—=qge” "(wcoswt—Asinwt).
dt
Pochodna jest réwna zeru, gdy tg wt=w/A. Podstawiajac =0,01 i 1=0,01 otrzymujemy
réwnanie tg 0,01z=1, skad
t=100(3n+kn)  gdzie k=0,1,2,...
Piszac pierwsza pochodna w postaci

d
_dit-_-o,oze =0.01¢ (005 0,01¢ —sin 0,01¢)
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obliczmy druga pochodna. W wyniku otrzymamy —0,0004¢%°* cos 0,01¢. Podstawiajac
wartosci 1=100-(3n +kn), zauwazmy, Ze przy parzystych warto$ciach k druga pochodna
d?s|dt? jest ujemna, a wiec odchylenie s osiaga maksimum; natomiast przy nieparzystych k
druga pochodna jest dodatnia i odchylenie s osiaga minimum.

Zbadajmy jeszcze punkty, w ktorych wykres funkcji przecina 0§ Ot. Zachodzi to wtedy,
gdy sin wt=0, czyli +=100k'rn, gdzie k'=0, 1, 2, ...

Przebieg zmiennosci funkcji jest nastepujacy. Przy 1=0 jest s=0. Z biegiem czasu
odchylenie s jest dodatnie i osiaga maksimum w punkcie #=25r; maksimum to wynosi
2 \/ie'*". Nastepnie wykres spada, przecina o§ Or w punkcie ¢=100r i spadajac dalej
osiagga minimum przy t=125z; minimum to wy-
nosi —2 er""". Potem wykres wznosi si¢, prze- J

S
cina 0§ Ot w punkcie r=200% i w punkcie =
=2251 osiaga maksimum réwne 2,/2e”°"* j tak
dalej. Bedzie to gasnaca linia falista (rys. 10.40).
WprowadZmy oznaczenia:
J2e ¥ =b, e "=gq, czyli b=0,645, q=0,0432. -
0

Wtedy otrzymujemy 5(0)=0, s(25n)=b, s(100%)=
=0, s(125m)=—bg, s(200m)=0, s(225m)=bgq?,
5(300m)=0, 5(3251)= —bg>.

Zauwazmy, Ze tlumienie jest bardzo gwalto-
wne, gdyz b=0,645cm, bg=0,028cm, a bg>=
=0,001 cm.

Rys. 10.40

ZADANEE 10.56. Tor pocisku wystrzelonego w punkcie (0, 0) (rys. 10.41) jest okreslony
réwnaniami parametrycznymi

x=40000(1—e”%%%),  y=45000(1—e"%°%")—500¢,

gdzie ¢ jest to czas w sekundach, x — odleglo§¢ pozioma pocisku w momencie ¢ od punktu
(0, 0) wyrazona w metrach, a y jest to wysoko$é wzniesienia pocisku w momencie . ‘Obli-
czy¢ pochodne dy/dx i d?y[dx?. Nastepnie obliczyé, po jakim czasie i w jakiej odlegtosci
pocisk osiagnie najwigksza wysoko$é, i podaé te wysoko$é.

(RN
7
0[ ; \ x>

Rys. 10.41

Rozwiazanie. Obliczamy pierwsza pochodna; mamy

d

d'.
7:=40000-o,oze'°-°2'=800e'°-°", %=45000'0,02e'°'°2‘_500=900e—o,oz¢__500



226 X. Badanie przebiegu zmiennosci funkcji

zatem

Obliczamy druga pochodna; poniewaz e ase 0%
d(dy>
d’y \dx) dx —Leo0% L oom

dx*  dt dt 800e"°°2' 64000

Moment najwigkszego wzniesienia pocisku znajdziemy rozwiazujac réwnanie dy/dt=0
(albo dy/dx=0), czyli

900e™ %% —500=0, skad e *°¥=3
Aby rozwiaza¢ to réwnanie, stosujemy logarytmy dziesigtne; otrzymujemy
—0,02tloge=log 3, czyli —0,02¢-0,4343= —0,2553.
Stad

t=50"ga33 29,45,

Pozostaje do obliczenia warto$¢ x=40000(1 —e~002), gdzie e~ 02 =3; otrzymuje-
my
x=40000"(1— 3)=40000" £ ~17800 m.
Wreszcie
y=45000- -} —500-29,4=5300 m.

A wigc pocisk osiagnie najwyzszy poziom po uplywie r=29,4 s od momentu wystrzatu
w odleglosci poziomej 17800 m i na wysokoséci 5300 m.

ZADANIE 10.57. Dzialo, ktérego lufa jest nachylona do plaszczyzny poziomej pod ka-
tem a, wyrzuca pocisk z predkoscia poczatkowa v, (rys. 10.42). Znajac przy$pieszenie

)

0| x
Rys. 10.42

ziemskie g wyznaczy¢ kat «, przy ktérym pocisk padnie na plaszczyzne pozioma w od-
leglosci najwigkszej (oporu powietrza i dzialania wiatru nie bierze si¢ pod uwagg):
xX=vgcosa-t, y=v°sina-t—%gt2,

gdzie ¢ oznacza czas liczony od momentu wystrzatu.



Zadania 227

Rozwiazanie. Aby znalezé moment upadku pocisku na plaszczyzn¢ pozioms, nalezy
rozwigza¢ réwnanie y=0, czyli

2v
vosina-t—igt?=0, skad =—"sina.
z g

Woéwcezas odleglo$¢ x wynosi
2v,sina_ vy sin 20
4 g

Jest rzecza widoczna, ze warto$é x bedzie najwigksza, gdy sin 2x bedzie najwicksze,
czy gdy sin2x=1, a to osiagniemy biorac a=45°.

X =10gCOS 0

Zadania

Znale3¢ ekstrema nastepujacych funkcji oraz punkty przegigcia odpowiadajacych im
krzywych (zad. 10.58 - 10.69):

10.58. y=x>+12x*+36x—50. 10.59. y=2x>—9x>—24x—12,
10.60. y=x3—6x* +9x—2. 10.61. y=—x*+x?%.
10.62. y=x>+x+1. 10.63. y=x(3—x).
10.64. y=x"-8x3;|—22x2—24x+12. 10.65. y=x°—5x*+5x>+1.
10.66. y=x+~. 10.67. y=x2+—1—2
X x°°

2x —

10.68. Y=o 10.69. y=x/4—x*.

10.70. Wykazaé, ze krzywa y(x? +a*)=a?*(a—x) ma trzy punkty przegi¢cia lezace na
jednej proste;j.

10.71. Dobraé « tak, aby krzywa y=x3+ax?+1 miata punkt przegi¢cia przy x=1.
10.72. Zbadaé, przy jakiej wartoéci « krzywa y=x*+oax3+4 x*+1 bedzie wkiesta.

Znalezé ekstrema nastepujacych funkcji i réwnania asymptot odpowiadajacych im
krzywych (zad. 10.73 - 10.81):

x 2 2x+1
1073, y=2+=. 10.74. y= .
2 x x—4
1075 6x 1076 x*—3x+2
M okt Y Pkt
1077, y=tE1 10.78 x+x
T y—xz—x+1' e y—x4+x2+1.
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10.79.

X. Badanie przebiegu zmiennosci funkcji

(x+2)*

e

x2—6x+13

10.80. y= 3
x_

10.81. y=4x—tgx w przedziale (—in, in).

Zbada¢ przebieg zmiennosci nastepujacych funkcji (zad. 10.82 - 10.124):

10.82.
10.84.

10.86.
10.88.

10.89.

10.91.

10.93. y

10.95.

10.97.

10.99.

10.101.

10.103.
10.105.

10.107.

10.109.

10.111.

10.113.
10.115.

y=x+x*—16x—16.
y=x(x-1)>.
y=x*(x*-4)%,
y=2x—x.

3x—-1
2x+1

y:

_ X
y—1+x2
_(x+1)?

2x

x*+2x+25
VST e

15x2=13x—20
y= 8x*+10x—7

x3

=

y=x+2\/:7c.
y=1-(x—4).
y=x +(x—2)2,

X
y=x\3z

y=xVdx—x>.

X
Y=g .
Ixi=1

y=x36—x,

=sin*x+cos*x.
y

10.83. y=—x*+9x.
1085, y=x*—2x+1.

10.87. y=(x+3)(x—2)*(x—4).

1090, y=—> .
Y= oxt2

4
10.92. y=x+—.
x—=5

2

—x—4
10.94. y=x—xl—.

x—-

2

P x+1
10.96. y=*_2"_,

x“—1

4

10.98. y=—
98, y=—

(x+3)°
(x+2)*°
10.102. y=3/x*—1.

10.100. y=

10.104. y=2x—33x7.
10.106. y=(x+2)** —(x—2)*">.

2—x
10.108. y=x ,_
2+4x

10.110. y=x+/— x> +8x+14.
X
Jx=2)?

10.114. y=cos® x +2sin’ x.

10.112. y=

10.116. y=2tgx—tg>x.
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10.117. y=2sin(x+in)cos(x—3n). 10.118. y=sin xsin(x+n).
10.119. y=sin2x+2sin(Gn—x). 10.120. y=sin® xcosx.
10.121. y=sin xcos2x. 10.122. y=+/sinx?.
10.123. y=+/1—cosx_ 10.124. y=x—2arctgx.

Uklad wspétrzednych Oxy lezy w plaszczyinie pionowej, przy czym o§ Ox jest pb-
zioma, a 0§ Oy — pionowa. Ruch punktu jest wyznaczony réwnaniami parametrycznymi:

10.125. x=2t+5, y=1>-31> +4.
10.126. x=1t*+2t, y=1>,
10.127. x=2sint, y=sin2t.

Dla kazdego z tych przypadkéw wyznaczyé pochodne dy/dx i drugie pochodne d2y/dx?
i obliczy¢ wartosci tych pochodnych w punktach, w ktérych tor osiaga najwicksza i naj-
mniejsza wysoko$é.

10.128. Dany odcinek a podzieli¢ na takie dwa odcinki, zeby pole prostokata zbudo-
wanego z tych odcinkéw bylo najwigksze.

10.129. W tréjkat o podstawie a i wysokosci A wpisano prostokat w ten sposéb, e
jeden z bokéw prostokata lezy na danej podstawie tréjkata, a dwa pozostale wierzcholki
prostokata leza na pozostatych bokach tréjkata. Zbadaé przebieg zmiennosci pola S tego
prostokata.

10.130. W dany kwadrat o boku a wpisano prostokat w ten sposéb, ze kazdy wierzcho-

lek prostokata lezy na jednym boku kwadratu i dwa boki prostokata sa réwnolegle do
przekatnej kwadratu. Zbadaé przebieg zmiennosci pola S tego prostokata.

10.131. W dane koto o promieniu r wpisano prostokat. Zbadaé przebieg zmiennosci
pola S tego prostokata.

10.132. W dane kolo o promieniu r wpisano tréjkat réwnoramienny. Zbadaé prze-
bieg zmiennosci pola S tego tréjkata.

10.133. W dane pétkole o promieniu r wpisano tréjkat réwnoramienny, ktérego wierz-
cholek lezy w $rodku kota. Zbadaé przebieg zmiennosci pola S tego tréjkata.

10.134. Zbadaé przebieg zmiennosci pola S trapezu wpisanego w dane péikole o pro-
mieniu r, gdy jedna z podstaw trapezu jest srednica danego pétkola.

10.135. W elips¢ b*x?+a?y?=a?bh* wpisano prostokat o bokach réwnoleglych do
osi elipsy. Zbada¢ przebieg zmiennosci pola S tego prostokata.

10.136. W dana pétkulg o promieniu r wpisano stozek, ktérego wierzcholek lezy w érod-
ku kuli, a podstawa jest réwnolegla do podstawy pétkuli. Zbadaé przebieg zmiennosci
objetosci ¥V tego stozka.

10.137. W dang kul¢ o promieniu r wpisano prawidlowy ostrostup czworokatny
Zbada¢ przebieg zmiennosci objetoéci V tego ostrostupa.
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10.138. Na kuli o danym promieniu r opisano stozek obrotowy. Zbadaé przebieg
zmienno$ci objetosci V tego stozka.

10.139. Zbada¢ przebieg zmiennosci objetosci ¥ walca wpisanego w kul¢ o promie-
niu R

10.140. Zbadaé przebieg zmiennosci powierzchni bocznej P walca wpisanego w kule
o promieniu R.

10.141. Nad ptaszczyzna D znajduje si¢ punktowe zrédlo $wiatla S. Na jakiej wyso-
kodci h nalezy je zawiesi¢, aby w punktach plaszczyzny D w danej odlegtosci @ od rzutu
punktu S na plaszczyzng D bylo najjasniej?

Wskazdéwka. Jezeli punktowe zrédto $wiatta znajduje sie w odlegtosci r od powierzchni
o$wietlonej i promienie $wiatla tworza z ta powierzchnia kat a, to o$wietlenie (ilo$é $wiatta
padajacego na jednostke powierzchni) jest proporcjonalne do (sin a)/r2.

10.142. W stozek o promieniu podstawy R i tworzacej 2R
wpisano walec i kulg w sposéb podany na rysunku 10.43. Kiedy
suma objetosci V walca i kuli bedzie ekstremalna?

10.143. Okresli¢ najmniejsza wysoko$¢ drzwi w pionowe;j
wiezy ABCD, tak aby mozZna bylo przez nie wniesé Zelazny
drag o dtugoici /, ktérego koniec $lizga sie wzdtuz prostej
pionowej AB. Szeroko$é wiezy d</.

10.144. Miejscowosci A i B znajduja sie na przeciwlegtych
brzegach rzeki. Wiedzac, e goniec porusza si¢ na brzegu Rys. 10.43
z szybkodcia k razy wigksza niz na wodzie, okregli¢, pod ja-
kim katem powinien on przeciaé rzeke, aby w najkrétszym czasie dostarczy¢ wiado-
mos¢ z A do B. Szerokos¢ rzeki wynosi A m, a odleglosé 4 od B (wzdtuz brzegu) réwna
si¢ d m.

10.145. Z trzech desek o szerokoici a, a i 2a nalezy zrobi¢ 2téb o najwigkszej obje-
tosci. Poda¢ forme przekroju poprzecznego tego Ztobu.

10.146. Z punktu 4 lezacego przy torze kolejowym nalezy przenies¢ tadunek do punktu
C znajdujacego sie w odleglosci / od toru. Z jakiego punktu P toru kolejowego nalezy
poprowadzic szosg, aby transport tadunku z 4 do C byt najtanszy, jezeli koszt przewozu
koleja 1 kg na odlegtosé 1 km réwny jest a, a szosg f (f>a).

10.147. Srodki trzech kul sprezystych A4, B, C potozone s3 na jednej prostej. Kula 4
o masie M uderza z predkoscia v kule B, ktéra z kolei uderza kulg¢ C o masie m. Jaka po-
winna by¢ masa kuli B, aby kula C uzyskala maksymalng predkosé.



Rcezdzial XI

SZEREGI POTEGOWE. ROZWIJANIE FUNKCJI W SZEREG
POTEGOWY

§ 11.1. SZEREG POTEGOWY

Szereg, w ktérym wyrazy sa funkcjami Zmiennej x, tzn. szereg postaci

@

(11.1.1) Y uy(x),

n=0
nosi nazwe szeregu funkcyjnego.
Méwimy, ze szereg funkcyjny (11.1.1) jest jednostajnie zbieiny w zbiorze A, jezeli
dla kazdego >0 istnieje takie N, ze dla kazdego n>N oraz dla kazdego xeA zachodzi

nierdwnoséé
n

2 (%)= S(x)<

k=0
gdzie S(x) oznacza sumg szeregu (11.1.1).
Szereg funkcyjny postaci

€,

o0
(11.1.2) Za,,x"=ao+a,x+a2x2+...+a,,x"+...

n=0
nosi nazwe szeregu potegowego.

Promieniem zbieznosci szeregu potegowego (11.1.2) nazywamy taka liczbe R20, ze
dany szereg jest zbiezny dla wartosci x spetniajacych nieré6wno$é |x| <R, a dla wartosci
IX|> R jest rozbiezny; natomiast dla x= — R i dla x=R szereg moze by¢ zaréwno zbiezny,
jak i rozbiezny. Przedziat —R<x<R nazywamy przedzialem zbieznosci.

Jezeli dany szereg jest zbiezny dla kazdej wartosci x, to moéwimy, Ze promier zbiez-
nosci R jest nieskoriczenie wielki, i piszemy R= + 0. Jezeli dany szereg dla kazdej war-
tosci x#0 jest rozbiezny, to méwimy, 2e R=0. Dowodzi si¢, ze zawsze istnieje skoriczo-
ny lub nieskoficzony promieri zbieznogci szeregu potggowego..

Zanotujemy twierdzenia:

(11.1.3)  Jezeli dla danego szeregu potegowego (11.1.2) istnieje

=g#0,

Gy

to promien zbieinosci tego szeregu wynosi R=1/g. Jezeli zas g=0, to R=+, a Jezeli
g=+o0, to R=0.



232 XI1. Szeregi potegowe

Jest to wniosek z kryterium d'Alemberta zbieznosci szeregow.
(11.1.4)  Jezeli dla danego szeregu potggowego (11.1.2) istnieje
lim V/]a,|=s#0,
n—+ao
1o promien zbieinosci jest R=1|s. Jezeli zas s=0, to R=+w, a Jezeli s=+o0, to R=0.
Jest to wniosek z kryterium Cauchy’ego zbieznosci szeregow.
Bedziemy tez rozpatrywali ogdlniejsza postaé szeregu potggowego:

©

(11.1.5) Y a(x—b)"=ao+a,(x—b)+a,(x—b)* +... +a,(x—b)"+...,

n=0
ktéry jest zbiezny dla |x—b|<R, tj. dla x spelniajacych nieréwnos¢ b— R<x<b+ R.
Gdy b=0, otrzymujemy postaé (11.1.2) szeregu potegowego.
(11.1.6) ' TWIERDZENIE O ROZNICZKOWANIU. Jezeli szereg potegowy (11.1.5) ma promien

zbieznosci R, a suma jego réwna si¢ f(x), to szereg potegowy z pochodnych wyrazéw szere-
gu pierwotnego

Y na,(x—b)""'=a, +2a,(x—b)+3ay(x—b)’+... +na,(x—b)"" 1 +...
n=1

ma ten sam promier zbieznosci R, a suma jego g(x) jest pochodnq sum y Szeregu pierwotnego:
g(x)=f'(x) dla |x|<R.

Jezeli natomiast chodzi o wartosci brzegowe x=—R lub x=+ R, to mogq zachodzi¢
trzy mozliwosci: 1) oba szeregi sq zbiezne, 2) oba rozbieine, 3) szereg Y a,(x—Db)" zbieiny,
a szereg Y na,(x—b)""" rozbieiny.

(11.1.7) TWIERDZENIE O JEDNOZNACZNOSCI. Jezeli dwa szeregi potegowe

© @

Y a(x=b)", Y c(x—b)",

n=0 n=0

odpowiednio o promieniach zbieinosci R, >0 i R, >0, majq te samq sume dla |x—b|<r,
gdzie 0<r<min(R,, R,)("), to ich wszystkie wspotczynniki sq odpowiednio réwne, t;.

Ao=Cos Ay=Cy, A3=Cz, ..., Gu=Cn, ...,
czyli jest to jeden i ten sam szereg.

ZADANIE 11.1. Zbadaé zbieznos¢ szeregu

2 x3-+ N
32 . n

xll

x'l
-—2=X+ + 2+...
n

iMs

SE

1

oraz zbieznos¢ szeregu utworzonego z pochodnych wyrazow tego szeregu.

(') min (R,, R;) oznacza mniejsza z liczb Ri, R, lub ich wspolna warto$é, gdy sa réwne.
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Rozwiazanie. Mamy tu a,=1/n?, a,,,=1/(n+1)2. Obliczmy promiefi zbie2nosci
2

a n

lim 2 = 1, i R=1.

e Gy ,.'f.l?,:,(n+l)2 @l R

(-]
1 . L.
Dla x=1 mamy ) =;; jest to szereg harmoniczny rzedu a=2, a wiec jest to szereg

n=1
—_ n
zbiezny. Dla x = — 1 mamy szereg przemienny Z—(———)- ktdry jest (na podstawie poprzed-

niego) bezwzglednie zbiezny.
Rozpatrzmy teraz szereg utworzony z pochodnych wyrazéw szeregu pierwotnego:

@© -1 2
X X
=14+t

W szeregu tym mamy a =1/(n+1), a,,,=1/(n+2), a wiec

1
lim ""“=1imf-+—2=1, czyli R=1,

n~o Q, n-o N

co wiadome bylo z géry na podstawie twierdzenia (11.1.6).
Jezeli x=1, to szereg utworzony z pochodnych wyrazéw badanego szeregu przybierze

postac Z — jest to szereg harmoniczny, a wiec jest rozbiezny. Dla x=—1 mamy

1)

Ma

; jest to szereg anharmoniczny, a wigc jest zbiezny.

ZADANIE 11.2. Znalezé promieri zbieznosci szeregu potegowego

®
Y nx"=x+2x*+3x>+...

LES)
Rozwiazanie. Mamy tu a,=n, a,,,=n+1, a wiec
a n+1 .
lim "2 =lim —=1, czyli R=1.
n-o Q, n»o B

Gdy x=1, mamy szereg Z n rozb:einy, poniewa2 wyraz ogélny ro$nie nieograniczenie,

agdy x=-1, otrzymujemy szereg Z( 1)"n, ktéry réwniez jest rozbiezny.

n=1
ZADANIE 11.3. Znales¢ promieﬁ zbie2nosci szeregu potegowego
2 3
x x* x
—= +—+..
o iane
Rozwiazanie. Mamy tu q,= 1/n!, ay.1=1/(n+1)!, a wigc

Qn+1

n! 1
lim 221y lim — =0, czyi R=+w,
e mtD! e e

tzn. szereg ten jest zbiezny dla kazdego x.
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ZADANIE 11.4. Znalezé promient zbieznodci szeregu potegowego
ey n'l 2 3 4

1 2 4
nglz—"x”=7x+5-2-x2+53 x3+—27 x4

Rozwiazanie. Mamy tu a,=n"[2". Stosujemy kryterium Cauchy'ego (11.1.4); mamy
. N .
lim {’/E,,: lim"/ —=lim—=+0, czyli R=0,
n—c n—w 2" n—w 2

a wigc szereg jest rozbiezny dla kazdej wartosci x#0.

ZADANIE 11.5. Znalez¢ promien zbieznosci szeregu potegowego

o

Z nf | s 2 .1 31
x"{sin — J=xsin 1 +x sing+x"sing +...
n

n=1

. . | .1
Rozwiazanie. Mamy tu a,=sin —, a, . =sin ——l .~ a wiec
n n+

1 1 1
sm? —_ sm?
a ) n ) n n n .
lim = = lim = lim . =1, czyli R=I.
B R R T n+l
sin — sin —
n n n+1

® 1
Gdy x=1, otrzymujemy szereg ) sin— (por. zad. 3.10) rozbiezny, a gdy x= -1,
n=1 n
hd 1
otrzymujemy szereg ) (—1)"sin zbiezny na podstawie kryterium Leibniza.
n=1 n

ZADANIE 11.6. Znaleié¢ promient zbieznosci szeregu potegowego

«Q
QR+(=1)")x"=3+x+3x*+ x> +3x* + x5+ ...
n=0

Rozwiazanie. Z postaci szeregu wida¢ bezposrednio, ze stosunek a,+/a, przybiera
na przemian warto$ci 3 i 3, nie moZzemy wiec stosowaé twierdzenia (11.1.3). Mozemy

jednak zastosowaé twierdzenie (11.1.4); na podstawie wzoru lim V a,=1 dla a>0 otrzy-
n—o

mujemy
lim %,,:1 , czyli R=1.

Gdy x=—1 albo x=1, szereg jest rozbiezny.

ZADANIE 11.7. Znalezé promien zbieznosci szeregu potggowego

1) i (sinn)x".

n=1
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Rozwigzanie. Stosowanie podanych wzor6w na promien zbieznosci nie daje tutaj
rezultatu. Sprébujmy zastosowaé kryterium bezwzglednej zbiezmosci. W tym celu ba-
damy zbie2znoé¢ szeregu utworzonego z bezwzglednych wartosci wyrazéw danego szeregu.
Wiemy, 2¢ wartoé¢ bezwzgledna iloczynu réwna sig iloczynowi wartosci bezwzglednych
wszystkich czynnikéw, wigc

) z:l‘(sin n)x"|= §l|sin n|-|x|".

@
Na podstawie nieréwnosci |sin n|<1 mamy |sin n|-|x|"<|x|". Szereg Y, |x|", jako szereg
1

geometryczny, jest zbiezny dla |x|<1, a wigc na podstawie kryterium poréwnawczego
szereg (2) jest zbiezny, a tym samym szereg (1) jest bezwzglednie zbiezny dla |x|<1. Wyka-
zali$my wigc, ze promien zbieznosci R szeregu (1) spetnia nieréwnoé¢ RE 1.
Gdy x=1, szereg (1) przybiera postaé Y sin n. Szereg ten jest rozbiezny, gdyz nie jest
n=1

spelniony warunek konieczny zbieznosci szeregu, tzn. nie istnieje granica lim sin n. Z roz-

. | had" ]
bieznoci tego szeregu wynika nieréwno$¢ R<1, co w potaczeniu z nieréwnoscia R>1,
daje R=1. '
Na koniec zauwazmy, e dla x= —1 szereg (1) jest rozbiezny.

§ 11.2. ROZWIJANIE FUNKCJI W SZEREG POTEGOWY

Jezeli funkcja f(x) ma n-ta pochodng f ™(x) w pewnym przedziale domknigtym za-
wierajagcym punkt a, wowczas dla kazdego x z tego przedzialu ma miejsce nastgpujacy
wzdr Taylora:

(11.2.1) f(x)=f('a)+f1('a)(x—a)+£2—(la—)—(x—a)z+...’
[ @ wot SO "
. W(x—a) +T(x—a),

gdzie a<c,<x przy x>ai x<c,<a przy x<a.

We wzorze Taylora przedstawiamy funkcj¢ jako sum¢ o n+1 skladnikach (skonczona
ilo$c).

W ostatnim wyrazie wystepuje liczba c,, ktérej wartosé jest na ogot dla kazdego xin
inna. Wiec c, jest nieznang blizej funkcja x i nalezatoby wiasciwie pisac c,(x). Oznaczenie
¢, lub c jest skrétem. Ostatni wyraz we wzorze Taylora oznaczamy przez R,:

(n),
176D (oo

n

R,=

i nazywamy resztq wzoru Taylora. Reszta przez nas podana nosi nazweg reszty postaci
Lagrange’a. ‘
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Szereg potegowy postaci
’ 1’ (n)
(11.2.2) f(x)=f(a)+#(x—a)+f 2('“) (—ay+..+1 n’(") (x—a)" +...,
lub krdce;j: '
w £(n)
(1122) 1@=1@+ 30 ey,

nazywamy szeregiem Taylora. Szereg ten przedstawia rozwiniecie funkcji f(x) w szereg
potegowy (por. § 11.1).

Zanotujmy twierdzenie:
(11.2.3)  Funkcja jest rozwijalna w szereg Taylora w przedziale (a—6, a+9), jezeli w tym
przedziale

1° funkcja ma pochodne kazdego rzedu,

2° lim R,=0, gdzie R, oznacza reszte szeregu, podanq we wzorze Taylora.
n-w

Uwaga. Warunek 2° jest w szczegélnosci spetniony, jezeli wszystkie pochodne f(x)
sa wspdlnie ograniczone w przedziale (a—9, a+9), tzn. jezeli istnieje taka liczba M, ze
I f(n)( x)l <M

dla dowolnego » i kazdego x zawartego w przedziale (@ —J, a+ ).
Jezeli we wzorze Taylora (11.2.1) przyjmiemy a=0, otrzymamy tzw. wzér Maclaurina

(n—1) (n)
IO 0,

(11.2.4) f(x)=f(0)+fT@x Lo,

2! T (n-1)! n!
W podobny sposéb ze wzoru (1 1.2.2) otrzymujemy tzw. szereg Maclaurina
" 0 (n) 0
(11.2.5) F(x)=£(0) +f’(0)x+f—2('—-) x4 +-f—’;f—) X+,
lub kréce;j:
(n)
’ had 0

(11.2.5") f(x)=f(0)+z-f—n—|(—-)x".

n=1 .
(11.2.6)  TWIERDZENIE O CALKOWANIU SZEREGOW (). Jezeli szereg funkcyjny

Zlun(x),

gdzie funkcje u,(x) sq ciqgle w przedziale a<x<b, jest jednostajnie zbiezny w tym prze-
dziale do sumy f (x), to szereg

b
Ju(x)dx

gk

n=1

b
Jest zbieiny do sumy | f(x)dx.

(') Zadania, w ktérych bedzie zastosowane to twierdzenie, oznaczymy gwiazdka *. Czytelnik,
ktéry nie zna jeszcze rachunku catkowego, moze te zadania pominag.
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PoniewaZz szeregi potegowe (11.1.2) sa jednostajnie zbiezne dla |x|<r<R (gdzie R
jest promieniem zbieznosci), wigc z twierdzenia tego wynika, Ze sa catkowalne w prze-
dziale |x|<r.

ZADANIE 11.8. Rozwina¢ na szerog Maclaurina funkcje 1 (x) =¢€*.

Rozwigzanie. Poniewaz pochodna funkcji e* jest réwna €*, wiec
fP(x)=e", skad f™(0)=1.

Podstawiajac do wzoru na szereg Maclaurina (11.2.5) otrzymujemy
2 3 n

e —1+x+;+———+ +——+

Latwo wykaza¢ (por. zad. 11.9), ze promien zbieznosci tego szeregu jest R= + oo.
Nalezy jeszcze wykazaé, ze lim R,=0. Ot6z warunek ten jest spelniony w kazdym

n=* oo
przedziale (-9, J) na podstawxe uwagi na stronicy 236, poniewaz dla kazdego x z tego
przedzialu mamy |e*|<e’= M.
Uwaga. Szereg
2 3 n
x x
A TR At

zbiezny dla kazdego x, mozna przyja¢ za definicj¢ funkcji €* (okreslonej w ten sposob
dla kazdego x). Z definicji tej widaé wprost, Ze
d
0 X x
=1, — =e".
e Tx (e)=e
ZADANIE 11.9. Rozwingé w szereg Maclaurina funkcj¢ f(x)=sin x.
Rozwiazanie. Na podstawie podanego w zadaniu 6.219 wzoru
F®(x)=sin(x+n-}n)
latwo otrzymujemy dla k=0, 1, 2, ... pochodne:
D (x)=cos x, skad f**D0)=1,
fH ()= —sinx, skad [@*(0)=0,
S+ Nx)=—cosx, skad [fE**I0)=—
F*¥(x)=sinx, skad F490)=0.

Podstawiajac obliczone wartosci pochodnych oraz warto$é £(0)=0 do wzoru Maclaurina
otrzymujemy rozwiniecie
x3 xS 4k+1 4k+3

X X
sinx= x—?+ m+(4k+l)! (4k+3)!+

Yatwo obliczyé, ze R= + 0.
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Poniewaz wszystkie pochodne funkcji f (x)=sin x sa ograniczone, jest bowiem spel-
niony warunek | f®(x)|<1 dla dowolnego n i kazdego x, wiec (na podstawie uwagi na stro-
nicy 236) jest spetniony warunek lim R,=0.

ZADANIE 11.10. Rozwinaé w szereg Maclaurina funkcje f(x)=cos x.

Rozwiazanie. Pochodna dowolnego rzedu n wyraza sie wzorem
F™(x)=cos(x+n “3T).
Otrzymujemy stad pochodne:
S (x)=—sinx, skad f@**D0)=0,
S (x)=—cosx, skad fEFD(O0)=—1,
FH*I(x)=sinx, skad f**30)=0,
S0 (x)=cos x, skad F490)=1.

Dotaczajac warunek f(0)=1 otrzymujemy poszukiwane rozwiniecie

1 2 x4 x4k x4k+2 +
osSx=]l—-—4——... 4 —_—— .
e YR AY @k 4k +2)!

Latwo wyliczy¢, ze R=+0c0. Warunek lim R,=0 jest spetniony, gdyz funkcje cos x

i wszystkie jej pochodne s3 co do bezwzglgd;;jmwartoéci nie wigksze od 1.
ZADANEE 11.11. Rozwinaé w szereg Taylora funkcje
F(x)=10x" +7x* - 12x3 +x*—3x +5
w otoczeniu punktu x=1.

Rozwiazanie. Ob... .amy wartosci pochodnych w punkcie x=1:

f'(x)=50x* +28x>—36x* +2x—3, skad  f(1)=41,

F(x)=200x> +84x> —72x +2, skad  f(1)=214,
f"(x)=600x* +168x—172, skad  f"'(1)=696,
fPx)= 1200x +168, skad  f®(1)=1368,
FP(x)=1200, skad  fO(1)=1200,

a wszystkie dalsze pochodne s réwne zeru. Obliczamy réwniez
f(1)=10+7-124+1-3+5=8
i po podstawieniu do wzoru (11.2.2) otrzymujemy

41 214 696 1368 1200
f(x)=8+1—’ (x—1)+31— (x—1)2+3—'— (X—1)3+T (x—1)4+5—'(x—1)5,
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a po uproszczeniu
f(x)=8+41(x—1)+107(x— 1)2+116(x—1)° +57 (x— D*+10(x—1)°.
ZADANIE 11.12. Rozwinaé w szereg Maclaurina funkcj¢
F(x)=Q1+x),
gdzie s jest dowolna liczba rzeczywistg rézna od zera.
Rozwiazanie. Obliczamy kolejne pochodne funkcji:
f(x)=s1+x) """, skad  f'(0)=s;
@) =s(s=)+x)"2 skad  f(0)=s(s—1),
F)=s(s—D(=)(A+xy">  skad [T (0)=s(s-1(s-2),

i ogolnie
f"')(x)=s(s—1)(s—2)...(s—n+1)(1+x)""'
skad
f™0)=s(s—1)(s—2)...(s—n+1).

Dolaczajac f(0)=1 otrzymujemy poszukiwane rozwinigcie

s s(s—1) , s(s—=1)(s-2) ,
(§)) 1+—1—!x+ o1 x“+ 31 x 4.

Biorac stosunek a, . ,/a, po uproszczeniu otrzymujemy:

s—n
n+1

[
a,

-1, gdy n-ow;

stad na podstawie twierdzenia (11.1.3) promien zbieznosci R=1.

Jezeli s jest liczba naturalng, to rozwinigcie (1) zawierac bedzie skoficzong ilos¢ s+1
wyrazéw, gdyz funkcja, ktéra rozwijamy, jest wowczas wielomianem stopnia s i tym sa-
mym ma tylko s pochodnych réznych od zera (por. zad. 11.11). JezZeli s nie jest liczba
naturalna i s#0, to rozwinigcie (1) jest nieskoriczone i nalezy zbadaé reszt¢ R,. Mozna
wykazaé, ze wéwczas dla |x| <1 reszta R, dazy do zera.

ZADANIE 11.13. Rozwinaé w szereg Maclaurina funkcj¢

1
Ji+x

Rozwiazanie. Zakladamy, ze x> —1. Podstawiajac we wzorze (1) poprzedniego
zadania s= —% otrzymujemy

RS UG P e Il
Jiex 21 31

f(x)=

.oy
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czyli po uporzadkowaniu:

1 1 13 , 1:3:5 , 1.3-5.7
Jitx 2 T X g *

Na podstawie kryterium d’Alemberta tatwo obliczyé, ze promier zbieznosci tego szeregu
R=1.

ZADANIE 11.14. Rozwinaé w szereg Maclaurina funkcje
1
J)= = .

1—x2

Rozwigzanie. Zakladamy, ze —1<x<l. Na podstawie poprzedniego zadania
mamy

1 ’ 1 +1-3 W2 1-3-5 N
=l—-Uu+— ———U .es
Vi+u 2 2122 3123
Podstawiajac u= — x2 otrzymujemy zadane rozwiniecie
1 1 1-3 , 1-3-5

1_x2=1+§xz+ﬁx +W x*+...

Szereg ten jest zbiezny dla wartosci Ix?|<1, tzn. dla |x| <1, wigc promien zbieznosci R=1,

ZADANIE 11.15*, Rozwinaé¢ w szereg Maclaurina funkcje f(x) =arcsin x.
Rozwiazanie. Zakladamy, 7e —1<x<1. Wiemy, ze

—d— (arcsin x) =

e =(1-x%"%

1
V1-x?
. Z poprzedniego zadania dla |x] <1 mamy

1 1, 13 , 135 _ 1-3.5.7
T = lhgxt ot e s

— X +...
Ji-x? 2.4 "246" "7468"

W mysl twierdzenia (11.2.6) o catkowaniu szeregow catkujemy obie strony i otrzymujemy

x x

x x

. 1

arcsmx=f —zdt=fldt+f%tzdt+f%'%t4dt+...,
) l—t 1] o o

gdzie obie strony sa funkcjami zmiennej x (z jest zmienng pozorna catkowania, ktora
po wykonaniu catkowania zastgpujemy granicami). Ostatecznie wi¢c mamy
¥ 13 % 1-3-5 ¥

arcsinx=x +3 =

— =t — ... dl - .
3133 5+2-4-6 7+ a 1<x<1

Mozna wykazaé, ze wzér ten pozostaje stuszny dla x = —1 oraz dla x=1.
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ZADANEE 11.16. Rozwina¢ w szereg Maclaurina funkcje f(x)=sin x cos x.

Rozwiazanie. Wiemy, Ze sinx cos x=%sin2x. Wezmy pod uwage rozwinigcie

podane w zadaniu 11.9:

w ud o

sinu=u——+——77+--»
3150 T

wazne dla wszystkich u. Podstawiajac u=2x otrzymujemy
(2x3)3_‘_(2x:)5 (2x)’

sin2x=2x— T 51 7
Stad dla dowolnego x mamy
»)2 24 26
smxcosx=x— x +—5Tx —7'—x +..

ZADANIE 11.17. Rozwinaé w szereg Maclaurina funkcje f(x)=sin® x.
Rozwiazanie. Zadanie rozwiazemy dwoma sposobami.

Sposéb I. Wiemy, ze 2 sin? x=1—cos 2x. Korzystajac z rozwini¢cia danego w za-
daniu 11.10 dla kazdego u mamy
u2 4 u6
cosu=1l—-—+———+

Podstawiajac u=2x dla kazdego x otrzymujemy

2x)? (2x)* (@x)°
2‘.+4!-6!+

cos2x=1—

Podst awiajac to rozwinigcie do wzoru sin? x =% (1 —cos 2x) otrzymujemy

2. 112 @t @0° @°
sin x——z—[—z—— —4—'—+ 6! — Y +...],

czyli
23 25 27

sin®x=x —Z'—x -6—'x —-8—'x +..
Rozwiniecie to ma miejsce dla kazdego x.
Sposéb II. Obliczamy kolejne pochodne:

f'(x)=2sin xcos x=sin 2x, skad f(0)=0,

f""(x)=2cos2x, skad  f"(0)=2,
f""(x)=—2sin2x, skad f"'(0)=0,
F®(x)=—2%cos2x, skad  f@0)=-2%

S R T L T R R AL S

Podstawiajac powyzsze wartosci do rozwiniecia w szereg Maclaurina i biorac pod uwagg,
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%e £(0)=0, otrzymujemy
23 25 7
sin x=— x*— - x* s_2 x
2! 4! 6! 8!
ZADANIE 11.18. Napisaé poczatkowe 8 wyrazéw wzoru Maclaurina dla funkcji

fx)=tgx.

Rozwiazanie. Oznaczmy y=tg x. Zauwazmy, Ze

’

1 2 2
y=—7==1+tg"x=1+y
cos” x

1 ze dla x=0 jest y=0. Mamy wiec:

S)=1+y% skad f'(0) = 1,
Frxy=2yy =2y(1+y")=2(y+y%), skad f”(0) = O,
JU)=2(143yD) y' =21 +3y*) (L +y?) =2(1 +4y* +3y%), skad f"'(0)= 2,
FO)=2(8y+12y*) y' =82y +3y>) (1 +y*)=8 2y +5y +3y%), skad f9(0)= o,
FO(x)=8(2+15y* +15p*) (1 +y*) =8(2+17y* +30y* +15)°), skad f®(0)= 16,
FO() =834y +120y° +90y°) (1 + y*) =8 (34y + 154y +210y° +90y”), skad f©(0)= O,
FP)=8034+...)(1+y%), skad f7(0)=272.

Podstawiajac obliczone wartosci do wzoru Maclaurina (11.2.4) otrzymujemy

.2 516 5 272
tgx—x+—3—!x +—STx +Wx +Rg,

skad po skrdceniu wspéiczynnikéw mamy
2

tgx=x+—1-x3+————x5+
3 357 3%-5.7

x7 +R8 .

Rozwiniecie funkcji tg x, jako funkcji nieparzystej(!), zawiera tylko nieparzyste po-
tegi x (podobnie jak rozwinigcie funkcji sin x).

Mozna dowiesé, ze R,—0 dla |x| <ir, wigc funkcje tg x mozna przedstawié za pomocg
szeregu Maclaurina o promieniu zbieznosci R=4n. Dowdd ten (do$¢ trudny) pomijamy.

ZADANIE 11.19. Rozwina¢ w szereg Maclaurina funkcje

x> 4+2x
x2—2

m Jx)=

() Funkcja f(x) nazywa sie funkcjq nieparzystq, jezeli dla kazdego x zachodzi réwno$¢ f(—x)=
= —f(x). Funkcja f (x) nazywa si¢ funkcjq parzystq, jezeli dla kaidego x zachodzi rownos¢ f(—x)=f (x).
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Rozwigzanie. Zakladamy, 2e |x| aé\/_i. Mozna udowodnié¢ twierdzenie:

(11.2.7)  Funkcja wymierna jest rozwijalna w szereg Taylora w otoczeniu kazdego punktu,
w ktérym mianownik nie jest zerem.
Funkcja (1) spelnia warunki rozwijalnofci w szereg Maclaurina, poniewaz dla x=0
mianownik jest rézny od zera. Zalézmy, ze funkcja (1) rozwija si¢ w szereg
3,1
x*+2x

2 = =ap+a;x+a; x> +az3 x> +...

zbiezny dla |x| < R; mnozymy obie strony réwnosci (2) przez x2-2:
2x+x3=(=2+x%)(ap+a; x+a; x* +azx*+...) dla  |x|<R.

Mamy tutaj réwnoéé sum dwoch szeregéw potegowych dla kazdego |x|<R (po lewej
stronie wielomian 2x+x® mozna uwazaé za szereg, ktorego wszystkie wspéiczynniki
przy x" dla n>3 s3 réwne zeru). Po wykonaniu mnozenia(*) wspélczynniki przy tych sa-
mych potegach zmiennej x musza by¢, wedlug twierdzenia (11.1.7), réwne. Otrzymujemy
zaleznosci:

wyraz wolny : =—2a,, skad ao=0,
wspélczynnik przy x: 2=-2a,, skad a;=-1,
wspolczynnik przy x%: 0= —2a2 +a,, skad a,=0,
wspolczynnik przy x°: 1=-2a;+a;, skad ay;=-1,
wspotczynnik przy x*: 0= —2a,+a,, skad a,=0,

wspélczynnik przy x°: 0=—2as+a;, skad as=-3,

..................................

Ogdlnie mamy wigc
a,=3a,_, dla n>4.
Podstawiajac obliczone wartosci otrzymujemy szukane rozwinigcie:
x> +2x

x>=2

=—x—x=ix-1x"—
== X=X —3X =X —..

Szereg ten jest zbiezny dla |x]<./ 2, poniewaz mamy tutaj, pomijajac pierwszy wyraz,
szereg geometryczny o ilorazie ¢=4x2, a wigc R=/2. Dla x= £ R szereg jest rozbiezny.
ZADANIE 11.20. Rozwingé funkcje
x+2
S(x)= ._x—z—-—3x
w szereg Taylora w otoczeniu punktu x=2.

(') Dowod, ze takie mnozenie jest dozwolone, pomijamy.
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Rozwiazanie. Zakladamy, ze x#0 i x#3. Postepujemy podobnie jak w poprzednim
zadaniu;
x+2
x*-3x

=do+ay(x—2)+a,(x~2)> +a5(x=2)* +...

Oznaczmy x—2=u, skad x=u+2, i otrzymujemy

(u+2)+2

— e =gota uta,utta,ud+...
@+ 3(utz) ANt LU,

gdzie u# —21iu#1 ze wzgledu na zastrzezenia co do wartosci x. Po redukcji mamy

u+4 2 3
m=ao+a,u+a2u +azu +...,
czyli
4tu=(-2+utu’)(ap+autau’ +azu’+..).
Przyréwnujac wspélczynniki przy jednakowych potegach zmiennej u po obu stronach
otrzymujemy:

4=—~2q,, skad ay=-2,
1=—2a,+4a,, skad  a,=-3,
0=—2a,+a, +a,, skad  a,=-],
0=-2a3+a,+a,, skad  a3=-3

0=—2au+an—l +a,-2, skad aa=';' ay-1ta,_,),

L A A A I T T T

Zatem wzor ogdlny ma postaé
a,=3(,-,+a,.,) dla n>2.
Podstawiajac powyzsze wartoéci otrzymujemy szukane rozwiniecie

x+2
x*—3x

==2-3(x-2 ~1(x=2)" -2 (x~2)*~ 2 (x-2)*-...

Mozna wykazal, Ze szereg ten jest zbiezny dla Ix—2| <1, czyli w przedziale zbieznosci
1<x<3,

ZADANEE 11.21. W kule o promieniu r wpisane sa dwa stozki majace wspSlna os
i wspéing podstawe o promieniu a. Wyznaczyé réznicg V objetosci tych stozkéw i wyra-
zié J3 za pomocy szeregu potggowego wzgledem ajr.

Rozwiazanie. Gdy a=r, wéwczas ¥=0. Dalej przyjmujemy a<r Oznaczmy wy-
soko$¢ mniejszego stozka przez h; wéwczas wickszy stozek bedzie miat wysokosé 2r —h,
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gdzie h<r. Ré2nica objetosci stozkéw wynosi
V=1ra’Qr—h)—3na*h=%na*(r—h).
Zauwaimy, 2e r*=a*+(r—h)?, skad
r—h=vr*-a.

Wielko$§é ¥ mozna napisaé¢ w postaci

2
=2na’r(1+x)t, gdzie x= —(%) .

Rozwijajac funkeje y=(1+x)* wedlug wzoru Maclaurina otrzymujemy
o 1
k=0 k

gdzie —1<x<0. Stad

V=Zna2r 1_}_ ..‘i z_i _a_ 4__1_ i 6—,“ .
3 2\ r s\ r 16\ r

ZADANIE 11.22%. Wyznaczyé dlugosé tuku s okregu jako funkcje diugosci / polowy
cieciwy Sciagajacej dany tuk i jego strzalki A (rys. 11.1).
Otrzymana funkcj¢ rozwinaé w szereg potegowy wzgle-
dem ilorazu A/l

Rozwigzanie. Mamy dang cieciwe 2/ i strzatke hi-
ku h. Oznaczmy przez r promien okr¢gu, do ktérego na-
lezy tuk s, i niech « oznacza kat §rodkowy odpowiada-
jacy tukowi s. Wéwczasbedziemy mieli zwigzek s=ar.

Promienh r mozna wyznaczyé z tréjkata prostokat-
nego ODA; mamy r2=(r—h)>+I2, skad

_h2+l2

M =

Rys. 11.1

Natomiast kat o« wyznaczmy z tréjkata prostokat-
nego BCD, w ktérym xCBD=1}a. Otrzymujemy zwiazek tgia=h/l, skad

h
)] ta= arctg—--

Oznaczajac h/l=x, o=y otrzymujemy zwigzek

y=arctgx.
Obliczamy pochodna
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Rozwijamy prawa stron¢ w szereg potggowy:
y=1-x?4x*=x°+...

Szereg ten jest zbiezny, gdy x?<1, tzn. gdy h</. Calkujac ten széreg Wyraz po wyrazie
otrzymujemy

skad

a_4h1h3+1h’1h7+
N AV s\ 1 7\1I
_2h2+12 h 1/h 3+1 hR\° 1/h ’+
= T3\ Ts\T) A\ ) e

Wzér ten daje rozwiazanie zadania, gdy h</. W przypadku gdy hA=I, mamy s=nl.

ostatecznie

ZADANIE 11.23. Pozioma skala przyrzadu pomiarowego odbija si¢ w lusterku zawie-
szonym na osi pionowej w odleglosci s od skali; odbicie to obserwujemy przez lunetke.
W chwili gdy lusterko jest réwnolegle do skali, widzimy przez lunetkg punkt O skali. Odchy-
leniu lusterka o kat ¢ odpowiada na skali odchylenie liniowe x. Dla jakich katéw ¢ (podaé
w stopniach) mozna przyja¢ zalezno$¢ ¢p=kx z bledem wzglgdnym nie przekraczajacym
1%?

=

LD

TTTTIT

Rys. 11.2

Rozwiazanie. Gdy lusterko odchyla si¢ o kat ¢, promien widzenia odchyla sie
o kat 2¢ (patrz rys. 11.2). Mamy tg a=tg 2¢=x/s, skad

. x
p=3arctg 3

Oznaczmy x/s=t. Wéwczas =4 arctg t. Rozwijamy funkcje arctg ¢ w szereg

1 . t3+t5
=\'"3 TS5 )
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W przyblizeniu mozna wziagé¢ ¢=1%t, czyli
— 1 . x
o= 2 s
Blad bezwzgledny Ad¢ mozna ograniczyé nieréwnoscia d¢<%-3t%, a wowczas blad
wzgledny spetnia nieréwnosé 4 ¢/ 9 <412, czyli

f’_¢’<i(i)2,
o 3\
Aby blad wzgledny byt mniejszy od 1%, nalezy wziaé 3 tg? 1< 55, czyli 1<0,173, a wigc
9 <0,0865.

W stopniach otrzymujemy wzor
90° .
T

X
p=—"—
s

z bledem nie przekraczajacym 1%, jezeli ¢ <5°.

ZADANIE 11.24. Obliczy¢ sin% z doktadnoscia do 0,0001, postugujac si¢ rozwini¢ciem
funkcji sin x w szereg potggowy.

Rozwiazanie. Rozwinigcie daje

2 x* X

smx=x—?+§——ﬂ eos
Szereg jest przemienny, zbiezny.

Przy obliczeniu sin% mozna si¢ ograniczy¢ do dwdch wyrazéw:

1 1 1 /1N
sin—=—=——-|—1]»
5 5 31\5

gdyz popelniony blad bedzie mniejszy od wyrazu

1 /1y 1
51\'5/) 375000
Obliczenie daje sin $=0,2—0,0013=0,1987.

Przy obliczeniach numerycznych dochodzi btad zaokraglenia, ktéry lacznie z poprzed-
nim bledem jest mniejszy od 0,0001.

ZADANIE 11.25. Obliczyé warto$é 1/e z doktadnoscia do 0,001, postugujac si¢ rozwinig-
ciem funkcji €* w szereg Maclaurina.

Rozwigzanie. Rozwinigcie funkcji € w otoczeniu punktu x,=0, jak wiemy, jest
nastgpujace:
2 3

X
e"=1+ﬁ+?!-+3?+...+—;!+...
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Dla x= —1 otrzymujemy

1 1 1 1 1 1 ~1)
=l-c st =

TR TR TR T T

e
Otrzymali$my szereg przemienny zbiezny. Jezeli przerwiemy ten szereg na ktérym-

kolwiek wyrazie, to blad sumy szeregu przemiennego bedzie mniejszy co do bezwzglednej
wartoéci od pierwszego odrzuconego wyrazu. W naszym zadaniu wystarczy obliczy¢

1 11 1. 1 11
PR TR TR TR TR TR T,
gdyz l =——1— . Laczac wyrazy parami otrzymujemy
7! 5040
iz—l— +—1-+ _1_=0,33333... +0,03333... +0,00134... ~0,368 .
e 3 30 72

W obliczeniu numerycznym dochodzi jeszcze blad zaokraglenia wyniku, ale blad ten
tacznie z ulamkiem s jest mniejszy od 0,001.

ZADANIE 11.26. Obliczy¢ warto§é i/i) z dokladnoscia do 0,001, postugujac si¢ rozwi-
nigciem funkgeji £ (x)=(1+x)* w szereg potegowy.

Rozwiazanie. Poniewaz 30=33+3, wiec 3\/ 30 mozna napisaé w postaci

— 35— 1
3/30=3/33+3=3§/1+3—2=3(1+§)*.

Rozwijamy w szereg potegowy funkcje f (x) = (1 +x)*, gdzie |x| <1; mamy

1 i i _1nE-2
(1+x)*=1+1—3'x+3(32' ) 243G 3)'(3 )y,

cey

skad
A+x)t=1+ix—3x2+2 x>~ ...
Podstawiajac x =3 otrzymujemy
1

Y
V30=3(1+L it LS ).

Otrzymany szereg jest przemienny. Jezeli ograniczymy si¢ do trzech wyrazdéw, to blad
bedzie mniejszy niz 3735, a poniewaz ulamek ten jest mniejszy od 5o, Wiec warto§é

3—
J30x3(1 41410
bedzie obliczona z blgdem mniejszym od 0,001. Obliczenie daje
2 30~3(1+0,037037...—0,001371...)=3-1,035666... ~ 3,107,

przy czym blad zaokraglenia nie wplywa na ocene dokladnosci przyblizenia.
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ZADANIE 11.27. Jezeli a jest liczba calkowita, dodatnia, spelniajaca nieréwno$é a"<

<A<a"*?!, gdzie n jest liczba naturalna, to do wyznaczenia przyblizonej wartosci '{/;
stuzyé moze wzér

n 1 .
1) \/Zza+i° gdzie x=A-a"

Korzystajac z tego wzoru obliczyé V245,

Rozwigzanie. Poniewaz 245=35+2, wigc mozna przyjac, ze A=245, n=5, a=3,
x=2 i stosujac wzdr (1) otrzymujemy

s 2 1 2
J245~3+ 2 =3+ —=3,0049.
, 5 3 +405

Zadania

Obliczy¢ promiefi zbieznosci szeregu i zbadaé jego zbiezno$¢ na krancach przedzialu
zbieznosci (zad. 11.28 - 11.55):

@ x"
11.28. . 11.29.
ngl .\/n ngl 5
© 3" 2
11.30. 11.31.
30 ngo n+1 z 3" 4’l+l
o §n \/II
11.32. 11.33.
nzl n" x n:-;o 10"

@

11.34. ) (cosn)x". Wskazéwka. Poréwnaé z rozwiazaniem zadania 11.7.

n=0
0 1 0 23" 1 n3
11.35. in2 — | x". 11.36. X"
ngl(s"l n) z 1)5"
o © 2+ 22n
11.37. Y nlx" n3s, YOI
n=0 n=1 3
© p" © p!
1139, ¥ 2 1140. ¥ —— x".
Zoarr Lt
@ nl(n+2)! @ (2n)!
1141 3 3 142 Y -
L Tanr T 2, ()2
©  (3p)! © 2" 4n?
143, 3 0 1144, Y = x"

n=1 n"(2n)‘. ’ n=0 3”+n3
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© pd4s5n © (n!)3
11.45. . 11.46. Y —— x".
2710 Y Gyl ™
© n! ©
1147. Y =* (@>D. 11.48. Y (—2)"x*".
n=0 n=0
© x2n—l © x2n
1149, Y (-»"? . 11.50. Y (-1 ——— .
< 2n—1 nZ:O 3" n+1)vVn+1
® (x—a) o (x=1)
11.51. . 11.52. — 7 .
=1 on? ,.Z‘l 2"(2n—1)
© (x+1) ® ps ami1
11.53. . 11.54, 5)2n+t,
& 32 Z it
© (x_4 2n+1
11.55. Y ) LA
1 ,.;o( ) 2n+1

Okresli¢ przedziat zbieznosci szeregu i znaleZ¢ jego sume (zad. 11.56 - 11.60):

© A)' )
11.56. ¥ —. 11.57. ¥ (n+1)x".

n=1N n=0

0 P (_1)nx2n+l
11.58. 3n+1)x". 11.59. —_—
1.58 ,,go( n+ ) 9 n;o 2n+1

11.60. i(-1)"(2n+1)x2".
n=0

11.61. Wykazaé, ze
2 m+)(n+2)(n+3) 1
x"= .
,,;0 3! (1-x)*

11.62. Otrzymaé nowe rozwinigcie przez zrézniczkowanie zwiazku dla |x[ <1

1 —oo

-1
l—x n=1

]
Za pomoca catkowania szeregu ) x"~' znale7¢ sume nastepujacych szeregéw (zad.

n=1
11.63 - 11.64):

11.63* i ! 11.64* f(‘l)".
’ ) n=1n'3n. : ’ a=0 3n+1

11.65. Podnie$¢ do kwadratu szereg ) a,x".

n=0
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0
11.66. Podniesé do trzeciej potegi szereg Y x".

n=1

Rozwinaé funkcje w szereg Maclaurina (zad. 11.67 - 11.88):

1167, f(x)=e"*. 11.68. f(x)=—— -
3—x
1
11.69. f(X)=1:—x3. 11.70. f(X)=(1—+"x_)'i
2
11.71. f(x)= i 11.72. f(x)=In(1+x).
14x 2
11.73. f(x)=]n1—_——x . 11.74. f(x)=In(1—-x+x?).
11.75. f(x)=In(2—3x+x?). 11.76. f(x)=sinhx=3(e*—e™%).
11.77. f(x)=coshx=1(e"+e7%). 11.78. f(x)=€"In(1+x).
11.79. f(x)=e *sinx. 11.80. f(x)—ifﬁ)—c
1+x
11.81. f(x)=cos®x. 11.82. f(x)=v1+x.
3
11.83. f(X)=(m. 11.84. f(x)=arctgx.
11.85. f(x)=3z(e"+e " +2cosx). 11.86. f(x)——i—:_—x .
11.87. f(x)=a*, a>0. 11.88*%. f(x)=In(x+v1+x%).

11.89. Napisaé 7 poczatkowych wyrazéw wzoru Taylora dla funkeji f(x) = tg? x, w oto-
czeniu punktu x=0.

11.90. Napisaé wyrazy wzoru Taylora dla funkcji
fx)=

f(6)( ) 6
6!

11.91. Rozwinaé w szereg Maclaurina funkcje

COS x

w otoczeniu punktu x=0, do —— x° wlacznie.

—5x*—7x*+1

X)=
f@) 2x3—-3x+1

6

x® wlacznie.

az do wyrazu
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Rozwinaé w szereg Taylora funkcje (zad. 11.92 - 11.101):

1—x+x?
11.92. f(x)=—, w otoczeniu punktu x=0.
/@) 14+x+x* P

11.93. f(x)=sinx—xcosx, w otoczeniu punktu x=0.
1 .
11.94. f(x)= 5 w otoczeniu punktu x=3.

11.95. f(x)=x./x, w otoczeniu punktu x=1.
11.96. f(x)=sin%nx, w otoczeniu punktu x=2.
11.97. f(x)=cosix, w otoczeniu punktu x=37.
11.98. f(x)=cos®> x, W otoczeniu punktu x=3m.
11.99. f(x)=¢"'*, w otoczeniu punktu x=a.
11.100. f(x)=\3/}, w otoczeniu punktu x=1.

2x+2

11101, f(x)= s
IO=a—6m

, W otoczeniu punktu x=3.

11.102. Obliczy¢ \/E z dokladnoscia do 0,001, postugujac si¢ rozwinigciem funkcji e*
w szereg potggowy.
11.103. Obliczy¢ 1/4\/2 z dokladnoscia do 0,0001, postugujac sig rozwinigciem funkcji ™
W Szereg potegowy.
11.104. Obliczy¢ 5\/2—5_6 z dokladnoscia do 0,001, postugujac si¢ rozwinigciem funkcji
V1+x w szereg potegowy.

11.105. Obliczy¢ cos 0,3, gdzie kat jest podany w mierze teoretycznej, z dokladnoscia
do 0,001, postugujac si¢ rozwinigciem funkcji cos x w szereg potegowy.

11.106. Obliczyé sin 10° z dokladnoscia do 0,00001, stosujac rozwinigcie funkcji sin x
W szereg potggowy.

11.107. Postlugujac si¢ metoda podana w zadaniu 11.27, obliczy¢ wartosci przyblizone
pierwiastkow 129, 3/515, '/ 1027.

11.108. Tle musimy wziaé wyrazéw szeregu In (1 +x)=x—%x>+4x3+..., aby obliczy¢
In 2 z doktadnosciag do 0,01?

x
11.109. Lina pod wplywem wlasnego ci¢zaru zwisa tak jak linia taficuchowa y=cosh—,
a

H
przy czym a=—, gdzie H oznacza poziome natgZenie liny, g cigzar jednostki dtugosci
4
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liny. Pokazaé, Zze przy malych x z dokladnoécia do wielkoéci rzedu x* mozna przyjaé,
2
%e lina zwisa tak jak parabola y=a+:—a.
11.110. Wychodzac z réwnosci }m=arctg t+arctg4 napisaé m w postaci szeregu
nieskoniczonego.

11.111. Obliczy¢ én z dokladnoscia do 0,001, postugujac si¢ rozwinigciem funkcji
arcsin x w szereg potegowy.

11.112. Z jaka dokladnoscia obliczymy ir, jezeli korzystajac z szeregu arctg x=x—
—3$x3+3x%— ... wezmiemy tylko 5 pierwszych wyrazéw?



Rozdzial XII

WYRAZENIA NIEOZNACZONE. REGULA DE L’HOSPITALA

§ 12.1. WYRAZENIA NIEOZNACZONE POSTAC!%

Przy rozwazaniu wyrazeri nieoznaczonych wygodnie jest operowaé pojeciem sasiedztwa
punktu.

Przez sqsiedztwo punktu x=a rozumiemy zbiér wszystkich x spetniajacych nieréwnogé
0<|x—a| <r, gdzie r jest dowolnie ustalona liczba dodatnig.

Sasiedztwo punktu x=a jest wigc otoczeniem tego punktu, » ktérego sam punkt x—q
zostal wylaczony.

Przez lewostronne sasiedztwo punktu x=a rozumiemy zbidr wszystkich x spetniajacych
nieréwno$¢ a—r<x<a dla dowolnie ustalonego r>0.

Analogicznie okre§lamy prawostronne sasiedztwo punktu x=a.

Rozwazmy iloraz funkcji f(x) : g(x) okreslonych w pewnym sasiedztwie punktu x=a.
Mdwimy, ze iloraz ten w punkcie x=a jest wyrazeniem nieoznaczonym postaci g, jezeli
) limf(x)=0 i limg(x)=0.

xX—a x—a

Jednak mimo tych warunkéw moze istnie¢ granica ilorazu

J(x)
(2) lim
x=a § (x)
Do wyznaczenia tej granicy nie mozemy stosowaé twierdzenia o granicy ilorazu, gdyz
lim g(x)=0. Niektére metody obliczania granicy (2) przy warunkach (1) poznali$my

xX=a
W rozdziale V. Inna metoda, oparta na rachunku rézniczkowym, jest tzw. reguta de
L’Hospitala:

(12.1.1)  Granica ilorazu dwéch funkcyj dazqcych do zera przy x—a i majqcych pierwsze
pochodne w pewnym sqsiedztwie punktu x=a jest réwna granicy ilorazu pochodnych tych
Junkcyj przy x—a, jesli granica ta istnieje:

J() ()

m——=1i

x—a g(x) x-r'r: g (X)

Twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe gdyz granica ilorazu hm ( S (x)/g(x)) moze
istnie¢ takze wtedy, gdy hm( f'(x)/g'(x)) nie istnieje.

Podamy jeszcze spec_|a.lny przypadek reguly de L'Hospitala, ktéry znajduje liczne
praktyczne zastosowania:
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(12.1.2)  Jezeli 1° f(a)=g(a)=0, 2° pochodne f'(x) i g'(x) istnieja w otoczeniu punktu
x=a i sq w tym punkcie ciggle (*), 3° g'(@)#0, to
WICWIC)
=ag(x) g'(a)
Uwaga. Funkcje f(x) i g(x) moga by¢ tak skomplikowane (nawet gdy maja ciagle
pochodne wszystkich nieskonczenie wielu rzedéw), ze regula de L’Hospitala nie prowadzi
do celu; np. moze byé f™(a)=g"(a)=0 dla kazdej naturalnej wartosci n, pomimo Ze

limzz—x; istnieje. W ponizszych zadaniach przypadki takie sa pominigte.

x—a §(X

Gdy funkcje f(x) i g (x) sa okreSlone w jednostronnym sasiedztwie punktu, to wszystkie
powyzsze okrelenia, twierdzenia i uwagi maja réwniez miejsce przy odpowiednich modyfi-
kacjach.

Niech funkcje f(x) i g(x) beda okreslone w pewnym lewostronnym sasiedztwie punktu
x=a, tzn. dla x spelniajacych nieréwnos$é:
3) a—-d<x<a przy 6>0.
Niech bedzie przy tym

lim f(x)=0 i lim g(x)=0.
0

x—a— x—+a—0
W tych warunkach regula de L’'Hospitala (12.1.1) przybierze nastepujaca postac:
(12.1.3)  Jezeli w przedziale (3) istniejq pochodne f'(x) i g'(x) oraz istnieje granica
. f'(x)
m —-=,
x»a-0 g (X)

to istnieje te; granica lim
x~a-0 g(X)

i ma miejsce réwnosé

S ()
lim ——= lim —.
x+a=08(X) x-a-08'(x)
Podobnie jest dla prawostronnego sasiedztwa, tylko przedziat (3) trzeba zamieni¢ na

przedziat a <x <a+J przy § >0 oraz symbol x —a —0 zastapi¢ wszedzie symbolem x—a+0.
Reguta de L’Hospitala w przypadku gdy x— + oco:

(12.1.4)  Jezeli funkcje f(x) i g(x) sq rézniczkowalne dla x> M, gdzie M jest to pewna
liczba dana, i jezeli lim f(x)=0i lim g(x)=0, to

x> +c0 X4 o0

S ()

Iim ——= lim ——,
x—~+wg(x) x—0+aog,(x)

Jjezeli granica po prawej stronie wzoru istnieje.
Dla x— — o0 otrzymujemy regule analogiczna.

(*) Z warunkéw 1° i 2° wynika warunek (1).
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ZADANIE 12.1. Obliczy¢
I f(x)
im )
x~0 8(x)
gdzie f(x)=xa", g(x)=a"—1 przy a>01i a#l.
Rozwiazanie. Mamy tu lim f(x)=f(0)=0 i lim g(x)=g(0)=0, wi¢c nie mozemy
x=0 x=0

zastosowaé wzoru

g lmre)
-0 g(x) lif; g(x) "

Obliczamy pochodne:
f(x)=a*(1 +xIna), skad f'(0)=1, g'(x)=a"Ilna, skad g'(0)=Ina+#0.

Jak widaé, spelnione sa warunki stosowalnosci reguty (12.1.2), a wigc
xa® 1

lim =_—

x»0a*—1 Ina
ZADANIE 12.2. Obliczyé

Coe¥—3x—1

lim — =

x=0 SIn“5x

Rozwigzanie. Oznaczmy: f(x)=e**—3x—1, g(x)=sin?5x. Mamy tu limf(x)=
x—=0
=f(0)=0 i lim g(x)=g(0)=0. Obliczamy pochodne:
x=0
f'(x)=3e*-3, skad f'(0)=0,
g'(x)=2sin5xcos5x-5=5sin10x, skad g'(0)=0.

Widzimy, ze iloraz f'(x)[g'(x) w punkcie x=0 jest rowniez wyraZzeniem nieoznaczonym
postaci 3.

Obliczamy drugie pochodne:

f'(x)=9¢>*, skad f"(0)=9, g"'(x)=50cos10x, skad g"(0)=50.

Warunki reguly (12.1.2) dla ilorazu f'(x)/g’(x) w punkcie x=0 sa spelnione, a wigc
f'(x) _f0)
m === = —=
x0 '(x) £"(0)

Na podstawie za$ reguty (12.1.1) mamy
S L ')

m =lim

I — I —

0 8(X) x-08(x) *°°

2
—50°

czyli ostatecznie
e —3x—1 °

Iim ——— =2

x—0 sin?5x 50



§ 12.1. Wyrazenia nieoznaczone postaci % 257

. 2cosx—2+x’
ZADANIE 12.3. ObllCZYé llm—z—T—
=0 X*sin’x

Rozwigzanie. Oznaczmy: f(x)=2cos x—2+x2, g(x)=x?sin?>x; mamy f(0)=0,
£(0)=0.
Obliczmy pochodne:

f'(x)=—2sinx+2x, skad f'(0)=0,
g(x)=2xsin> x+x*sin2x, skad g'(0)=0.
PoniewaZz obie pochodne sa réwne zeru, obliczamy drugie pochodne:
f'(x)=—-2cosx+2, skad f"(0)=0,
g'(x)=2sin® x +4xsin2x+2x*cos2x, skad g"(0)=0.
Wobec tego obliczamy trzecie pochodne:
f""(x)=2sinx, skad f'(0)=0,
g"(x)=6sin2x +12xcos2x —4x*sin2x, skad g"'(0)=0.
Nastepnie obliczamy czwarte pochodne:
f@(x)=2cosx, skad [fP0)=2.
g¥(x)=24cos2x—32xsin2x—8x’cos2x, skad g“(0)=24.
Stosujac laficuch wzoréw wedlug reguly de L’Hospitala ostatecznie otrzymujemy

i 2cosx—2+x> f¥0)
im = =L,
220 xz sinz x g(4)(0) 12

Zadanie to rozwiazemy jeszcze innym sposobem. JuZ z postaci licznika, a szczegolniej
mianownika jest widoczne, ze kilka kolejnych pochodnych przybiera w punkcie x=0
warto$¢ 0. Zamiast wiec stosowaC kilkakrotnie regut¢ de L’Hospitala, zastosujemy roz-
winigcie licznika i mianownika w szereg nieskonczony. Wiemy, ze (por. zad. 11.10):

2 x4 x6

)] cosx=1—§+-4—-!---6T+...,
wigc licznik przybiera postac
2x* 2x°
SO =gr et
Poniewaz (por. zad. 11.17):
23
sin x=x>—— x*+...

4!
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wigc mianownik przybiera postaé

W ten sposéb otrzymujemy

x* 2x8

—_———t...
. fx) . 12 6!
hm—=]1m—T
x=0 Z(X x=0 4 X
x—?+...

i po skréceniu przez x*#0 otrzymujemy

1 2x?
—_—— ..
. fx) . 12 6 1
lim =lim . =
x-0 &(X) x-0 X 12
]—?+...

ZADANIE 12.4. Natgzenie pradu elektrycznego w obwodzie zmienia si¢ wedlug réwnania
i=2t sin 3/t. Wyznaczy¢ graniczna warto$¢ mocy p=ri? traconej na oporze r=>5Q, gdy
czas t—o0.

Rozwiazanie. Moc elektryczna tracona na oporze r wynosi
p wy
., 3 . 3
p=>5-41* smz—t =201% sin®? —.
t

Aby wyznaczy¢ graniczng wartos¢ mocy p, gdy t—oo, piszemy funkcje p w postaci

sin? —
=20
p B
tl
i stosujemy regule de L’Hospitala:
.23 6 . 3 3
sin® — - thm—t—cos-t—
lim p=20lim =20 lim =
1= [ nd- ] t—co 2
2 7
18 6
3 sin T -7 cos " 6
=20 lim =20lim ———— =20 lim(9 cos —)=180.
o 1> t->w t
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§ 12.2. WYRAZENIA NIEOZNACZONE POSTACI 2

Jezeli lim f(x)= + oo oraz lim g(x)= + oo, to m6w1my, e iloraz f(x): g(x) jest w pun-
x—a+0 x—a+0
kcie x=a wyrazeniem nieoznaczonym postaci .
Tego samego okre$lenia uzywamy zar6wno w przypadku granic lewostronnych jak i
granic obustronnych.

Niech funkcje f(x) i g(x) beda okreSlone i rézniczkowalne w przedziale otwartym
a<x<b, przy czym g'(x)0 dla kazdego x z tego przedziahu.

(12.2.1)  Jezeli lim f(x)=+o0 i lim g(x)= + o0, oraz istnieje granica lim j—‘,—(ﬂ, to
x—+a+0 x—+a+0 x=+a+08 (JC)
S ()
lim lim —.
x—=a+0 g(x) x—+a+08 (X)
Analogicznie:
(122.2) JeZeli lim f(x)=+o0 i lim g(x)= +co, ale istnieje granica lim ——— AC , 10
x-b-0 x=+b—0 xob-08'(x)"

tim L9 _ pim L)
b og(x) x—»b—og'(x)

Niech teraz funkcje £ (x) i g(x) beda okreslone i rézniczkowalne oraz g'(x) #0 w pewnym
sasiedztwie obustronnym punktu x=c.

(12.2.3)  Jezeli lim f(x)= +o0 i lim g(x)= + o0, ale istnieje granica lim ((x))
. f(x) f'(x)
lim ——= =1lim

e 8(X) x-c€(X)

Regula de L’Hospitala pozostaje wazna réwniez przy x— + oo . Mianowicie niech funkcje
f(x) i g(x) beda okreslone i rézniczkowalne oraz g'(x)#0 dla wszystkich x>c.
"(x
(12.2.4)  Jezeli lim f(x)— + oo i lim g(x)— + 0, ale istnieje granica lim ,L) , 10
X+ x=+ 0 »1"+°°g(x)
(ORI OO}
x*+oog(x) x>+ & (X)

Analogicznie byloby przy x— —co, gdy f(x) i g(x) sa dla kazdego x<c okreslone
i rézniczkowalne oraz g'(x)#0.

Zalozenie, ze f(x)—>+oo i g(x)— +o00, nie jest istotne. Moze by¢ np. f(x)——o0,
g(x)— + 00; w takim przypadku wylaczajac —1 poza nawias otrzymujemy sprowadzenie
do przypadku, gdy f(x)— + o0, g(x)— +c0.

Inx

ZADANIE 12.5. Obliczy¢ lim —
x—=+0 Ctg X
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Rozwiazanie. Stosujac regule de L’Hospitala otrzymujemy

In x 1 -1 sin? x . sin x
lim —= lim [ —: — — )= — lim =— lim sin x lim ——=0"-1=0.
x=++0 Ctgx x=+0 \ X SIN° X x=>+0 X x=+0 x=++0 X

ZADANIE 12.6. Znalezé

Ii In x dzie  b#0
m -—-— .
evt0d+blnsmx’ S9X¢

Rozwiazanie. Zakladamy, Ze sin x>0. Gdy x—0 od strony liczb dodatnich, to
sin x—0 przez wartosci dodatnie, a wiec In sin x—— 0. Na podstawie podanych wyzej
rozwazan otrzymujemy

1
. In x . x— . sin x 1 1 1
lim ———— = lim = lim { — - =1- =—.
x»+0ad+blnsinx xo40 b CoSx x-+0\ x bcosx bcosO b
sin x

a
ZADANEE 12.7. Obliczyé g= lim .

x—++0c0 €

Rozwiazanie. Rozpatrzymy przypadki:

Przypadek 1°: a<0. Oznaczmy przez b liczbe dodatnia taka, ze b= —a; wtedy
1
—=0.

g= lim
x=+ xte

Przypadek 2% a=0. Wéwczas

1
g= lim —=0.
x—+00 €

Przypadek 3° a>0. Oznaczmy przez n, najmniejsza liczb¢ naturalng taka, Ze

asno, i niech a=n, —b; z okreslenia liczby n, wynika, ze 0<b<1; np. gdy a=5, to ny=S5,
b=0; gdy a=12, to no=4, b=2.

Aby obliczy¢ granicg g, stosujemy n, razy regule de L’Hospitala; otrzymujemy wéwczas

. x*  a(a—1)...(a—ny+1)
lim —= lim T =
x++0 € x-+o xe

0.

W przypadku a>0 zadanie mozna rozwigza¢ jeszcze innym sposobem. Oznaczmy

przez S, sume¢ czastkowa
Soml4xt it 4%
n= +X+-2-§+...+"'—!'.

Dla x>0 ciag {S,} jest rosnacy, a wiec S,<e* dla kazdego n. Jest takze

n
—<S,<e"
n!
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dla kazdego n. Oznaczajac przez n, jakakolwiek liczb¢ naturalng wigksza od a mamy

x* x ne!
0<;;<W=x.?;.
no!
. ] ney! )
Poniewaz lim x,,-—o_—,=0 , wigc takze
x=+w
x*
lim —x=0.
x—++w €

Z zestawienia przypadkéw 1°, 2°, 3° wynika, Zze dla kazdego a ma miejsce wzér

xa

(122.5) lim —=0.

x>+ €

Rozumowanie powyZsze daje jednocze$nie wzor

X

(12.2.6) lim —=+o00.
x++0 X
L, . Inx
ZADANIE 12.8. Obliczy¢ g= lim -
x—=+ o0

Rozwiazanie. Widzimy od razu, ze dla k<0 jest g= +oo0.
Zalézmy, ze k>0. Wtedy wykonujemy podstawienie

x=¢€, skad Ihnx=z,

a wiec lim z= + co. Otrzymujemy wéwczas (patrz zadanie poprzednie):
x—. o0

Inx z
lim —= lim —/=0.
x-+o xk 2=+ €

Otrzymali§my wigc wzor

1
(12.2.7) lim —~=0 dla k>0.
x4+ {

Z powyZszego wzoru wnosimy, Ze Inx przy x—+ oo ro$nie wolniej niz jakakolwiek do-

datnia potega x, np. *°Yx.

§ 12.3. WYRAZENIA NIEOZNACZONE POSTACI ‘0

Niech beda dane funkcje f(x) i g(x) okre$lone w pewnym sasiedztwie (ewentualnie
jednostronnym) punktu x=a. Iloczyn f(x) g(x) nazywamy wyraZeniem nieoznaczonym
postaci -0 w punkcie x=a, jezeli limf(x)=+co lub limf(x)=-o0 i jednocze$nie

x—a x—a
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. R | .
lim g(x)=0. Wéwczas oczywiscie lim -—)=0 . Stosujac przeksztalcenie(?)

x~a ;-oaf X
1080=52
)

otrzymujemy iloraz funkcji g(x) przez 1/f(x), ktéry w punkcie x=a jest wyraZeniem
nieoznaczonym postaci 3. Do obliczania granic tego ilorazu mozemy stosowaé metody
podane w rozdziale V oraz w § 12.1.

ZADANIE 12.9. Wyznaczyé lim (x—in)tgx.
x—4x

Rozwiazanie. Mamy tu dla x=4n wyraZenie postaci 0-oo; przeksztalcamy je jak
wyZej:
x—in x—i=n

1 ctgx’

tg x

(x—3in)tg x=

Do ostatniego wyraZenia stosujemy regule¢ de L’Hospitala:

x—in 1
lim in_ lim ——= lim (—sin® x)=—1.
x—ix Ctg X x—4x 1 x—4x

sin? x

ZADANEE 12.10. Obliczyé lim »* In x przy k>0.

x-+0
Rozwiazanie. Stosujac podstawienie

1 1
x=—, skad z=—,
z x

mamy lim z= 400, a wigc

z=+o0
1
In — In
z —
lim x*In x= lim ——= lim - i
x=+0 z++0 Z z2+0 2
Na podstawie zadania 12.8 wnioskujemy, Ze
(12.3.1) lim *Inx=0 dla k>0.

x=++0

(Y) Przeksztalcenie to ma miejsce dla f(x)#0. Poniewaz lim f(x)= +co lub lim f(x)= — o, wigc

x-a x

otoczenie punktu x=a mozemy tak zwezi¢, Zzeby bylo f(x)#0 dla kazdego x nalezacego do nowego
otoczenia.
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§ 12.4. WYRAZENIA NIEOZNACZONE POSTACI o« —

Rozpatrzmy wyraZenie postaci f(x)—g(x) takie, ze gdy x—a, to f(x)—+o0 i g(x)—
—+00 albo f(x)=»—00 i g(x)—»—c0.
Zastosujemy podstawienia:
1 1
u(x)=——1, v(xX)=——.
x g(x)

Wéwczas przy x—a jest u(x)—0, v(x)—0. Otrzymamy wigc

1 I v(x)—u(x)
Sx)—g(X)=—————=— .
u(x) v(x) uxov(x)
Ostatecznie wyraZenie przy x=a jest postaci g, mozemy wigc do niego stosowa¢ po-
znane juz metody.

ZADANIE 12.11. Wyznaczy¢
. 1 1
lim{ ———.
x-1\x—1 Inx
Rozwiazanie. Mamy tu wyraZenie postaci oo —oo. Odejmujac utamki otrzymujemy
Inx—x+1
wyrazenie (-W— , ktére w punkcie x=1 jest wyrazeniem nieoznaczonym postaci 3.
x— x
Przy obliczaniu granicy otrzymanego wyraZenia stosujemy dwukrotnie regut¢ de L’Hos-
pitala:

1 1 1
Inx—x+1 . X . x?
m ————=lim ———— =lim =-4,
x=1(x=1)Inx o1 1 x-11 1
Inx+1—— —+—
X x

1 1
czyli ostatecznie lim ( - —)= -1

§ 12.5. WYRAZENIA NIEOZNACZONE POSTACI «°, 0°, 1°

Niech beda dane funkcje u(x) i v(x) okreSlone w pewnym sasiedztwic (ewentualnie
jednostronnym) punktu x=a, przy czym u(x)>0 dla wszystkich x#a nalezacych do
tego otoczenia. Wezmy pod uwagg wyraZenie

1 F)=(u ().

1° Jezeli przy x—a mamy u(x)—+ oo i jednocze$nie v(x)—0, to méwimy, Ze wyra-
zenie (1) w punkcie x=a jest wyrazeniem nieoznaczonym postaci o°.
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2° Jezeli przy x—a mamy u(x)—0, p(x)—0, to moéwimy, Ze wyrazenie (1) w punkcie
x=a jest wyraZeniem nieoznaczonym postaci 0°.

3° Jezeli przy x—a mamy u(x)—-1 i jednoczesnie v(x)— + oo lub — 00, to méwimy,
2e wyrazenie (1) w punkcie x=a jest wyrazeniem nieoznaczonym postaci 1.

Poniewaz u(x)>0, mozemy zlogarytmowaé obie strony zwiazku (1):

(2) In f(x)=v(x) In u(x).

We wszystkich trzech przypadkach prawa strona réwnosci (2) przy x—a jest wyraZzeniem
nieoznaczonym postaci 0-co. Granicg¢ tego wyrazenia mozemy wyznaczyé za pomoca
metod podanych w § 12.3.

Jezeli granica wyraZenia po prawej stronie réwnosci (2) przy x—a jest wielkosé A,
to znaczy, jezeli lim In f(x) =4, to lim f(x)=e*, gdzie e jest podstawa logarytméw natural-

xX—a xX—a

nych (wynika to z ciaglosci funkcji wykladniczej).

ZADANIEE 12.12. Wyznaczyé lim (tg x)'® %*.

. x=+4x-0

Rozwiazanie. Ograniczymy si¢ do przedziatu n<x<in; wéwczas tg x>0, a tg 2x
jest skoriczone. Mamy tutaj wyrazenie nieoznaczone postaci oo, Logarytmujac funkcje
[ () =(tg x)'*** otrzymujemy

In f(x)=tg 2x In tg x.

Wyrazenie po prawej stronie réwnosci w punkcie x=34r jest wyrazeniem nieoznaczonym
postaci 0-c0. Na podstawie przeksztalcenia

Int
tg2xIntg x= nex

ctg 2x

otrzymujemy wyraZenie nieoznaczone postaci w. Aby obliczy¢ granic¢ tego wyraZenia,
stosujemy regule de L’Hospitala:

1 1
. Intgx | tgxcos’x
A= lim ——= _
x-o*g—o Ctg zx x—o*n—o _2
sin? 2x

Po wykonaniu przeksztalceni trygonometrycznych otrzymujemy

A=-2 lim (sinxcosx)=-2'1-0=0,

x=4x—-0

a wigc lim (tg2xIntgx)=0, skad lim (tgx)®2*=¢%=1.

x—=4x—0 x+3x—-0
ZADANIE 12.13. Wyznaczy¢ lim x™.
x=++0
Rozwiazanie. Zakladamy, ze x>0. Po zlogarytmowaniu funkcji f(x)=x" szukamy
granicy
A= lim Inf(x)= lim (xIn x).

x=++0 x=++0



§ 12.5. WyrazZenia nieoznaczone postaci 2, 0°, 1% 265

Nastepnie stosujemy przeksztalcenie

In x

xlnx=—-,
1

X

ktére sprowadza wyraZenie nicoznaczone postaci 0-co do wyraZenia nieoznaczonego
postaci . Stosujac regul¢ de L’Hospitala otrzymujemy

1
. Inx . X )
A= lim —= lim — =— lim x=0.
x-++0 x=++0 — x—=++0
X x?

A wigc gdy x— 40, to x In x—0 (poréwnaj wzor w zad. 12.10) i x*—e®=1, czyli ostatecznie

lim x*=1(%).
x=0

a x
ZADANIE 12.14. Wyznaczy¢ lim (1 +—) .

x-+ 00 X
a
Rozwiazanie. Zakladamy, ¢ 1+— >0, co zawsze ma miejsce dla x> |al. Mamy
x

tu wyraZenie nieoznaczone postaci 1%.

Logarytmujemy funkcj¢ f(x)=(1 +%) i szukamy granicy

. X+a
lim —
. . a . x
A= lim Inf(x)= lim (xln (1+—))= lim ——.
x—++© x—++ 00 X x>+ 00 1
x
Stosujemy teraz regule¢ de L’Hospitala dla x— + co:
x —a
— ..—T
x=+ 1 x++w0 X+a
x2
A wiec lim (x In (1 +—;—)>=a, czyli (por. zad. 2.9):
x>+
a x
(12.5.1) lim (1 +—) =é.
x-+ o X

(Y) Podstawiajac do tego wzoru x=1/n otrzymujemy lim \7;=1.
n— o
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Zadania
Obliczyé granice (zad. 12.15 - 12.65):
. -7 In x
12.15. lim . 12.16. lim .
x=0 X x-+1+0 Jx -1
x_bx - 2__ .2
1217 tim 2=7 | 450, b>0. 12.18. lim ?——\/—‘:—i,a>0.
x=0 X x-=0 X
2a e—e >
1219, tim YOHETV2 o 12.20. lim ©—° .
x-‘cs/a+2x \’30 x-0 SIn Xx
e*— 2 _
1221, lim €2 1222, lim m(Yx—1).
,..o x%cosx ot
Illx
1223. lim —, a>0. Wskazéwka. Jezeli a>b i >0, to g®®=p'ne
x40 X°
12.24. limsinx—):cosx. 12.25. lim tgx—1
x-+0 X x—in sin X—COSX
x—x__ sinx —si
1226, lim =~ % 1227, lim 0%
x~x (T—Xx)—sinx 0 X
1 o lfsinx+cosx. 1229, lim 2'si1;2x+si11x—1 .
x—~3x Sin2x—cosx x—3x 25in*x—3sinx +1
X!
12.30. lim > 1231 lim 22,
x-0Ctg X x-o}n tg(41|:+x)
1
xzsin; .
. . ax—tgax
12.32. lim . 12.33. lim ————.
X+ 2x—1 xl-l.l‘l)bx—tgbx
12.34. lim tg(z )(e'*"-e""). 12.35. lim (z—x)tg (’3‘—9
In(l
1236, lim 2029, 12.37. lim (1 —e*)ctgx.
x=+om X x—0
1238, lim "L 12,39, lim (—— >
.39, lim [ ———
;-.oln(1+2x) x—1 lnx ll‘lx
1
12.40. lim (x—x2 In (1 +——)). 12.41. lim (n—2arctgx)Inx.
x=+ X x>+

XlI. Wyrazenia nicoznaczone




1242. lim (1-x)ln(1-%).

x-1-0
2

1
12.44. lim = tgmx.

x-1

1
12.46. lim (x = —ctg? x).

x-0

1
12.48. lim( )
x-0\ X sinx
(l

12.50. lim

x—=+0 x

sin® x) ’

—t.
12.52. lim 2>,
0 X2 tgx

12.54. lim x'/*

x=*+ 00

12.56. lim (tgx)®~.

x-++0

X 1/x
12.58. lim (“ +b')
x-0 2

12.60. lim x™**~1,

x=+1

t 1/x
12.62. lim (ﬁ’—‘) X

x=0\ X

t 1/x3
12.64. lim (—“i‘) .

x=0\ X

Wyznaczyé granice za pomocg rozwinigcia w szeregi (zad. 12.66 - 12.75):

Zadania

12.43.

12.45.

1247.

12.49.

12.51.

12.53.

12.55.

12.57.

12.59.

12.61.

12.63.

12.65.

lim (1-x)tg;nx.

x-1

lim tg3xcos(3m+x).

x—$R

2 1
lim p— X
x-+1\X '-1 x—1
lim 1 1
cwo\x? sinZx

1
lim L)
0 \2x 2xtgx

lim (xtgx—3msecx).

x4

sin x
x-=++o\ X

lim x"/ =2,

x=1

lim (er +x)l/x .

x—0

lim (tg%x)”““ i
x=++0

tg x\ /%
lim _5_) i
x—0 X

K

lim
x-—4n+0COS> x

z—-
1266, tim PV =D yoicaz6wka. Por. zad. 122
X

x=0

3 cosx+2
12.67. lim(—;— T )
x-0\X  x“sinx

12.69. lim ————
x=0 x sm°x

12.71. lim (1 +x)"°*.

x-+0

4x° —6x+3sin2x

12.68.

12.70.

12.72.

lim (x—len (1 + i)) .
x-++ X

( 1 2sinx—.2tgx)
t——=— |

lim{ —

x=0

xS

lim x5/ +21inx)

x=++0

267
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x tg (nx/a) x tg (xx/2a)
12.73. lim (1 -—-—) 12.74. ]im( ——)

x—a a x-*a a

12.75. lim (x— 1)"/(ln 2x-1))

x-+1+0

12.76. Wykazaé, ze pole S wycinka kolowego o matym kacie $rodkowym « jest w przy-
blizeniu ro’wne-ébh, gdzie b jest dlugoscia cigciwy AB, a h strzatka CD (rys. 12.1).

12.77. Wykazaé, ze przy a—0 mamy Vita—l—3ax —2a2 »
i stad V1+a~x1+3«, z dokladnoscia do a2 AT~ ,

12.78. Wykazaé, ze przy a—0 mamy 3\/l+a—1—§az — 30
i stad V1+ar~1+4, z dokladnoscia do lo2.
12.79. Dwa katy zmienne « i § maja stala sume¢ o+ f=1in.

Obliczy¢, do jakiej granicy dazy utamek
0

sina—sin B
gdy oa—gm. Rys. 12.1

sin(x—p) ’

12.80. Dwa katy zmienne « i § maja stala sume a+ B=1%n. Obliczy¢, do jakiej granicy
dazy iloczyn sin « tg B, gdy «—O0.




Rozdzial XIII

BADANIE PRZEBIEGU ZMIENNOSCI FUNKCJI
WYKEADNICZYCH I LOGARYTMICZNYCH

§ 13.1. BADANIE PRZEBIEGU ZMIENNOSCI FUNKCJI WYKLADNICZEJ I LOGARYTMI-
CZNEJ

Dla wygody zapisu bedziemy cze¢sto oznaczali badane funkcje przez f(x).

ZADANIE 13.1. Zbadaé przebieg zmiennosci funkcji y=xe ™.

Rozwiazanie. Funkcja jest okrelona dla wszystkich wartosci x.
Obliczmy pierwsza pochodna

’

y=1e*+xe”*(—1)=e"*(1-x).

Pochodna jest réwna zeru, gdy x=1; wéwczas f(1)=e™'.
Po powtérnym zrézniczkowaniu otrzymujemy

y'=e"*(x-2).
Druga pochodna jest réwna zeru, gdy x=2; wtedy f(2)=2e"2.
A

Y
1

*y

Rys. 13.1
Nastepnie obliczmy granice funkcji przy x—+00 i przy x——co:

. - . X . -
lim xe *= lim —=0('), lim xe™*=—o0.
x=+w x=+o € x=-®

Krzywa ma jednostronna asymptote pozioma y=0, maksimum w punkcie x=1 i punkt
przegiecia, gdy x=2.

(') Patrz wzér (12.2.4).
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XIII. Badanie przebiegu zmiennosci funkcji

Uktadamy tabelke przebiegu zmiennosci danej funkgcji:

x —o | .. 1 2 w | +
Y’ —o | — - - 0 + 0
Y |4+ + | 0 - - - 0

y —w | o et | N {2-2] 0

Wykres funkcji podaje rysunek 13.1.

ZADANIE 13.2. Zbadaé przebieg zmiennosci funkcji y=(n x)?-21Inx.
Rozwiazanie. Funkcja jest okre§lona dla x>0.
Obliczmy pochodna

2
y=—(nx-1).
X

Pochodna jest réwna zeru, gdy In x=1, czyli gdy x=e; wtedy f(e)= —1.
Obliczamy druga pochodna

2

x2

yY'=—=2-Inx).
Druga pochodna jest réwna zeru, gdy In x=2, czyli x=e?*; wéwczas f (e?)=0.
Wiemy, ze lim Inx=—o00, lim Inx=+400. Z tego wynika, ze
x->+0 x—+ o0

lim y=+o00 i lim y=+o0,
x++0 x=+ o
a to na podstawie twierdzen o granicy wielomianu(), gdy zmienna dazy do —oo lub
do + 0.
Krzywa ma asymptot¢ pionowa x=0, minimum w punkcie x=e i punkt przegiecia,
gdy x=e2.
Uktadamy tabelk¢ przebiegu zmiennosci danej funkcji:

x 0 e e +

v |40 + | + | + | 0| =] o

y | —o| — o | + | + | + ()}

y +o | -1 | 0 A | 4>
Wykres funkcji podaje rysunek 13.2.

(*) y jest wielomianem stopnia drugiego wzgledem In x.
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ZADANIE 13.3. Zbadaé przebieg zmiennosci funkcji y=x In x.

Rozwiazanie. Funkcja jest okre§lona dla x>0.

Obliczmy pochodna
y=lhx+1.

Pochodna jest réwna zeru, gdy In x=—1, czyli gdy x=e"*; wtedy f(e™!)=—e"".
Badamy druga pochodna

" 1

y =
X

Jest ona stale dodatnia, poniewaz funkcja jest okreslona tylko dla x>0. Badana krzywa
jest wiec wszedzie wklesta i nie ma punktéw przegiecia.
Badamy granice

lim xInx=+0, lim xInx=0(").
x-+ o x=++0

Ponadto
lim y'= lim (Inx+1)=—oc0.
x=++0 x—=+0

a wiec krzywa przy x—+0 zbliza si¢ stycznie do osi Oy.

y1

-~
T

Rys. 13.2 Rys. 13.3

Krzywa osigga minimum w punkcie x=e™".

Ukladamy tabelke przebiegu zmiennosci danej funkcji:

x 0 e! + o

v |+ | + | + | + Y

y - - 0 + + 0

y 0 A e B A I )

Wykres funkcji znajduje si¢ na rysunku 13.3.

() Patrz wzor (12.2.7).
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x
ZADANIE 13.4. Zbadaé przebieg zmiennosci funkcji y=ln—x .

Rozwigzanie. Funkcja jest okre§lona dla x>0 i x#1.

Obliczmy pochodna
, 1 1 1
y Tlnx Inx/)

Pochodna réwna si¢ zeru, gdy In x=1, czyli gdy x=e; wtedy f(e)=e.
Obliczmy druga pochodna
. 2=Inx
=x(ln x)a.

Druga pochodna réwna sig zeru, gdy In x=2, czyli gdy x=e?; wtedy f(e?)=4e>.
Obliczmy granice
lim y=0
x—=+0

(gdyz licznik dazy do zera, a mianownik do —00) oraz

1 1
lim y'= lim (——- —— =0,
x=+0 y x=+0 (ln x (In x)z)
a wigc krzywa przy x— +0 zbliza sie stycznic do osi Ox. Gdy x—1+0, to In x— +0, czyli

y—+ o0, gdy zas x—1-0, to In x> -0, czyli y>—o0, a wigc prosta x=1 jest asymptoty
pionowa krzywej w obu swoich zwrotach.

Krzywa ma minimum w punkcie x=e i punkt przegiecia, gdy x=e2,
Ukladamy tabelk¢ przebiegu zmiennosci danej funkcji:

x 0 1 e e? —
y” — 0 - — 0 + + + + 0 - 0
y 0 - - —oo - 0 + — + 0
y 0 N —o0 —o N e A je? Vd + o0

Wykres funkcji podaje rysunek 13.4.

ZADANIE 13.5. Zbadaé przebieg zmiennosci funkcji y=(x2-3)¢*.

Rozwigzanie. Funkcja jest okreslona dla wszystkich x.
Obliczmy pochodna

Y =(x*+2x=3)¢".

Pochodna réwna si¢ zeru, gdy x=—3 i gdy x=1; wtedy f(—3)=6e"3, f(1)= —2e.
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Obliczamy druga pochodna
y'=(x*+4x-1)€".

Miejscami zerowymi drugiej pochodnej sg liczby a=—2—./ 5ip= -2+\/§.

[} S,
L Y

Rys. 13.4 Rys. 13.5

Obliczmy granice

lim (xX*-3)e*=+w.
x>+
Natomiast aby obliczyé lim f(x), podstawiamy x= —u; woéwczas otrzymujemy (patrz
wzor (12.2.5)):

=0.

. ) ut-3
lim f(x)= lim (uW*—3)e = lim
x= - u—=+ oo u->+w0 €

Krzywa ma jednostronna asymptote pozioma y=0, maksimum w punkcie x = — 3, mini-
mum w punkcie x=1, punkty przegi¢cia, gdy x=—2—./5i gdy x=—-2+ \/3'
Ukladamy tabelke¢ przebiegu zmiennosci danej funkcji:

X —® a -3 B 1 +©
Y’ 0 + 0 - - - 0 + + + | 4o
y 0 + + + 0 - - - 0 + 4

y |l o | A lr@| A Jee | N |srm| N | 22| o | 4w

Wykres funkcji podaje rysunek 13.5.
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ZADANIE 13.6. Zbadaé przebieg zmiennosci funkcji y=e/(*~*?)

Rozwiazanie. Funkcja jest okreslona dla 1—x?#0, tzn. dla x# —1 i x#1. W punk-
tach nieokreslonosci znajdujemy granice funkcji (patrz zad. 5.13):

lim f(x)=0, Ilim f(x)=+o0, lim f(x)=+o0, lim f(x)=0.
x—+-1-0 x—=-1+0 x=1-0 x=1+4+0

Widzimy, Ze proste x=—1 i x=1¢s3 asymptotami pionowymi krzywej.

Nastepnie obliczamy granice funkcji dla x——o0 i dla x— + o0:

lim f(x)= lim f(x)=1.
x> -® x—+ @

Widzimy, Zze prosta y=1 jest dwustronng asymptota pozioma krzywe;j.

Obliczmy pierwsza pochodna

2x

’ 101 -x2)

Y =a==y

Pochodna réwna si¢ zeru, gdy x=0; wtedy f(0)=e. Pochodna jest ujemna, gdy x <0,
a dodatnia, gdy x>0.
Obliczamy granice pochodnej, gdy x——1-0, x—»—1+0, x—>1-0 i x-140. Mamy

1/(1 - x2) )
elKl—x).

lim f'(x)= lim 2x lim =-=2 lim
of() x=+-1-0 u--~1—o(l—x2)z x-t—l-O(l‘xz)z

x=—-1-

Aby obliczy¢ ostatnig granicg, dokonujemy podstawienia 1/(1 —x?)= —u; zauwazmy, ze
gdy x»—-1-0, to —u——o00, a Wigc u—+00. Mamy wiec

2

u
lim f'(x)=-=2 lim e = ) lim —.
x—+-1-0 x-'—l—O(l"'xz)z u—+ @ e

2

u

Ale w mysl wynikéw otrzymanych w zadaniu 12.7 mamy lim —=0 wigc
u—++ow €
lim f'(x)=0.
x=+-1-0
Aby obliczy¢ lim f’(x), dokonujemy podstawienia 1/(1—x?)=u i otrzymujemy
x=+-1+0
lim f'(x)=-2 lim u’e*=—00.

x=+-1+0 u=+

Podobnie postgpujac otrzymujemy

lim f'(x)=+e, lim f'(x)=0.

x-+1-0 x+1+0

Obliczamy druga pochodna

r

2(3x*—4x2—1)

el/(l-x’)
(1-x%* '
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Druga pochodna jest réwna zeru, gdy 3x* —4x2—1=0. Podstawiajac x*=t (¢>0) otrzy-
mujemy réwnanie kwadratowe 3t*>—47—1=0, ktére ma jeden pierwiastek dodatni ¢=
=4(2+/7). A wiec miejscami zerowymi drugiej pochodnej sa x, = i 12+ i x,=
=V3Q2+/7).

Funkcja ma przerwy ciaglosci w punktach x=—1 i x=1, przy czym przy x dazacym
do kazdej z tych wartosci jedna galaz krzywej jest styczna do osi Ox, a druga asympto-

1
y

N

-1 0 1 X

Rys. 13.6

tycznie zbliza si¢ do prostej x=—1 lub x=1. Funkcja jest symetryczna wzglgdem osi
Oy i osiaga minimum w punkcie x=0. Krzywa ma dwa punkty przegigcia.
Ukladamy tabelk¢ przebiegu zmiennosci danej funkgji:

x —o | ... X -1 .10 .. 1 X2 vee | F00
y’ 0 — 0 + 0 —o |+t ]|+ +] -} O + 0 - 0
y 0 - — — 0 —0o | =10 |+ |t 0 + + + 0

y 1 NG | ™ 0 |+ |N]e |l Al +o| O |7 |fGx)|/ 1

Wykres funkcji podaje rysunek 13.6.

ZADANIE 13.7. Zbadaé przebieg zmiennosci funkcji y=xe'l*,

Rozwiazanie. Funkcja jest okreslona dla x#0.
Obliczmy pochodna

1 1 x—1
y'=e1/x+xe1/x - =el/x_____ellx= el/x .
X X X

Pochodna jest réwna zeru w punkcie x=1; wtedy f (D=e.
Obliczamy druga pochodna

1 1 1 1 1
" 1/x 1/x 1/x 1/x
=e — 4+ e*——e —_— —e .
y ( xz) xz X ( xz) x3
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Widzimy, Ze druga pochodna zawsze jest rézna od zera; mimo to zmienia znak, gdy x
przechodzi przez zero, mianowicie y”’ <0 dla x<O0, a y'>0 dla x>0.
Granice funkcji w nieskorniczonoéci:
lim xe'*=—c0, lim xe'”=+o0.
X =00 x—*+ o0
Zastanowimy si¢ teraz nad przebiegiem zmiennosci funkcji w otoczeniu punktu x=0,
W tym celu znajdziemy gran‘icg prawostronng i lewostronna funkcji i jej pochodnej w tym
punkcie.
Znajdujemy najpierw granicg lewostronng funkcji xe'’* w punkcie x=0. Gdy x— —0,
to 1/x——oc0, €0, a wiec
lim xe'*=0.
x=+-0
Nastepnie obliczamy prawostronna granice funkcji w punkcie x=0. Mamy

el/x
lim xe'= lim — .
x=++0 x=++0 1

x
Wykonajmy podstawienie 1/x=u; wéwczas limu=+o0 i otrzjmujemy (por. wzér
(12.2.5)): x>0
1/x eu
lim —= lim —=+ow.

x> +0 u++oo U

x
Przechodzimy teraz do obliczenia granic pochodnej w punkcie x=0. Mamy

1
yl=e1/x (1__) .
X

Wykonajmy podstawienie —1/x=u; wéwczas lim u=+o0, a wigc

x=-0
. u+l
lim y'= lim e™*(1+u)= lim ——=0.
x=+-0 u—+ o u++w €

Podobnie dokonujac podstawienia 1/x=v mamy lim v= + oo, wigc
x—>+0

lim y'= lim &(1—v)=-0 .
x—+0 v—=++o0
Ostatecznie wigc granice lewostronne funkcji y i jej pochodnej y" w punkcie x=0
sa zerami, tzn. krzywa zbliza si¢ z lewej strony do poczatku wspotrzednych stycznie do
osi Ox. Granice prawostronne y i y’ réwnaja si¢ odpowiednio +oc0 i — co.
W dalszym ciagu zajmiemy si¢ badaniem kierunkéw asymptotycznych oraz asymptot.
Wiemy, ze kierunki asymptotyczne nieréwnolegte do osi Oy znajdujemy z wartosci granic
(por. str. 203):

im>Y i lmZ2.

x=++m X x+-w X
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W naszym przypadku y/x=e'”, a wiec

4 4
lim ==e’=1, lim —=e’=1,
x> +a X x+— X

fzn. istnieje jeden kierunek asymptotyczny o wspdiczynniku katowym a=1.

A
4

N = —

Rys. 13.7

Dalej, wiemy,.ze jezeli istnieje granica lim (y—ax)=>b, gdzie a jest znalezionym
X+ 00

wspolczynnikiem kierunku asymptotycznego, to dla x— + oo istnieje asymptota ukos$na

krzywej o réwnaniu y=ax+b (por. str. 197). Analogicznie dla x——o0. W naszym

przypadku a=1, a wigc
y—ax=xe'*—x=x(e'™-1).

Badamy, czy istnieje granica

l/x_l
b= lim x(e'*~1)= lim
x—++ o x— + 00

x
Granic¢ t¢ latwo obliczymy podstawiajac 1/x=w; wtedy mamy do obliczenia granicg
u

e'—1
lim —— . Stosujac regule de L’Hospitala otrzymujemy
u=0 U
Il_ 1 u
b=lim “—=lim = =1.
u—0 u u—-0 1

Zupelnie podobnie wykazujemy, Ze
lim x(e'*—1)=1,
X — o0
a wigc krzywa ma dwustronna asymptote ukosng o réwnaniu y=x+ 1 zaréwno dla x — — o0
jak dla x— + o0.
Krzywa nie ma punktéw przegigcia. W przedziale (— o0, 0) jest wklesla, w przedziale
(0, + o) wypukla. W punkcie x=1 ma minimum.
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Ukladamy tabelke przebiegu zmiennosci funkcji:

x — o0 0 1 + 00
1% (] - (] +o + + + 0
y 1 + 0 —o - 0 + 1
y —© Ve Y + N e Vd + o

Wykres funkcji podaje rysunek 13.7.
ZADANIE 13.8. Zbadaé przebieg zmiennosci funkcji y=e” cos x.

Rozwiazanie. Funkcja jest okreSlona dla wszystkich x. Poniewaz cos x przybiera
wartosci zawarte pomiedzy —1 i 1, wigc funkcja y=e* cos x jest krzywa oscylujaca po-
migdzy liniami y=—¢€* i y=¢".

Badamy pochodna

Yy =€(cosx—sinx).

Mamy y'=0, gdy x=4n<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>