
Zad.1 𝑋 ma rozkład jednostajny 𝑈(𝑎, 𝑏), gdzie 𝑎 < 𝑏 są nieznanymi parametrami 

Momenty zmiennej losowej 𝑋: 

𝐸(𝑋) = ∫ 𝑥 ∙
1

𝑏 − 𝑎
𝑑𝑥 =

𝑏2 − 𝑎2

2(𝑏 − 𝑎)

𝑏

𝑎

=
𝑎 + 𝑏

2
 

𝐸(𝑋2) = ∫ 𝑥2 ∙
1

𝑏 − 𝑎
𝑑𝑥 =

𝑏3 − 𝑎3

3(𝑏 − 𝑎)

𝑏

𝑎

=
𝑏2 + 𝑎𝑏 + 𝑎2

3
 

Momenty z próby: 𝐴1 =
1

𝑛
∑ 𝑋𝑖
𝑛
𝑖=1 , 𝐴2 =

1

𝑛
∑ 𝑋𝑖

2𝑛
𝑖=1 , itd. 

Uwaga. 
1

𝑛
∑ 𝑋𝑖
𝑛
𝑖=1 = 𝑋̅. 

{
 
 

 
 𝑎 + 𝑏

2
=
1

𝑛
∑𝑋𝑖

𝑛

𝑖=1

𝑏2 + 𝑎𝑏 + 𝑎2

3
=
1

𝑛
∑𝑋𝑖

2

𝑛

𝑖=1

 

{
 
 

 
 𝑎 + 𝑏 =

2

𝑛
∑𝑋𝑖

𝑛

𝑖=1

(𝑎 + 𝑏)2 − 𝑎𝑏 =
3

𝑛
∑𝑋𝑖

2

𝑛

𝑖=1

 

{

𝑎 = 2𝑋̅ − 𝑏

(2𝑋̅)2 − 𝑎𝑏 =
3

𝑛
∑𝑋𝑖

2

𝑛

𝑖=1

 

{

𝑎 = 2𝑋̅ − 𝑏

(2𝑋̅)2 − (2𝑋̅ − 𝑏)𝑏 =
3

𝑛
∑𝑋𝑖

2

𝑛

𝑖=1

 

Otrzymujemy równanie kwadratowe 

(2𝑋̅)2 − (2𝑋̅ − 𝑏)𝑏 −
3

𝑛
∑𝑋𝑖

2

𝑛

𝑖=1

= 0 

𝑏2 − 2𝑋̅𝑏 + 4𝑋̅2 −
3

𝑛
∑𝑋𝑖

2

𝑛

𝑖=1

= 0 

Δ = 4𝑋̅2 − 4(4𝑋̅2 −
3

𝑛
∑𝑋𝑖

2

𝑛

𝑖=1

) =
12

𝑛
(∑𝑋𝑖

2

𝑛

𝑖=1

− 𝑛𝑋̅2) = 12𝑆̃2 

√Δ = 2√3 ∙ 𝑆̃ 

{
𝑏1 = 𝑋̅ − √3 ∙ 𝑆̃

𝑎1 = 𝑋̅ + √3 ∙ 𝑆̃
  lub {

𝑏2 = 𝑋̅ + √3 ∙ 𝑆̃

𝑎2 = 𝑋̅ − √3 ∙ 𝑆̃
 

Tutaj 𝑎1 > 𝑏1, a tu 𝑎2 < 𝑏2. 



Uwaga. 𝐸𝑀𝑀(𝑎) = 𝑋̅ − √3 ∙ 𝑆 , 𝐸𝑀𝑀(𝑏) = 𝑋̅ + √3 ∙ 𝑆̃, ale 𝐸𝑁𝑊(𝑎) = 𝑚𝑖𝑛{𝑋1, … , 𝑋𝑛}, 

𝐸𝑁𝑊(𝑏) = 𝑚𝑎𝑥{𝑋1, … , 𝑋𝑛}. 

 

Zad.2 𝑋 ma rozkład Poissona (),  > 0. Metoda momentów: 

𝐸(𝑋) = ∑𝑘
𝑘

𝑘!
𝑒− = (∑

𝑘−1

(𝑘 − 1)!

∞

𝑘=1

)

∞

𝑘=0

𝑒− = 𝑒𝑒− =  

𝐴1 =
1

𝑛
∑𝑋𝑖

𝑛

𝑖=1

 

 = 𝑋̅ 

Stąd 𝐸𝑀𝑀() = 𝑋̅ . 

Metoda największej wiarogodności: 

𝐿(, 𝒙) =
𝑥1+⋯+𝑥𝑛

𝑥1!…𝑥𝑛!
𝑒−𝑛 

𝑙𝑛 𝐿(, 𝒙) =∑𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

𝑙𝑛() −∑𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

! − 𝑛 

𝜕𝑙𝑛 𝐿(, 𝒙)

𝜕
=
1


∑𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

− 𝑛 = 0 

Stąd 𝐸𝑁𝑊() = 𝑋̅. Ponadto 𝐸𝑁𝑀𝑊() = 𝑋̅ jako nieobciążony estymator średniej w populacji. 

Zad.4 𝑋 ma rozkład Rayleigha 𝑅(),  > 0. Na podstawie zadania 3 wiemy, że 𝐸𝑁𝑊() =
1

𝑛
∑ 𝑋𝑖

2𝑛
𝑖=1 .  

Ponieważ wartość oczekiwana dla rozkładu Rayleigha wynosi 

𝐸(𝑋) = ∫
2


𝑥2𝑒−

𝑥2

 𝑑𝑥 =
√

2

∞

0
, 

𝐸(𝑋2) = ∫
2


𝑥3𝑒−

𝑥2

 𝑑𝑥 = 
∞

0
, 

stąd wariancja dla rozkładu Rayleigha wynosi 𝑉𝑎𝑟(𝑋) = 𝐸(𝑋2) − (𝐸(𝑋))
2
=  (

4−

4
). Estymatory 

największej wiarogodności dla funkcji parametru otrzymujemy podstawiając do wzoru funkcji 

estymator parametru 

𝐸𝑁𝑊 (
√

2
) =

√
1
𝑛
∑ 𝑋𝑖

2𝑛
𝑖=1

2
= √



4𝑛
∑𝑋𝑖

2

𝑛

𝑖=1

, 

𝐸𝑁𝑊 ( (
4 − 

4
)) = (

4 − 

4𝑛
)∑𝑋𝑖

2

𝑛

𝑖=1

. 

 


