## [1] 3.054925
## [1] 59.38812
## [1] 0.3422838
## [1] -0.665667
5. Zinterpretuj powyzsze wyniki (tabelaryczne, graficzne i liczbowe).

Zadanie 4. Napisz funkcje wspolczynnik_zmiennosci(), ktéra oblicza wartos¢ wspdlczynnika zmiennosci
dla danego wektora obserwacji. Funkcja powinna mie¢ dwa argumenty:

o x - wektor zawierajacy dane,
e na.rm - wartos¢ logiczna (domys$lnie FALSE), ktéra wskazuje czy braki danych (obiekty NA) maja byé
zignorowane.

Funkcja zwraca warto$¢ wspdlczynnika zmiennoéci wyrazona w procentach. Ponadto funkcja sprawdza, czy
wektor x jest wektorem numerycznym. W przeciwnym razie zostanie zwrécony blad z nastepujacym komuni-
katem: ,argument nie jest liczba”. Przykladowe wywolania i wyniki funkcji sa nastepujace:

x <- c(1, NA, 3)

wspolczynnik_zmiennosci(x)

## [1] NA

wspolczynnik_zmiennosci(x, na.rm = TRUE)

## [1] 70.71068

wspolczynnik_zmiennosci()

## Error in wspolczynnik_zmiennoscs ()

##  argument "z" 1s missing, with no default

wspolczynnik_zmiennosci(c("x", "y"))

## Error in wspolczynnik_zmiennoscti(c("z", "y")) : argument nie jest liczbg

5 Model statystyczny i estymacja punktowa

5.1 Wybrane rozklady prawdopodobienstwa

1. rozktad dwumianowy b(m,p), m € N, p € (0,1)

m

P(X =k) = <k>pk(l—p)m_k, k=0,1,...,m

o Funkcja prawdopodobienistwa zmiennej X ~ b(10,1/3)
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barplot(dbinom(x = 0:10, size = 10, prob = 1 / 3), names.arg = 0:10,
xlab = "k", ylab = "P(X=k)", main = "Funkcja prawdopodobienstwa")

Funkcja prawdopodobierstwa

P(X=k)

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25

0 1 2 3 4 5 6 7

k

2. rozktad Poissona 7(\), A >0
e MNF
P(X:kf) - T, k:=0,1,...
o Funkcja prawdopodobienistwa zmiennej X ~ 7(2)
barplot(dpois(x = 0:8, lambda = 2), names.arg = 0:8,
xlab = "k", ylab = "P(X=k)", main = "Funkcja prawdopodobieistwa")

Funkcja prawdopodobierstwa

0 1 2 3 4 5 6

k

P(X=k)

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25

3. rozklad jednostajny U(a,b), a < b

| & diaze(a,b)
fX(w)_{ ' 0 dlaz ¢ (a,b)

o Gestosé zmiennej X ~ U(1,3)
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curve(dunif(x, min = 1, max = 3), 0, 4, ylab = "f(x)", main = "Gestos¢")

Gestos

0.5
1

04

0.3

f(x)

0.2
1

0.1

0.0

o — )2
1) = oo (47

e Gestosci rozktadéw normalnych

curve(dnorm, -4, 4, ylab = "f(x)", main = "Gestos¢", lwd = 2)

curve (dnorm(x, mean = 1), col = "red", add = TRUE, lwd = 2)

curve(dnorm(x, sd = 2), col = "green", add = TRUE, lwd = 2)

curve (dnorm(x, mean = 1, sd = 2), col = "blue", add = TRUE, lwd = 2)

legend("topleft", lwd = 2, col = 1:4, legend = c("N(O,1)", "N(1,1)", "N(0,2)", "N(1,2)"))

Gesto&

0.4

0.3
|

f(x)

0.2

0.1

5. rozklad wykladniczy Ez(\), A >0

e 2 dlag x>0
fX(x)_{ 0 dlax<0

o Gestosci rozkladéw wykladniczych

curve(dexp, 0, 5, ylim = c(0, 2), ylab = "f(x)", main = "Gestosc¢", lwd = 2)
curve(dexp(x, rate = 2), col = "red", add = TRUE, lwd = 2)

curve(dexp(x, rate = 0.5), col = "green", add = TRUE, lwd = 2)
legend("topright", lwd = 2, col = 1:3, legend = c("Ex(1)", "Ex(2)", "Ex(0.5)"))
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Gesto&

o
o — Ex(1)
— Ex(2)
o | — Ex(0.5)
g 24
0 |
o
o |
e | | | | | |
0 1 2 3 4 5
X
6. rozktad Rayleigha R(\), A >0
2 z?
fa(z) = 3 exp <—7> I10,00)(2)
Uwaga. Rozklad Rayleigha jest zaimplementowany w pakiecie VGAM z nastepujaca funkcja gestosci
2
x x
fa(x) - ; exp <_m> I(O,oo)(x)v
wiec w naszej notacji o = %
o Gestosci rozkladéw Rayleigha
lambda <- 0.5
curve (VGAM: :drayleigh(x, sqrt(lambda / 2)),
xlim = c(0, 4), ylab = "f(x)", main = "Gestosc¢", lwd = 2)
lambda <- 1
curve (VGAM: :drayleigh(x, sqrt(lambda / 2)),
col = "red", add = TRUE, lwd = 2)
lambda <- 2
curve (VGAM: :drayleigh(x, sqrt(lambda / 2)),
col = "green", add = TRUE, lwd = 2)
legend("topright", lwd = 2, col = 1:3, legend = c("R(0.5)", "R(1)", "R(2)"))
Gesto&
N
- — R(05)
o | — R
< — R(2)
© |
o
x « |
= o
<
o
~
o
o |
© | | | | |
0 1 2 3 4

Rozklady prawdopodobienstwa w programie R
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Rozktad Dystrybuanta  Gesto$é/Funkcja prawd. Kwantyl Generator
dwumianowy pbinom dbinom gbinom rbinom
Poissona ppois dpois qpois rpois

ujemny dwumianowy pnbinom dnbinom gnbinom rnbinom
geometryczny pgeom dgeom qgeom rgeom
hipergeometryczny phyper dhyper ghyper rhyper
jednostajny punif dunif qunif runif

beta pbeta dbeta gbeta rbeta

wyktadniczy pexp dexp qexp rexp

gamma pgamma dgamma qgamma rgamma

normalny pnorm dnorm gnorm rnorm
logarytmiczno-normalny plnorm dlnorm glnorm rlnorm
Weibulla pweibull dweibull qweibull rweibull

chi-kwadrat pchisq dchisq qchisq rchisq
t-Studenta pt dt qt rt
Cauchy’ego pcauchy dcauchy qcauchy rcauchy
F-Snedecora pf df qf rf

Rayleigha VGAM::prayleigh

VGAM::drayleigh VGAM::qrayleigh VGAM::rrayleigh

5.2 Przyklady

Przyktad 1. Ponizsze dane podajg liczbe bledéw w grupie 50 oséb zdajacych egzamin testowy. Egzamin
skladal sie z 18 pytan (mozna popelni¢ maksymalnie dwa bledy, aby zdaé¢ egzamin).

[SCRTENG S

liczba_bledow <- c(1, 1, 2,

4, 0,
3, 3,

0
5
3
Zmienna X to liczba bledéw. Jest to dyskretna zmienna ilosciowa.
1
2
2

# wykres stupkowy

0
1, 5,
1, 3

w O =
— =N

3 b 2

b s s

-

3, 1
, 3, 5
2,0

barplot(prop.table(table(liczba_bledow)),

xlab = "Liczba bfedéw", ylab = "Prawdopodobiehstwo",
"Rozktad empiryczny liczby bieddéw")

main

Rozktad empiryczny liczby bteléw

Prawdopodobierstwo
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25

Liczba bledow
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o model: rozktad dwumianowy z m = 18

o P={b(18,p) : p € (0,1)}

O =(0,1) oraz 8 =p

liczba_bledow <- c(1, 1, 2, O, 1, 3, 1, 4, 4, 4, 0, 1, 0, O, O, 2, 3,
4, 0, 1,5, 2, 3,5, 3,2, 2,40, 2, 2,0,2, 2,
3,3,1,3,2,2,0, 0,5, 4,2,1,5,2,2,0)

m <- 18
# estymator
(p_est <- mean(liczba_bledow) / m)

## [1] 0.1122222

probs <- dbinom(sort(unique(liczba_bledow)), size = m, prob = p_est)
sum (probs)

## [1] 0.9887985

counts <- matrix(c(prop.table(table(liczba_bledow)), probs), nrow = 2, byrow = TRUE)
rownames (counts) <- c("empiryczny", "teoretyczny")

colnames(counts) <- sort(unique(liczba_bledow))

counts

#i#t

0 1 2 3 4 5

## empiryczny 0.2200000 0.1600000 0.2800000 0.1400000 0.12000000 0.08000000
## teoretyczny 0.1173483 0.2670078 0.2868914 0.1934153 0.09168466 0.03245109

barplot(counts,

Prawdopodobierstwo

0.10 0.20

0.00

xlab = "Liczba bfedéw", ylab = "Prawdopodobiehstwo",
main = "Rozklady empiryczny i teoretyczny liczby biedéw",
col = c("red", "blue"), legend = rownames(counts), beside

TRUE)

Rozktady empiryczny i teoretyczny liczby biglow

B empiryczny
B teoretyczny

Liczba btedow

Wykres kwantyl-kwantyl

o Wykres kwantyl-kwantyl (Q-Q plot), jest wykresem zaobserwowanych statystyk porzadkowych z losowej

préby (kwantyle empiryczne) do odpowiadajacym im (oszacowanym) warto$ciom $redniej lub mediany
w oparciu o zalozony rozklad lub w stosunku do empirycznych kwantyli innego zestawu danych.
Wykresy kwantyl-kwantyl stuza do oceny, czy dane pochodzg z okreslonego rozktadu lub czy dwa
zestawy danych maja ten sam rozklad. Jesli rozklady maja ten sam ksztalt (ale niekoniecznie te same
parametry polozenia lub skali), wéwczas wykres uklada sie mniej wiecej na linii prostej. Jegli rozklady
sa dokladnie takie same, wowczas wykres uktada sig¢ mniej wiecej na linii prostej y = z.
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o Najpierw wybiera si¢ zbiér kwantyli pewnych rzedéw. Punkt (z,y) na wykresie odpowiada jednemu
z kwantyli drugiego rozkladu (wspélrzedna y) wykreslonemu wzgledem kwantyla tego samego rzedu
pierwszego rozkladu (wspélrzedna x).

e .qqline” dodaje linie do ,teoretycznego” wykresu kwantyl-kwantyl, ktéra przechodzi przez kwantyle
rzedéw probs = ¢(0.25, 0.75), czyli domyS$lnie pierwszy i trzeci kwartyl.

# wykres kwantyl-kwantyl
qqplot (rbinom(length(liczba_bledow), size = m, prob = p_est), liczba_bledow)
qqline(liczba_bledow, distribution = function(probs) { gbinom(probs, size = m, prob = p_est) })

n — (o) o o
< -
g
B
5
pl
Q N o o
8
o [e]
T T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 6 7
rbinom(length(liczba_bledow), size = m, prob = p_est)
# ludb
library(EnvStats)
EnvStats: :qqPlot(liczba_bledow,
distribution = "binom",
param.list = list(size = m, prob = p_est),
add.line = TRUE)
Binomial Q-Q Plot for liczba_bledow
0 — o
2
S < -
@
-QI
S o
2
g "
2
S = 7
¢]
o — ¢}

T T T T T I
0 1 2 3 4 5

Quantiles of Binomial(size = 18, prob = 0.1122222)
Przyktad 2. Badano czas oczekiwania na tramwaj, ktéry kursuje w jednakowych odstepach czasu. Plik

czas_oczek__tramwaj.RData zawiera dane dotyczace czasu oczekiwania na tramwaj (wyrazonego w minutach)
100 0s6b wybranych losowo. Zmienna X to czas oczekiwania na tramwaj. Jest to zmienna iloSciowa ciggla.

load(url("http://1s.home.amu.edu.pl/data_sets/czas_oczek_tramwaj.RData"))
head(czas_oczek_tramwaj)

## [1] 4.03 11.04 5.73 12.36 13.17 0.64

# histogram z estymatorem jgdrowym gestosct
hist(czas_oczek_tramwaj,
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xlab = "Czas oczekiwania na tramwaj",

main "Rozktad empiryczny czasu oczekiwania na tramwaj",
probability = TRUE,

col = "lightgreen")

lines(density(czas_oczek_tramwaj), col = "red", lwd = 2)

Density
0.04 0.06

0.02

0.00

Rozktad empiryczny czasu oczekiwania na tramwaj

T

Czas oczekiwania na tramwaj

model: rozklad jednostajny
P ={U(a,b) :a,beR,a<b}
O = {(a,b) € R?: a < b} oraz 0 = (a,b)

load(url("http://1s.home.amu.edu.pl/data_sets/czas_oczek_tramwaj.RData"))
# estmatory
(a_est <- min(czas_oczek_tramwaj))

## [1] 0.01

(b_est <- max(czas_oczek_tramwaj))

## [1] 13.92

library(EnvStats)

EnvStats: :eunif (czas_oczek_tramwaj, method = "mle")
i

## Results of Distribution Parameter Estimation

## ——-———————--——

#i#t

## Assumed Distribution: Uniform

#i#t

## Estimated Parameter(s): min = 0.01

## max = 13.92

##

## Estimation Method: mle

##

## Data: czas_oczek_tramwaj
it

## Sample Size: 100

# histogram z estymatorem jgdrowym gestosct
hist(czas_oczek_tramwaj,
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xlab = "Czas oczekiwania na tramwaj",
main "Rozktad empiryczny i teoretyczny czasu oczekiwania na tramwaj",
probability = TRUE,
col = "lightgreen")
lines(density(czas_oczek_tramwaj), col = "red", lwd = 2)
curve(dunif(x, a_est, b_est),
add = TRUE, col = "blue", 1lwd = 2)
legend(x = 5, y = 0.04, legend = c("empiryczny", "teoretyczny"), col = c("red", "blue"), lwd = 2)

Rozkitad empiryczny i teoretyczny czasu oczekiwania na tramwaj

0.06
|

Density
0.04
1

—— empiryczny
/ —— tgoretyczny \

0.00
L

[ T T T T T T 1
0 2 4 6 8 10 12 14

Czas oczekiwania na tramwaj

# wykres kwantyl-kwantyl
qqplot(runif (length(czas_oczek_tramwaj), min = a_est, max = b_est), czas_oczek_tramwaj)
qqline(czas_oczek_tramwaj, distribution = function(probs) { qunif(probs, min = a_est, max = b_est)

14

12

j

10

8
1

6
1

czas_oczek_tramwa

runif(length(czas_oczek_tramwaj), min = a_est, max = b_est)

# ludb

library(EnvStats)

EnvStats: :qqPlot (czas_oczek_tramwaj,
distribution = "unif",
param.list = list(min = a_est, max = b_est),
add.line = TRUE)
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Uniform Q-Q Plot for czas_oczek_tramwaj

_ j
8 10 12 14

6

Quantiles of czas_oczek_tramwa

0 2 4 6 8 10 12 14

Quantiles of Uniform(min = 0.01, max = 13.92)

e Empiryczne i teoretyczne prawdopodobienstwo, ze czas oczekiwania na tramwaj jest wiekszy niz 10
minut, mozna obliczy¢ w nastepujacy sposob:

# empirycznie
mean(czas_oczek_tramwaj > 10)

## [1] 0.27

# teoretycznie: X ~ U(a_est, b_est) oraz P(X > 10) = 1 - P(X <= 10) = 1 - F(10)
1 - punif (10, min = a_est, max = b_est)

## [1] 0.2818116

5.3 Zadania

Zadanie 1. Niech X = (X1,...,X,,)" bedzie préba prostg z populacji o rozkladzie jednostajnym U(a,b).

1. Pokaz, ze estymatory metody momentéw parametréw a i b w rozkladzie jednostajnym U (a, b) sa postaci:

a=X 35, b=X+38,

gdzie X = 13| X; oraz S = \/l (X — X)2

n
2. Oblicz wartosci tych estymatoréw dla danych z przykladu dotyczacego czasu oczekiwania na tramwaj.

i

## Results of Distribution Parameter Estimation

## ——-———————--——

#i#t

## Assumed Distribution: Uniform

#i#t

## Estimated Parameter(s): min = 0.1040974
## max = 13.8551026
##

## Estimation Method: mme

##

## Data: czas_oczek_tramwaj
i

## Sample Size: 100

3. Zilustruj otrzymane teoretyczne funkcje gestosci korzystajace z ENW i EMM na histogramie.
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Rozktad empiryczny czasu oczekiwania na tramwaj
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S —— tgoretyczny EMM
S
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0 2 4 6 8 10 12 14

Czas oczekiwania na tramwaj

Zadanie 2. Przebadano 200 losowo wybranych 5-sekundowych okreséw pracy centrali telefonicznej. Rejestro-
wano liczbe zgloszen. Wyniki sa zawarte w pliku Centrala.RData.

1. Zasugeruj rozklad teoretyczny badanej zmiennej.
2. Oblicz wartos¢ estymatora parametru rozkladu teoretycznego.
# [1] 1.74

3. Poréwnaj empiryczne prawdopodobienstwa wystapienia poszczegdlnych wartoéci liczby zgloszen w pro-
bie z wartosciami teoretycznymi uzyskanymi na podstawie rozkladu teoretycznego.

## [1] 0.9911019

#it 0 1 2 3 4 5
## empiryczny 0.1600000 0.3350000 0.2450000 0.1550000 0.07500000 0.03000000
## teoretyczny 0.1755204 0.3054055 0.2657028 0.1541076 0.06703681 0.02332881

Rozktady empiryczny i teoretyczny liczby zgtoszen

o
29 B empiryczny
o B teoretyczny
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3 - e
o
o
0 1 2 3 4 5

Liczba zgtoszen

4. Sprawdz dopasowanie rozkladu teoretycznego za pomoca wykresy kwantyl-kwantyl.
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Wykres kwantyl-kwantyl dla liczby zgtoszen
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Wykres kwantyl-kwantyl dla liczby zgtoszen
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5. Czy na podstawie powyzszych rozwazan rozklad teoretyczny wydaje sie odpowiedni?
6. Oblicz prawdopodobienstwo empiryczne i teoretyczne, ze liczba zgloszen jest mniejsza niz 4.
## [1] 0.895

## [1] 0.9007363

Zadanie 3. Niech X = (X1,...,X,)" bedzie préba prosta z rozktadu Rayleigha o gestosci:

2 x?
(@) = Nrexp | - T(0,00) (), A>0.

Pokaz, ze ENW parametru A jest postaci:

W tym celu przeprowadz nastepujace kroki:

1. Pokaz, ze funkcja wiarogodnosci wynosi:

L(\x) = fou(x) = ;)= |~ z; |exp | —— mf .
(0 = 709 = [ = (5) (H ) p< 3 )

2. Wprowadz pomocnicza funkcje:

n 1 n
l=InL(A\;x)=nln2—nlnA+In (Harl> - XZ‘TZQ

=1
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3. Wyznacz pochodng funkcji [ wzgledem A:
OX A2 Zflxi -

4. Przyréwnaj powyzsza pochodng do zera i rozwiaz otrzymane réwnanie.

>3

Zadanie 4. Notowano pomiary Sredniej szybkoéci wiatru w odstepach 15 minutowych wokét nowo powstajacej
elektrowni wiatrowej. Wyniki sa nastepujace:

09 62 21 41 73
1.0 46 64 3.8 5.0
27 92 59 74 3.0
49 82 50 1.2 10.1
122 28 59 82 0.5

1. Zasugeruj rozktad teoretyczny badanej zmiennej.
2. Oblicz wartos¢ ENW parametru rozkladu teoretycznego.
## [1] 35.42

3. Poréwnaj rozktad empiryczny wystapienia poszczegdlnych wartosdci $redniej szybkosci wiatru w probie
z wartosciami teoretycznymi uzyskanymi na podstawie rozktadu teoretycznego.

Rozktady empiryczny i teoretyczny sedniej szybko&wiatru
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$ednia szybko&wiatru
4. Sprawdz dopasowanie rozkladu teoretycznego za pomoca wykresy kwantyl-kwantyl.
Wykres kwantyl-kwantyl dla §edniej szybko&wiatru
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Kwantyle teoretyczne

5. Czy na podstawie powyzszych rozwazan rozktad teoretyczny wydaje sie odpowiedni?
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6. Oblicz empiryczne i teoretyczne prawdopodobienistwo, ze §rednia szybkosé wiatru jest zawarta w prze-
dziale [4, 8].

## [1] 0.44
## [1] 0.4723669
7. Oblicz wartos¢ ENW dla wartosci oczekiwanej i wariancji rozktadu teoretycznego.
## [1] 5.274353
## [1] 7.601197

6 Przedzialy ufnosci

6.1 Przyklad

Przyktad. Badano czas oczekiwania na tramwaj, ktéry kursuje w jednakowych odstepach czasu. Plik
czas_oczek__tramwaj.RData zawiera dane dotyczace czasu oczekiwania na tramwaj (wyrazonego w minu-
tach) 100 oséb wybranych losowo. Zmienna X to czas oczekiwania na tramwaj. Jest to zmienna iloSciowa
ciagla.

e model: rozklad jednostajny
o P={U(0,b):be (0,00)}
e ©=(0,00)0raz 8 =b

Niech X = (X1,...,X,)" bedzie préby prosta z populacji o rozktadzie jednostajnym U(0,b). 100(1 — a)%
przedziatem ufnosdci dla parametru b jest przedzial losowy postaci:

max{Xi,..., X} max{Xi,..., X,}
n/l_% ’ n %

load(url("http://1s.home.amu.edu.pl/data_sets/czas_oczek_tramwaj.RData"))

# estymator b
(b_est <- max(czas_oczek_tramwaj))

## [1] 13.92

# przedzial ufnosci dla b

b_conf_int <- function(x, conf level = 0.95) {
alpha <- 1 - conf_level
n <- length(x)
1 <- max(x) / (1 - alpha / 2)°(1 / n)
u <- max(x) / (alpha / 2)°(1 / n)
return(c(1, u))

}

b_conf_int(czas_oczek_tramwaj)

## [1] 13.92352 14.44308

6.2 Zadania

Zadanie 1. Przebadano 200 losowo wybranych 5-sekundowych okreséw pracy centrali telefonicznej. Rejestro-
wano liczbe zgloszen. Wyniki sg zawarte w pliku Centrala.RData. Wykorzystujac przyjety wezesniej model
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