Notatki do wyktadu 5

8 listopada 2018

Przykiad 31. Potega binarna

POTEGA-BINARNA (a,n)

b=1
k=n
c=a
while £ # 0

do if (k mod 2)==
thenc=cx*c

k =k div 2
else b=bxc
k=k—1

return b

Przykiad 23 cd.
Ap =QApn_1+ap_o, n>2, ay=0, a =1

Technika dziel i zwyciezaj

FIB (n)
if n ==
then return 0
else if n ==
then return 1
else return FIB(n — 1)+FIB(n — 2)
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T'(n) — liczba wywolan procedury FIB
Tn)=Tn—-1)+T(n—-2)+1
Wilasnosé. Dlan > 2
T(n) > 2"/?
Stosujac notacje asymptotyczna,
T(n) = Q(2"/?)
Dowéd (indukcja wzgledem n). Dlan = 2 oczywiste, bo T'(2) = 3.

Zalozmy, ze
T(m)>2™? dla 2<m<n

7, zaleznosci rekurencyjne;j
Tn)=Tn—-1)+T(n—-2)+1
na mocy zalozenia indukcyjnego

T(n) > 2(=D/2 4 o(n=2)/2 1
> 2(77,—2)/2 _|_ 2(71—2)/2
— 2n/2

Technika programowania dynamicznego

FIB-2 (n)
FO=0
Fl1=1
for k=2ton
do Fk=F0+ F1
FO=F1
F1=Fk

return Fk



Czy mozna jeszcze szybciej ¢
T(n)=06(gn)?

Przyklad 29 cd. Wieze Hanoi

HANOI (n, X, Y, Z)
ifn==1
then X - Y
else HANOI (n — 1, X,Z,Y)
X Y
HANOI(n—1,2,Y, X)

Zlozonosé: T'(n) — liczba ruchéw potrzebna do przeniesienia n
krazkow

Zaleznos¢ rekurencyjna:
T(n)=2T(n—1)+1 dlan>2

Warunek poczatkowy T'(1) = 1
Wiasnosé. Dlan>2 T(n)=2"-1

Ztozonosc¢ wyktadnicza
T(n) =©(2")

Dowdéd (indukcja wzgledem n).

Dla n =1 - prawda. Zalozenie indukcyjne
Tn—1)=2""1-1

Na mocy rekurencji
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Przyklad 25 cd. NWD
NWD(a,b) = NWD(b,a mod b)

NWD (a,b)
ifb==0
then return a
else return NWD(b, a mod b)

Wiasnosé. Jezeli a > b > 0 oraz wywolanie NWD(a, b) prowadzi
do k > 1 wywoltan rekurencyjnych, to

a>Fiio 1 b2>Fp

Twierdzenie Lamego. Dla dowolnej liczby catkowitej £ > 1,
jeSli @ > b > 0 oraz b < Fj41, to wywolanie funkcji NWD(a, b)
powoduje mniej niz £ wywotan rekurencyjnych

Uwaga. Goérne ograniczenie w twierdzeniu Lamego jest najlep-
szym mozliwym oszacowaniem;

dla k > 2 wywotanie NWD(Fy1, Fi) pociaga za soba dokladnie
k — 1 wywotan rekurencyjnych

2 =x+1
¢_1+\/5 ¢*_1—\/5
2 2
¢ — zlota proporcja
k _ xk
po_ oot
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k
k-ta liczba Fibonacciego F}. jest rowna wartosci ¢_\/g zaokraglonej

do najblizszej liczby catkowite]
Stad liczba wywotan rekurencyjnych wynosi O(lgb)
Jeszcze doktadniej
Niech ¢ = nwd(a,b). Jezeli a > b > 0 to obliczenie NWD(a, b)
prowadzi do co najwyzej
b
141 -
+ Og¢ <c)

Algorytmy sortowania

wywolan rekurencyjnych

Dane: Tablica A[l..n] zawierajaca liczby

sortowanie przez wstawianie
sortowanie babelkowe
sortowanie przez scalanie
sortowanie szybkie
sortowanie przez kopcowanie

sortowanie przez zliczanie

Sortowanie przez wstawianie

Majac posortowana tablice elementow
All..j —1]

wstawiamy pojedynczy element A[j] we wlasciwe miejsce tablicy,
otrzymujac wieksza posortowana tablice elementéw A[l..j]

— elementy tablicy sa sortowane w miejscu

— przykiad metody przyrostowej
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SORT-W (A, n)
for ) =2ton
do r = A[j]
i=j5—1
while i > 0 and A[i] > r
do Afi + 1) = A[i]
i=1i—1
Ali+ 1] =r
Ztozonosé

t; — liczba sprawdzen warunku wejscia do petli
while dla 7 =2,3,... ,n

Zlozonos¢ optymistyczna
Dane wejsciowe sq uporzadkowane

t;=1 dla j=2,3,...,n

Zlozonos¢ pesymistyczna
Dane wejsciowe sq w odwrotnym porzadku

Nalezy poréwnaé kazdy element A[j] z kazdym elementem posor-
towanej juz tablicy A[l..j — 1]

tj=5 dla j=23,...,n



Sortowanie babelkowe

Jezeli przegladamy tablice liczb po kolei i zamieniamy miejs-
cami dwie sasiednie liczby, gdy sa w odwrotnym uporzadkowaniu
(tj. pierwsza jest wieksza od drugiej), to po zakonczeniu przebiegu
najwieksza liczba znajdzie sie na koncu tablicy

Instrukcja zamiany

a<>b

SORT-B (A4, n)
for i = n downto 2
do for j=1to:i—1
do if A[j] > A[j + 1]
then A[j] < A[j + 1]

Wersja z wartownikiem

SORT-BW (A4, n)

1="n

while i # 0

do k=0
for j=1to:1—-1
do if A[j] > A[j + 1]
then A[j| < A[j + 1]
k=j



Sortowanie przez scalanie

Schemat metody dziel i zwyciezaj
— Dziel: dzielimy tablice na dwie podtablice po n/2 elementéw
kazda
— Zwyciezaj: sortujemy otrzymane podtablice, uzywajac rekuren-
cyjnie sortowania przez scalanie
— Polacz: laczymy posortowane podtablice poprzez scalanie ich
w jedna posortowana tablice

Krok Polacz

Dodatkowa procedura
SCAL (4, p,q,7)

W procedurze zaklada sie, ze podtablice A[p..q] i Alqg + 1..r] sa
posortowane

Procedura ta scala te podtablice w jedna posortowana tablice

Alp..r]

SCAL (A,p,q,r)
n=q—p-+1
m=r—gq
fort=1ton

do Bli| = Alp+1i — 1]
for j=1tom
do Clj] = Alg + J]

Bn+1] = 00
Clm+1] =00
i=1
j=1
for k=ptor

do if B[i| < C]j]
then A[k] = Bli]
1=1+1
else Alk] = CJj]
j=7+1



T(n) =06(n)

gdzie n = r — p + 1 jest liczba scalanych elementow
SORT-SCAL (A, p,r)

Procedura sortuje elementy w podtablicy Alp..r]

Jezeli p > r, to podtablica zawiera co najwyzej jeden element wiec
jest juz posortowana

W przeciwnym razie w kroku dziel znajdujemy indeks
q=(p+r)div 2
ktéry dzieli Alp..r] na dwie podtablice: A[p..q] and Alq + 1..7]

Krok zwyciezaj sortuje te podtablice rekurencyjnie wykorzystujac
procedure SORT-SCAL

SORT-SCAL (A, p,r)
ifp<r
then ¢ = (p+ 1) div 2
SORT-SCAL (A, p, q)
SORT-SCAL (A,q+ 1,r)
SCAL (A,p,q,7)

Mechanizm rekursji nie uruchamia sie, gdy pozostaje do posor-
towania jeden element

Aby posortowaé cala tablice A[l..n], wywolujemy SORT-SCAL (A4, 1,n)



